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Получены достаточные условия существования нескольких предельных циклов у автоном-
ной системы дифференциальных уравнений второго порядка и указана область их место-
расположения. 
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В работе устанавливаются достаточные условия существования нескольких предельных 
циклов у автономной системы дифференциальных уравнений второго порядка 
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и указывается область их месторасположения. Для выявления областей существования изоли-
рованных замкнутых траекторий системы (1) используется теорема Пуанкаре – Бендиксона [1]. 

Будем предполагать, что условия, накладываемые на правые части системы (1), гаран-
тируют единственность решения задачи Коши. 

Л ем м а  1. Пусть выполняются условия: 

1) (0, 0) 0,P   (0, 0) 0;Q   

2) (0, ) 0yP y   при 10 ,y    

( , 0) 0xQ x   при 20 ,x    

где 1  и 2  – достаточно малые числа; 

3) (0, 0) 0,xP   (0, 0) 0.yQ   

Тогда в фазовой плоскости существует простая замкнутая кривая, содержащая нача-
ло координат и лежащая в его окрестности, которую (при возрастании t) пересекают тра-
ектории системы (1), выходя из конечной области, ограниченной этой кривой. 

Действительно, применяя теорему о среднем в некоторой достаточно малой окрестно-
сти начала координат [2], запишем систему (1) в виде 
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где 0 ,x x   0 .y y   
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Рассмотрим однопараметрическое семейство кривых 

0 0

( , ) (0, ) ( , 0) .
y x

x y P v dv Q u du C      (2) 

Из условий 1) и 2) леммы 1 следует, что (2) – семейство вложенных одна в другую простых 
замкнутых кривых в окрестности начала координат, содержащих внутри начало координат и 
таких, что при переходе от внутренних кривых к внешним параметр C увеличивается. 

Дифференцируя соотношение (2) в силу системы (1), получим 

(0, ) ( , ) ( , 0) ( , ).y x

d
yP y Q x y xQ x P x y

dt
      

Используя условия 2) и 3) леммы 1, заключаем, что 0
d
dt




 на кривых семейства (2), соответст-

вующих достаточно малым значениям C. Искомая замкнутая кривая – суть одна из кривых се-

мейства (2), где C – достаточно малое число, и на которой 0.
d
dt




 

Введем обозначение: 

 1 2 1 2( , ) , ,j j j j jG x y a x a b y b      

где ,ij ija b  – действительные числа; ,i j  – натуральные числа. 

Л ем м а  2. Пусть существуют числа 1 20 ,j ja a   1 20j jb b   такие, что при 1j   
или 2j   выполняются условия: 

1) (0, 0) 0,P   (0, 0) 0,Q   

2 2( , ) ( , ) 0P x y Q x y   при ( , ) \ (0; 0);jx y G O  

2) ( 1) ( , ) 0i j
ijP a y   при 1 2[ , ];j jy b b  

3) ( 1) ( , ) 0i j
ijQ x b   при 1 2[ , ].j jx a a  

Тогда в фазовой плоскости существует простая замкнутая кривая, которую (при воз-
растании t) пересекают траектории системы (1): при 1j   – выходя из конечной области, ог-
раниченной этой кривой, а при 2j   – входя в указанную область. 

Для доказательства рассмотрим на фазовой плоскости xOy  область jG  – прямоуголь-

ник j j j jA B C D  с вершинами в точках 1 2( ; ),j j jA a b  1 1( ; ),j j jB a b  2 1( ; ),j j jC a b  2 2( ; ).j j jD a b  Соглас-

но условию 1) леммы 2, в области jG  содержится единственная особая точка системы (1). 
Вычисляем полную производную по времени t в силу системы (1) в точках границы 

jG  прямоугольника .j j j jA B C D  Используя условия 2) и 3) леммы 2, заключаем, что фазовые 

траектории системы при возрастании t пересекают границу прямоугольника :j j j jA B C D  при 
1,j   выходя из прямоугольника, а при 2,j   входя в указанный прямоугольник. 

Т еор ем а  1. Пусть существуют числа ,ija  ijb  ( 1, 2; 1, 1)i j m    такие, что: 

1) 11 210 ,a a   11 210 ,b b   

1( 1) ( 1) ,i i
ij ija a     1( 1) ( 1) ,i i

ij ijb b     1, 2; 1, ;i j m   

2) (0, 0) 0,P   (0, 0) 0,Q   
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2 2( , ) ( , ) 0P x y Q x y   при 1( , ) \ (0; 0);mx y G O  

3) ( 1) ( , ) 0i j
ijP a y   при 1 2[ , ],j jy b b  1, 2; 1, 1;i j m    

4) ( 1) ( , ) 0i j
ijQ x b   при 1 2[ , ],j jx a a  1, 2; 1, 1.i j m    

Тогда система (1) имеет по крайней мере m предельных циклов, причем в каждом пря-
моугольнике jG  ( 2, 1)j m   на плоскости xOy  расположено не менее 1j   предельных цик-
лов, из которых [ / 2]j  устойчивы и [( 1) / 2]j   неустойчивы. 

Действительно, из леммы 2 вытекает существование в фазовой плоскости xOy  простой 

замкнутой кривой jG  ( 1, 1),j m   которую пересекают траектории системы (1): при j нечет-

ном – выходя из прямоугольника ,jG  а при j четном – входя в указанный прямоугольник. Из 

условия 1) теоремы следует, что прямоугольник jG  содержится внутри прямоугольника 1jG   

( 1, ).j m  Следовательно, между кривыми jG  и 1jG   при j нечетном находится по крайней 
мере один устойчивый предельный цикл и при j четном – неустойчивый. 

Т еор ем а  2. Пусть существуют числа ,ija  ijb  ( 1, 2; 2, 1)i j m    такие, что: 

1) 12 220 ,a a   12 220 ,b b   

1( 1) ( 1) ,i i
ij ija a     1( 1) ( 1) ,i i

ij ijb b     1, 2; 2, ;i j m   

2) (0, 0) 0,P   (0, 0) 0,Q   

2 2( , ) ( , ) 0P x y Q x y   при 1( , ) \ (0; 0);mx y G O  

3) (0, ) 0yP y   при 10 ,y    

( , 0) 0xQ x   при 20 ,x    

где 1  и 2  – достаточно малые числа; 

4) (0, 0) 0,xP   (0, 0) 0;yQ   

5) ( 1) ( , ) 0i j
ijP a y   при 1 2[ , ],j jy b b  1, 2; 2, 1;i j m    

6) ( 1) ( , ) 0i j
ijQ x b   при 1 2[ , ],j jx a a  1, 2; 2, 1.i j m    

Тогда система (1) имеет по крайней мере m предельных циклов, причем в каждом пря-
моугольнике jG  ( 2, 1)j m   на плоскости xOy  расположено не менее 1j   предельных цик-
лов, из которых [ / 2]j  устойчивы и [( 1) / 2]j   неустойчивы. 

Доказательство теоремы опирается на приведенные выше леммы 1, 2 и аналогично 
доказательству теоремы 1. 

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений 
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где ;nN  функции ( ),kp x  ( )kq x  ( 0,1, ..., )q n  удовлетворяют следующим условиям: 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 

28 

2 2( ) ( ),i ip x p x    2 2( ) ( ),i iq x q x      0, 1, ..., [ / 2];i n  

2 1 2 1( ) ( ),i ip x p x    2 1 2 1( ) ( ),i iq x q x      0,1, ..., [( 1) / 2].i n   

Введем обозначение: 

 ( ) ( , ) , , 0 .G a x y x a y a a     

Из теоремы 1 вытекает 
С л ед ст в и е 1. Пусть существуют числа ja  ( 1, 1)j m   такие, что: 

1) 1 2 10 ... ;ma a a      

2) 
2 2

0 0

( ) ( ) 0
n n

k k
k k

k k

p x y q x y
 

    
   
   
   при 1( , ) ( ) \ (0; 0);mx y G a O  

3) 
0

( 1) ( ) 0
n

j k
k j

k

p a y


   при ,jy a  1, 1;j m   

4) 
0

( 1) ( ) 0
n

j k
k j

k

q x a


   при ,jx a  1, 1.j m   

Тогда система (3) имеет по крайней мере m предельных циклов, причем в каждом 
квадрате ( )jG a  ( 2, 1)j m   на плоскости xOy  расположено не менее 1j   предельных цик-
лов, из которых [ / 2]j  устойчивы и [( 1) / 2]j   неустойчивы. 

Из теоремы 2 вытекает 
С л ед ст в и е 2. Пусть существуют числа ja  ( 2, 1)j m   такие, что: 

1) 2 3 10 ... ;ma a a      

2) 
2 2

0 0

( ) ( ) 0
n n

k k
k k

k k

p x y q x y
 

    
   
   
   при 1( , ) ( ) \ (0; 0);mx y G a O  

3) 0 (0) 0;p   

4) 0 ( ) 0q x   при (0, ),x   

где   – достаточно малое число; 

5) 1(0) 0,p   1 (0) 0;q   

6) 
0

( 1) ( ) 0
n

j k
k j

k

p a y


   при ,jy a  2, 1;j m   

7) 
0

( 1) ( ) 0
n

j k
k j

k

q x a


   при ,jx a  2, 1.j m   

Тогда система (3) имеет по крайней мере m предельных циклов, причем в каждом 
квадрате ( )jG a  ( 2, 1)j m   на плоскости xOy  расположено не менее 1j   предельных цик-
лов, из которых [ / 2]j  устойчивы и [( 1) / 2]j   неустойчивы. 
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ABOUT LIMIT CYCLES OF SYSTEM OF DIFFERENTIAL EQUATIONS 

V.E. ZHAVNERCHIK 

Abstract 
The sufficient conditions for the existence of several limit cycles in autonomous system of 

differential equations of second order and the limits of their location are obtained. 
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