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Предлагаются приемы ускорения многократного поиска кратчайших путей на графах, когда порядок по-
рождаемых деревьев путей существенно меньше порядка графа. Однократная инициализация переменных
состояния и выделение предопределенных решений снижает сложность поиска путей до линейной зави-
симости от объема сканируемого пространства.

I. Постановка задачи

Известно, что при поиске кратчайших пу-
тей на нагруженном ориентированном графе
G(N,A), где N – множество вершин, A – множе-
ство дуг c весовой функцией W : A→ R+ время
построения дерева путей одним из лучших для
подобной задачи алгоритмом Дийкстры растет в
первом приближении по закону x log2 x с увели-
чением расстояния x от корня дерева.

Особенность алгоритма Дийкстры – одно-
кратный просмотр дуг формируемого дерева.
Это отражается появлением в асимптотиках вы-
числительной сложности различных реализаций
процедур поиска количества дуг. Например, ре-
ализация алгоритма Дийкстры с отображени-
ем очередей анализируемых вершин на кучи
Фибоначчи характеризуется сложностью O(m +
n log2 n) , где m = |A|, n = |N |. Отображение
очереди вершин на вектор размером n позволя-
ет снизить сложность до величины O(m + nL),
где L – максимальная длина дуги графа [1,2].
Однако построение дерева путей до вершины с
расстоянием x от корня дерева при этом требу-
ет в среднем x + nL операций. Значение nL со-
ответствует операциям инициализации перемен-
ных состояния, которые далее будет предложено
исключить.

II. Ревизия алгоритма Дийкстры

Известно, что вполне достаточным для ре-
ализации алгоритма Дийкстры представлением
разреженного нагруженного графа G(N,A) яв-
ляется структура смежности FSF (Forward Star
Form) [1]. В этом случае для каждой верши-
ны x эффективно представлено множество непо-
средственно достижимых смежных вершин x′ ,
x′ = {k|(w(x, k) ≥ 0)} , где w(x, k) – вес дуги
x → k, x, k ∈ N . Объем памяти для хранения
структуры смежности – O(m+ n).

Пространство состояний поиска решения
алгоритмом Дийкстры включает:

D – массив расстояний от корня дерева,
D = {Di, i ∈ N};

P – массив номеров предшествующих вер-
шин, P = {P (i), i ∈ N};

Q – очередь вершин, Q = {Qi, i ∈ N}, эле-
менты которой упорядочены по текущему значе-
нию расстояния от корня дерева [1,2].

Анализ алгоритма Дийкстры показывает,
что количество изменяющихся элементов про-
странства состояний поиска соответствует по-
рядку итерационно создаваемого дерева крат-
чайших путей. Однако этот факт при кодирова-
нии алгоритма обычно не учитывается, неявно
полагая степень исхода вершин графа соизмери-
мой со значением n− 1.

Процесс построения дерева кратчайших пу-
тей имеет волновой характер до исчерпания воз-
можности его развития из исходной вершины.
Алгоритм построения дерева с корнем в вершине
r для любых схем организации очереди вершин
имеет вид:

[H] Di ←∞, P (i) = i, i ∈ N ;

Dr ← 0, Q← {r};
Q 6= � i = Q1;Q← Q \ {i};
j ∈ i′ Dj > Di + w(i, j)

Dj <∞ Q← Q \ {j}; Dj ← Di + w(i, j);
P (j) = i;Q← Q ∪ {i};

На итерациях построения дерева последова-
тельно выполняются операции:
• выборка вершины из очереди вершин с ми-

нимальным расстоянием от корня дерева;
• развитие дерева из выбранной вершины,

когда для всех ее выходных дуг выполня-
ется процедура релаксации с включением
новых вершин в очередь.
Вершина графа может находиться в следу-

ющих последовательно фиксируемых состояни-
ях: не рассматривалась, рассматривается и рас-
смотрена. Признак состояния явно обычно не ис-
пользуется, а его отображение проводится неяв-
но на элементах D = {Di, i ∈ N}. Все верши-
ны графа перед построением дерева помечают-
ся парами начальных значений Di ← ∞, P (i) ←
i, i ∈ N . Принадлежность произвольной верши-
ны x ∈ N дереву путей на любом этапе его по-
строения определяется истинностью выражения
[Di =∞] ∧ [P (i) = i]. На практике именно вер-
шины дерева путей значимы для задач управ-
ления транспортом.
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Построенное дерево путей – связный граф
по определению. Если s – исходная вершина, а
t – лист дерева путей, s, t ∈ N , то после за-
вершения поиска кратчайший путь можно вос-
становить обратным движением из вершины t:
t, P (t), P (P (t)), . . . P (. . . P (P (t))), s.

Отображение состояния вершин на мно-
жествах D и P вынуждает каждый раз пе-
ред построением дерева устанавливать началь-
ные значения для всех элементов. Вычислитель-
ная сложность такой операции – O(n). Очевид-
но, что в случае построения кратчайших путей
на больших графах количество вершин дерева
может оказаться существенно меньше значения
n.

Учитывая последовательный характер из-
менения состояния вершин дерева в соответ-
ствии со значением расстояния от его корня, оче-
видна идея включения такой последовательно-
сти в качестве этапа построения множества де-
ревьев. Для ее реализации необходимо обеспе-
чить условие распознавания исходного состояния
вершин новых деревьев. Это легко достигается
дополнением признака состояния вершин дерева
номером такого дерева.

III. Новая схема поиска путей

Предлагаемая реализация обсуждаемой
идеи базируется на дополнении пространства со-
стояния глобальной переменной e с целью иден-
тификации вершин разных деревьев. Это позво-
ляет выполнить инициализацию массивов D и P
один раз:

[H] e← 0;
P (i)← e, i ∈ N ;
Модифицированная схема алгоритма

Дийкстры поиска дерева путей между верщи-
нами r и t имеет вид:

[H]
P (r)← r + e;Dr ← 0;
Q← {r};
Q 6= � i = Q1;Q← Q \ {i};
j ∈ i′ i = t goto finish (P (j) ≤ e)

Dj ← Di + w(i, j); P (j) = i + e;Q ← Q ∪ {i};
Dj > Di+w(i, j) Q← Q\{j}));Dj ← Di+w(i, j);
P (j) = i+ e; Q← Q ∪ {i};
finish: e = e+ n

Переменная e содержит начало интервала
номеров вершин очередного дерева. Построение
дерева приводит к изменению элементов массива
P , соответствующих подвергшимся анализу вер-

шинам графа. Предикат [P (j) ≤ e] определяет
множество не рассмотренных вершин и соответ-
ствует состоянию Dj = ∞, j ∈ N . Однако ис-
пользование такого предиката позволяет исклю-
чить повторную установку начального состояния
множеств P и D. Вычислительная сложность по-
строения дерева путей зависит лишь от количе-
ства фактически рассматриваемых дуг.

IV. Операции над очередями вершин

В момент достижения конечной вершины
при поиске дерева путей между верщинами r и
t в очереди вершин остаются фиксированными
все листья дерева. Перед построением нового де-
рева возникает необходимость очистки очереди,
что требует O(n) операций.

Идея однократной инициализации массивов
D и P может быть использована для отказа от
очистки очереди Q. Для этого достаточно опе-
рацию Q ← {r} в момент фиксации корня дере-
ва в вершине r выполнить с проверкой условия
(r ≤ e). Список элементов очереди не обязатель-
но проецировать на интервал 1, n, если порядок
дерева существенно меньше n.

Заключение

Таким образом,предложенный прием нуме-
рации запросов на поиск кратчайших путей поз-
воляет исключить холостые шаги инициализа-
ции переменных состояния поиска. В результате
вычислительная сложность задачи для наиболее
эффективных адресных схем организации очере-
дей линейно зависит от количества фактически
просмотренных дуг графа при построении дере-
ва кратчайших путей. Размер исходного графа
не влияет на количество шагов инициализации
переменных состояния перед построением оче-
редного дерева.
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