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                                                                  ВВЕДЕНИЕ 
 

Цель изучения математики в вузах – развитие логического и алгоритмиче-
ского мышления; обучение основным математическим методам, необходимым 
для анализа и моделирования устройств, процессов и явлений, а также для ре-
шения различных прикладных (инженерных и экологических) задач, приобще-
ние к самостоятельному изучению учебной литературы по математике и ее 
приложениям; овладение основными численными методами исследования и 
решения математических  задач.  

Учебные планы экономических специальностей вузов предусматривают 
выполнение девяти контрольных работ по курсу высшей математики. Объем и 
содержание этих работ определяются программами, утвержденными Учебно-
методическим управлением по высшему образованию Министерства образова-
ния  Республики Беларусь. 

Настоящее издание для студентов-заочников содержит методические ука-
зания и контрольные задания (десять вариантов) для восьми контрольных ра-
бот. 

Об изменениях учебных планов и методики изучения курса кафедра выс-
шей математики сообщает дополнительно. 

 
РЕКОМЕНДАЦИИ 

ПО ВЫПОЛНЕНИЮ И ОФОРМЛЕНИЮ КОНТРОЛЬНЫХ РАБОТ 
 

Перед выполнением контрольного задания следует изучить соответствую-
щие разделы курса по изданиям, которые рекомендуются ниже. В тексте каж-
дая позиция из списка литературы обозначается номером в квадратных  скоб-
ках, например [1] означает в нашем случае ссылку на учебник Д.В. Беклемише-
ва. В методических указаниях даются некоторые начальные теоретические све-
дения для решения задач из контрольных работ. При затруднении в освоении 
теоретического или практического материала  можно получить консультацию 
на кафедре высшей математики или в учебно-консультационных пунктах. 

Каждая контрольная работа должна быть сделана в отдельной тетради, на 
обложке которой  следует разборчиво написать свою фамилию, инициалы и ад-
рес, шифр, номер контрольной работы, название дисциплины и дату отправки 
работы в университет. 

Задачи контрольной работы выбираются из таблицы вариантов в соот-
ветствии с номером, который совпадает с последней цифрой учебного шифра 
студента. Решения задач необходимо проводить в последовательности, указан-
ной в таблице вариантов. При этом условие задачи должно быть полностью пе-
реписано. 

В зачтенной контрольной работе студент должен исправить отмеченные 
рецензентом ошибки и учесть его рекомендации и советы. Если же работа не 
зачтена, то ее выполняют еще раз и отправляют на повторную рецензию. За-
чтенные контрольные работы предъявляются преподавателю при сдаче зачета 
или экзамена. 
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Методические указания к контрольным работам 

Контрольная работа №1 
Элементы векторной алгебры, аналитической геометрии  

и линейной алгебры 
      Литература: [1, гл.1, §1-3; гл.2,3, §1-3; гл.5, §1-5; гл.6] ;   [2, гл. 1, §1-3];   [5, 
ч.1, §1.1-1.6, 1.10, 1.15-1.19];   [7, гл. 4, 7, 9]; [9, гл.3]; [12, ч.1]. 

Основные теоретические сведения 

      1. Базисом пространства R3 называется совокупность линейно независимых 
векторов, по которым можно разложить любой вектор этого пространства. Если 
векторы rqp  ,,  образуют базис, то любой вектор 3Ra  можно представить в 
виде 
                                       rqpa 

  .                                       (1) 
При этом числа  ,,  называются координатами вектора a  в базисе rqp  ,,  и 
определяются однозначно. Если известны координаты векторов rqp  ,,  и   в 
некотором базисе, то из (1) может быть получена система трёх уравнений с 
тремя неизвестными  ,, . Для нахождения  ,,  такая система может быть 
решена по правилу Крамера: 

 / ,  / ,  / , 
где определитель системы    имеет вид 

321

321

321

rrr
qqq
ppp

 , ),,( 321 pppp , ),,( 321 qqqq , ),,( 321 rrrr , 

а    ,,  - определители, полученные из основного определителя   заме-
ной 1, 2, 3-го столбца соответственно столбцом из координат вектора a . 

      2.1. Скалярным произведением двух векторов kajaiaa


321   и 

kbjbibb 321 


 называется число, определяемое равенством 

332211cos)( bababababa  
 , 

где   – угол между векторами aи b


. 

      2.2. Векторным произведением двух векторов aи b


 называется вектор c , 
который направлен перпендикулярно векторам aи b


 так, что векторы a , b


, c   

образуют правую тройку (рис. 1), и длина 
которого  равна                                                                 bac   

                        sinbac


    .                                           
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Геометрически c  равен площади S паралле-                             b  

лограмма, построенного на векторах  aи b


:                               a   
 

                        sinbaS


  .     Рис. 1 
      2.3. Смешанное произведение трех векторов 

kajaiaa


321  , kbjbibb 321 


, kcjcicc 321 
  есть число, обозначае-

мое ),,( cba  , и равное значению определителя, составленного из координат 
векторов  cba  ,, . 

                                        (a ,b

, c )=

321

321

321

ccc
bbb
aaa

. 

 
Модуль смешанного произведения равен объему параллелепипеда, построен-
ного на векторах a ,b


,c . 

      2.4. Общее уравнение плоскости  p  имеет  вид  Ax + By + Cz + D = 0, где  
),,( CBAn  – вектор,  нормальный                                ),,( CBAn  

(перпендикулярный) плоскости (рис.2). 
Угол   между двумя плоскостями с                                     . M1         p 

нормальными векторами ),,( 1111 CBAn  и                       . M0 
),,( 2222 CBAn  определяется по формуле                                 . M2 

                     .)(cos
21

21

nn
nn



                                             Рис. 2 

Уравнение плоскости, проходящей через три заданные точки M0 ),,( 000 zyx , 
M1 ),,( 111 zyx  и M2 ),,( 222 zyx , имеет вид 

0

02010

02010

02010






zzzzzz
yyyyyy
xxxxxx

. 

      2.5. Уравнение прямой в пространстве, проходящей через две заданные точ-
ки M0 ),,( 000 zyx  и M1 ),,( 111 zyx , имеет вид 

.
01

0

01

0

01

0

zz
zz

yy
yy

xx
xx










  

      3. Уравнение прямой на плоскости вида bkxy   называется уравнением с 
угловым коэффициентом k. Если две прямые перпендикулярны, то произведение 
их угловых коэффициентов равно –1, т.е. 121  kk . Уравнение прямой с угло-
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вым коэффициентом k, проходящей через точку M0 ),( 00 yx ,  имеет вид 

)( 00 xxkyy  . 

      4. Пусть L – некоторая линия, каждая точка M которой обладает следующим 
свойством: отношение расстояния 0MM  до данной точки M0 к расстоянию d  

от M до данной прямой Ax+By+C=0 равно числу , т.е. .0 
d

MM
 Число  на-

зывается эксцентриситетом линии L. Если <1, то множество точек L опре-
деляет эллипс: 

 .1/)(/)( 22
0

22
0  byyaxx  

Если 1 , то L – гипербола: .1/)(/)( 22
0

22
0  byyaxx  

Если =1, то L – парабола: .)( 2
0xxpy   

5. Система трех линейных уравнений с тремя неизвестными 321 ,, xxx  имеет 
вид 

                                      ,
,

,

3333232131

2323222121

1313212111













bxaxaxa
bxaxaxa
bxaxaxa

 

где ija  - коэффициенты системы;  ib  – свободные члены.  

Обозначим    

















333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

A , 

















3

2

1

b
b
b

B ,

















3

2

1

x
x
x

X . 

Если определитель матрицы A системы 0A , то система совместна и её ре-
шение может быть получено матричным способом по формуле 

BAX 1 , 
где A – матрица системы; 1A  – обратная матрица. 

В случае, когда определитель матрицы 0A , для исследования  совместности 

системы следует найти ранги Ar  матрицы A  и Ar~ расширенной матрицы A~ , где 

                                    

















3

2

1

333231

232221

131211~

b
b
b

aaa
aaa
aaa

A . 

Если система совместна, т.е. AA rr ~ , но это число меньше числа неизвестных (в 
данном случае aa rr ~ <3), то система имеет бесконечное множество решений, 
которые можно найти, например, методом Гаусса [4]. Он применим также и в 
случае, когда 0A . 
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      6. Вектор 0


x  называется собственным вектором некоторого линейного 
преобразования с матрицей A, если .xxA    При этом число   называется соб-
ственным значением матрицы A. 
        Для нахождения собственных векторов матрицы A находят сначала собст-
венные значения из уравнения 0 EA  . 

Координаты Txxxx 
),,( 321 , соответствующие собственному значению  , 

являются решением системы уравнений   

                                 












.0)(
,0)(
,0)(

333232131

323222121

313212111

xaxaxa
xaxaxa
xaxaxa





                 (2) 

Подставляя собственные значения в систему (2) и решая ее, находят соответст-
вующие собственные векторы (с точностью до постоянного множителя). 
 

Контрольная работа №2 

Введение в математический анализ  
Литература: [2, гл.1, §1-8; гл.2, §1-5];   [4, §5.3] ;   [5, §2.1-2.6];   [12, ч.1]. 

Основные теоретические сведения 
      1. Комплексным числом, записанным в алгебраической форме, называется 
выражение вида iyxz  , где x и y – действительная и мнимая части числа z 
соответственно, Ryx , . 

Если 111 iyxz  , 222 iyxz   – два комплексных числа, то арифметиче-
ские операции над ними выполняются по следующим правилам: 

.022
2

2
2

2112
2
2

2
2

2121

2

1

1221212121

212121

212121
















z,
yx

yxyx
i

yx

yyxx
z
z

);yxyi(x)yyx(xzz
);yi(y)x(xzz
);yi(y)x(xzz

 

Всякое комплексное число 0 iyxz  можно представить в тригонометри-
ческой форме )sin(cos  irz   или в показательной форме irez  , где 

22 yxr   – модуль комплексного числа z;   – аргумент числа z; 

.sin,cos
r
y

r
x

   
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     Тригонометрическую и показательную формы представления целесообразно 
применять при умножении и делении комплексных чисел, а также при возве-
дении в степень и извлечении корня. Пусть 

),sin(cos),sin(cos 22221111  irzirz      тогда 
)21(

2121212121 ))sin()(cos(   ierrirrzz ; 

;0,))sin()(cos( 2
)21(

2

1
2121

2

1

2

1   ze
r
r

i
r
r

z
z i   

;))sin()((cos 2121
 innnn erinrz   
nkinnn er

n
ki

n
krz /)2()2sin2(cos  





 ).1,...1,0(  nk  

2. В ряде случаев график функции y=F(x) можно получить преобразовани-
ем известного графика другой функции y=f(x). 

Функция y=F(x) Преобразование графика функции y=f(x) 
F(x)=f(x)+c Параллельный перенос вдоль оси ординат на c единиц 
F(x)=f(x-a) Параллельный перенос вдоль оси абсцисс на a единиц 
F(x)=-f(x) Зеркальное отражение относительно оси абсцисс  
F(x)=f(-x) Зеркальное отражение относительно оси ординат 
F(x)=k f(x) Умножение каждой ординаты на k («растяжение» в k 

раз вдоль оси ординат) 
F(x)=f(k x) Деление каждой абсциссы на k («сжатие» в k раз вдоль 

оси абсцисс) 
F(x)= )(xf  Отражение участков графика, лежащих ниже оси абс-

цисс, относительно этой оси 
F(x)=f( x ) Отражение участков графика, лежащих справа от оси 

ординат, относительно этой оси 
 
      3. Для выполнения задания № 3 необходимо знание следующих определе-
ний и правил: 

     а) число А называется пределом функции f(x) при ax  , если для любого  
>0 найдется такое  >0, что  Axf )(  при  ax0 . Обозначение 

Axf
ax




)(lim ; 

     б) функция f(x) называется бесконечно малой (бесконечно большой) при 

ax  , если );)(lim(0)(lim 


xfxf
axax

 

     в) две функции f(x) и g(x), бесконечно малые при ax  , называются эквива-

лентными, если  .1
)(
)(lim 

 xg
xf

ax
 Обозначение ;),(~)( axxgxf   

г) справедливы следующие основные правила вычисления пределов. Пусть  
- постоянная, f(x) и g(x) имеют пределы при ax   .Тогда 
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);(lim)(lim)1 xfxf
axax 

   

  );(lim)(lim)()(lim)2 xgxfxgxf
axaxax 

  

);(lim)(lim)()(lim)3 xgxfxgxf
axaxax 

  

;0)(lim,
)(lim

)(lim

)(
)(lim)4 







xg

xg

xf

xg
xf

ax
ax

ax
ax

 

если axприxgxg )(~)( 1 , то 

                                      
.

)(
)(lim

)(
)(lim)6

);()(lim)()(lim)5

1

1

xg
xf

xg
xf

xgxfxgxf

axax

axax









 

     д) вычисление пределов может привести к неопределенностям вида ,,
0
0


  

00 ,0,1,,0   . Элементарными приемами раскрытия неопределенностей 
являются: 

1) сокращение на множитель, создающий неопределенность ; 

2) деление числителя и знаменателя на старшую степень аргумента (для         

отношения многочленов при x ); 

3) применение эквивалентных бесконечно малых функций; 

4)  использование замечательных пределов 

.))(1(lim;1
)(

)(sinlim )(

)(
0)(

)(
0)(

Kx
K

ax
x

ax
x

ex
x

x













  

      4. Функция называется непрерывной в точке x=a, если функция определена 
в этой точке и ее окрестности и ).()(lim afxf

ax



 

      Функция f(x) называется непрерывной в точке x=a  справа (слева), если су-
ществует правый (левый ) предел функции, равный значению функции в этой 
точке. Обозначения: )0()(lim

0



afxf

ax
 (правый предел), 

)0()(lim
0




afxf
ax

  (левый предел). Если функция непрерывна в точке a сле-

ва и справа, то она непрерывна в этой точке. 
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      Точка x=a является точкой разрыва функции f(x), если в этой точке функ-
ция не является непрерывной, т.е. функция в ней либо не определена 

(например,  0    точкев,1)(  x
x

xf ), 

либо предел функции не равен значению функции в этой точке 

(например, 









0,2

,0,sin
)(

x

x
x

x
xf   в точке  0   x ). 

Точка x=a называется точкой уcтранимого разрыва, если 
).()(lim afAxf

ax



 

Точка x=a называется точкой разрыва первого рода, если правый и левый 
пределы функции в этой точке конечны, но не равны друг другу: 

AxfB
axax


 00

lim)(lim . 

Точка x=a называется точкой разрыва второго рода, если хотя бы один из 
пределов (правый или левый) не существует или равен бесконечности. 

 

Контрольная работа №3 
Дифференциальное исчисление функции одной  

 и нескольких  переменных 
      Литература:  [2, гл. 1-4, гл.8];   [3, гл. 9 -11];   [4, гл. 3];   [5, ч.I,  §3.1-3.7; ч.2, 
гл.6];  [11, гл.3,4,7];   [12, ч.II]. 

Основные теоретические сведения 
      1. Производной функции f(x) в точке x0 называется число, обозначаемое 

)(' 0xf , равное пределу разностного отношения 
0

0 )()(
xx

xfxf



 при 0xx  , т.е.  

;lim
)()(

lim)('
00

0

0
0 x

y
xx

xfxf
xf

xxx 









    где ),()( 0xfxfy   .0xxx   

Для решения задач по дифференциальному исчислению функции одной пе-
ременной нужно знать: 

   а) таблицу производных; 
   б) правила дифференцирования функций: 
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;0)(,
)(

)()()()('

)(
)(

);()()()()]()([

);()()]()([

);()]([

2

'

'

'

'

''

''

''



















xg
xg

xgxfxgxf
xg
xf

xgxfxgxfxgxf

xgxfxgxf

xfxf 

 

     

     );()(ln)()()()(
'

)( ')(1)()( ' xgxfxfxfxfxgxf xgxgxg  
 

     в) правила дифференцирования сложной функции )([ xfy  : 

)('' xfy   ; 

   обратной функции ;
)(

1:)(1
xf

xyfx y 
   

  функции, заданной неявно уравнением F(x,y)=0. 
      В последнем случае надо продифференцировать равенство F(x,y)=0 по x, 
считая y функцией от x, а затем из полученного соотношения  выразить y ; 

     г) производные высших порядков. 
      2. Формула Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа имеет вид 

),()(
!

)(
...)(

!2
)(

)(
!1

)(
)()( 0

0
)(

2
0

0
0

0
0

'''
xRxx

n
xf

xx
xf

xx
xf

xfxf n
n

n

  

где xcxxx
n

cfxR n
n

n 


 


0
1

0

)1(

,)(
)!1(

)()(  или .0xcx   

При x0=0  эта формула называется формулой Маклорена. Следует знать разло-

жения основных элементарных функций по формуле Маклорена. Так, 

);(
!

...
!2

1
2

xR
n
xxxe n

n
x   

);(
)!12(

)1(...
!3

sin 12

123
xR

n
xxxx n

nn









  

);(
)!2(

)1(...
!2

1cos 2

22
xR

n
xxx n

nn



  

);()1(...
2

)1ln(
12

xR
n

xxxx n

nn






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).(
!

)1)...(1(...1)1( xRx
n

nxx n
n 





  

Если задана погрешность   вычисления приближенного значения, то из усло-
вия )(xRn   можно найти число n членов разложения функции по формуле 
Тейлора. Пример с подробным описанием можно найти в [4]. 

3. Общая схема исследования функции и построения ее графика: 
   а) найти область определения функции; 

   б) исследовать функцию на периодичность, четность или нечетность; 

   в) исследовать функцию на монотонность и экстремумы с помощью 

первой производной; 

   г) найти промежутки выпуклости и точки перегиба с помощью второй 

производной; 

   д) выяснить существование асимптот графика функции; 

   е) по полученным результатам построить график функции. 

4. Если в некоторой окрестности точки x0 для функции )(xf  выполняется 
неравенство f(x)<f(x0) (f(x)>f(x0)), то точка x0 называется точкой экстрему-
ма (точкой максимума или точкой минимума) этой функции. Необходимое ус-
ловие экстремума: если x0 – точка экстремума, то либо 0)(' 0 xf , либо )0(' xf  
не существует. Достаточное условие экстремума: если первая производная при 
переходе через точку x0, в которой функция непрерывна, меняет знак, то x0 - 

точка экстремума, причем x0 – точка максимума, если знак )(' xf  меняется с 
"+" на "–" (при переходе через точку  x0 слева направо),  x0 – точка минимума в 
противном случае. 
      В задачах 131-140 следует выразить искомую величину как функцию неко-
торой переменной и исследовать полученную функцию на экстремум. 

5. Частной производной первого порядка функции нескольких переменных 
(ф.н.п.) z=f (x,y) по аргументу x называется предел: 

x
f

x
yxfyxxf x

xx 






 00

lim),(),(lim . 

Обозначение 
x
zz x 
 , . 
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Аналогично определяется частная производная по аргументу y: '
yz  или 

dy
dz . 

Отыскание частных производных 
x
z

  или 

dy
dz  сводится к дифференцирова-

нию функции z=f(x,y) по одной из переменных x или y, при этом другая пере-
менная не меняется, т.е. постоянна. Функция двух переменных z=f(x,y) имеет 

две частные производные первого порядка: .,
y
z

x
z





  Частных производных вто-

рого порядка у нее уже четыре: .,;,
22

2

2

2

2

xy
z

yx
z

y
z

x
z











  Последние две называют-

ся смешанными производными. При определенных условиях выполняется ра-

венство .
22

xy
z

yx
z







  

 6. Часто в приближенных вычислениях используется формула dzz  , где 
z  - приращение функции в точке А(x0,y0), dz - дифференциал функции в дан-

ной точке: 

.),(),(

),,(),(

0000

0000

yyx
y
fxyx

x
fdz

yxfyyxxfz












 

Поэтому приближенная формула  для вычисления  значения функции в точке 
В(x1,y1) имеет вид 

).)(,())(,(),(),( 010001000011 yyyx
y
fxxyx

x
fyxfyxf 








  

Если задана функция z=f(x,y), то вектор-градиент функции z определяется 

формулой .j
y
zi

x
zgradz











 

Если вектор ),( 21 aaa  имеет направляющие косинусы ,cos 1

a

a
  

,cos 2

a

a
  то производная от функции z=f(x,y) в точке А(x0,y0) по направлению 

вектора выражается формулой .cos),(cos),( 0000  yx
y
zyx

x
z

a
z










  

7. Уравнение касательной плоскости к поверхности z=f(x,y) в точке 
),,( 000 zyxM : 

).)(,())(,( 0000000 yyyxfxxyxfzz yx   

      8. При решении задач на нахождение наибольшего и наименьшего значе-
ний ф.н.п. необходимо помнить, что если ф.н.п. дифференцируема в ограни-
ченной замкнутой области, то она достигает своего наибольшего и наимень-
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шего значений или в стационарной точке (точке, где все частные произ-водные 
обращаются в ноль), или на границе области. Поэтому при решении таких задач  
используется следующая схема: 

а) находят стационарные точки, т.е. решают систему уравнений 0xz , 
0yz  (причем эти точки должны принадлежать рассматриваемой области) и 

вычисляют значения функции в найденных точках; 
б) исследуют поведение функции на границе области, задача в этом случае 

сводится к отысканию наибольшего и наименьшего значений функции одной 
переменной на некотором отрезке; 

в) сравнивая все полученные значения функции, отбирают наибольшее и 
наименьшее значения. Подробное решение см. в работе [12]. 
      9. Метод наименьших квадратов часто применяется при построении эмпи-
рических формул. 

Подробнее см. [2, гл.8,§19];   [12, ч.2]. 
 

Контрольная работа №4 
Неопределенный и определенный интегралы 

      Литература: [2, гл. X, XI];   [3, гл. XII]; [5, ч.II, гл. V];   [11, гл. V]. 

Основные теоретические сведения 
      1. Неопределенным интегралом от функции f(x) называется выражение 

CxFdxxf  )()( ,         где )()( xfxF  . 
Функция F(x) называется первообразной для данной функции f(x). 
      При интегрировании наиболее часто используются следующие методы и 
свойства: 

     а) свойство линейности: 

  ;)()()()(   dxxgdxxfdxxgxf   
     б) подведение под знак интеграла: 

);()(..,)())(()())(( '' xddxxктxdxfdxxxf     

     в) формула интегрирования по частям : 

.  vduvuudv  
 К классам функций, интегрируемых по частям, относятся функции вида 

,)( axbxP   ,arcsin)(,ln)(,cos)(,sin)( xxPxxPaxxPaxxP    P(x) arctg x,  где 
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P(x) – многочлен от x. В первых трех случаях за u принимается функция P(x), в 
последних трех – ln x,  arcsin x,  arctg x; 

   г) интегрирование рациональных дробей, т.е. отношения двух много-

членов )(
)(
)(

xR
xQ
xP

k

n  , сводится к разложению подынтегральной функции R(x) 

на элементарные, всегда интегрируемые дроби вида  

,
)(

,
)( 2 lm qpxx

NMx
ax

A





 

где m,lN, а qpxx 2  не имеет действительных корней. В случае неправиль-
ной дроби (nk) предварительно выделяется целая часть (многочлен); 
     д) интегрирование методом замены переменной (подстановки) за-ключается в 
переходе от старой переменной x к новой переменной t: )(tx  . Наиболее целе-
сообразная для данного интеграла замена переменной, т.е. выбор )(tx  , не 
всегда очевидна. Подробно о подстановках см.[8, гл.IV]. 
      2. Формула Ньютона – Лейбница для вычисления определенного интеграла 
имеет вид  

),()()()( aFbFxFdxxf b
a

b

a

  

где )(xF  – некоторая первообразная непрерывной на отрезке [a,b] функции f(x).  

      3. Не всегда удается вычислить определенный интеграл с помощью форму-
лы Ньютона – Лейбница, поэтому часто значение интеграла находится прибли-
женно, например, с помощью формулы Симпсона: 

)],...(2)...(4)[(
3

)( 2421310   nnn yyyyyyyyhdxxf
b

a
 

где n – четное число; .
n

abh 
  

Подробнее см. [2, гл. XI, §8];   [6, §2,3]. 
      4. Определенный интеграл применяется при решении различных геометри-
ческих задач. Вот некоторые из них: 

   а) площадь криволинейной трапеции, ограниченной графиком кривой 

y=f(x),  прямыми x=a и x=b и осью Ox, вычисляется по формуле 
b

a
xfS )( ; 

   б) длина дуги кривой y=f(x), ,bxa   выражается по формуле 

.)]([1 2' 
b

a
dxxfl  

Если кривая задана параметрически: ,),(),(   ttytx  то 
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.)]([)]([ 2'2' 



 dtttl  

Длина дуги, заданной в полярных координатах функцией   ),( , 

вычисляется по формуле 

;)]([)( 2'2 



 dl  

   в) объем xV  тела, полученного вращением вокруг оси Ox криволинейной 

трапеции y=f(x), x=a, x=b, вычисляется по формуле .))(( 2
b

a
dxxfVx   

Контрольная работа №5 
Несобственные интегралы. Кратные интегралы  

      Литература: [3, §12.10, 12.11];   [5, ч.IV, гл.11, §1.1];   [6, гл.II,  §2.6; гл.VI, 
§6.1-6. 2];   [11,  гл.V, § 4]. 
 

Основные теоретические сведения 
      1. Если промежуток интегрирования не ограничен (например b= ) или 
функция f(x) не ограничена в окрестности одного из пределов интегрирования 
(например, при x=b), то, по определению, полагают 







b

aba
dxxfdxxf )(lim)(  

                      и                        .)(lim)(
0










b

a

b

a
dxxfdxxf  

Интегралы слева называются несобственными интегралами. Несобственный 
интеграл называется сходящимся, если существует конечный предел правой 
части. Если указанный предел не существует, то несобственный интеграл назы-
вается расходящимся. 
 

2. Вычисление двойного интеграла 
D

dxdyyxf ),(  сводится к вычислению Би
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повторного интеграла. 
   Если область интегрирования D ограничена 
кривыми ),(1 xy   ),(2 xy   x=a, x=b, при-
чем на отрезке [a,b] )(1 x  и )(2 x  непрерыв-
ны и при этом )(1 x  )(2 x  (рис.3), тогда 

 
D

x

x

b

a
dyyxfdxdxdyyxf

)(2

)(1

.),(),(



 

Интеграл справа называется повторным. 
Отметим, что если одна из кривых, например )(1 xy   в промежутке 

bxa  , задается различными аналитическими выражениями 









,),(
,),(

)(
12

11
1 bxcx

cxax
x




  

то    
D

x

x

b

c

x

x

c

a
dyyxfdxdyyxfdxdxdyyxf

)(2

)(12

)(2

)(11

.),(),(),(







 

При вычислении повторного интеграла сначала вычисляется внутренний 
интеграл по переменной y (x – параметр), а полученная в результате функция 
интегрируется по x. 
     Аналогично, если область D ограничена кривыми ),(1 yx   ),(2 yx   y=c, 
y=d, причем всюду на [c,d] функции )(1 y  и )(2 y  непрерывны и 

)(1 y  )(2 y , то 

 
D

y

y

d

c
dxyxfdydxdyyxf

)(2

)(1

.),(),(



 

Пример. Изменить порядок интегрирования в повторном интеграле 

.),(
1

21

1

0





y

y

dxyxfdy  

Построим область интегрирования D, которая ограничена кривыми y=0, y=1, 
21 yx  , x = 1 – y  (рис. 4). 

                          y                               Уравнение 21 yx   определяет левую 

  122  yx      1                               полуокружность окружности с уравнением 
x+y=1                 122  yx . Таким образом, область  D ог- 

                 D                                       раничена сверху кривой  

        -1          0              1     x                     









,10,1
,01,1)(

2

2
xx
xxx  

                  4 Рис.                                    а снизу – прямой y=0. Поэтому имеем 

  .),(),(),(
1

0

1

0

21

0

0

1

1

21

1

0










xxy

y

dyyxfdxdyyxfdxdxyxfdy  
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      3. Объем V некоторого пространственного тела T вычисляется с помощью 
тройного интеграла:  
                                              .

T

dxdydzV  

В свою очередь, вычисление тройного интеграла сводится к вычислению по-
вторного (трехкратного) интеграла 

    ,),,(),,(),,(
),(2

),(1

)(2

)(1

),(2

),(1
 

yxz

yxz

x

x

b

a

yxz

yxzxyDT
dzzyxfdydxdzzyxfdxdydxdydzzyxf




 

где xyD  – проекция тела T на плоскость x0y, z=z1(x,y) и z=z2(x,y) – уравнения 
поверхностей, ограничивающих тело T в направлении оси 0z снизу и сверху со-
ответственно. 
 

Контрольная работа №6 
Дифференциальные уравнения  

     Литература: [2, гл.XIII];   [3, гл.XIII];   [5, ч.III, гл.8];   [6, гл.III]. 
Основные теоретические сведения 

      1. Общим решением дифференциального уравнения первого порядка 
0),,( yyxF  называется дифференцируемая функция ),( Cxy  , которая при 

любом значении произвольной постоянной С является решением данного урав-
нения. Решения, получающиеся из общего решения ),( Cxy   при определен-
ном значении произвольной постоянной C, называются частными решениями. 
Задача нахождения частного решения, удовлетворяющего начальным условиям 
y=y0 при x=x0, называется задачей Коши. 
     А. Уравнение вида 

0)()()()( 2211  dyyNxMdxyNxM  
называется дифференциальным уравнением с разделяющимися переменными. 
Разделив обе части уравнения на ,0)()( 12  yNxM  получим общий интеграл 
уравнения  

.0
)(
)(

)(
)(

1

2

2

1   dy
yN
yNdx

xM
xM  

     Б. Уравнение вида ),( yxfy   называется однородным уравнением, если f(tx, 
ty)=f(x,y) при любом Rt . С помощью подстановки u=y/x   y=ux, u=u(x) 
уравнение приводится к уравнению с разделяющимися переменными. 
     В. Уравнение вида  
                                                )()( xqyxpy                                             (3)  
называется линейным. 
     Если q(x)=0, то оно называется однородным линейным  и его решение мо-
жет быть получено путем разделения переменных. Если q(x) 0, то уравнение 
называется линейным неоднородным; его общее решение получается из общего 
решения соответствующего линейного однородного уравнения с помощью ва-
риаций произвольной постоянной интегрирования С. Данное уравнение можно 
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также решить с помощью подстановки )()( xvxuy  , где u(x) и v(x) - две новые 
неизвестные функции. 
      2. При решении дифференциального уравнения высшего порядка необхо-
димо помнить, что его общее решение или общий интеграл содержат столько 
произвольных постоянных, каков порядок уравнения. С помощью введения но-
вой функции в некоторых случаях можно понизить порядок уравнения. В част-
ности, таким образом уравнение второго порядка 0),,,(  yyyxF  можно све-
сти к уравнению первого порядка, метод решения которого известен. 
      3. Линейное дифференциальное уравнение второго порядка с постоянными 
коэффициентами имеет вид 
                                                ),(xfqyypy                                         (4)      
где p, q – заданные числа.  

Задача нахождения решения данного уравнения, удовлетворяющего  усло-
виям y(x0)=y0, 00 )( yxy  ,  называется задачей Коши. 
     Если f(x)=0, то уравнение (4) называется линейным однородным уравнением. 
Для его решения следует составить и решить характеристическое уравнение  
                                               .02  qp                                                (5) 
      Рассмотрим три возможных случая, отражающие характер корней уравне-
ния (5): 
     а) если корни характеристического уравнения 21,  различны и действи-
тельны, то общее решение однородного уравнения имеет вид 

;2
2

1
1

xx
одн eCeСy    

     б) если корни 21   , совпадают, то );( 21
1 xCCey x

одн    
     в) если корни 1  и 2  комплексные, т.е. ,2,1 i   то 

).sincos( 21 xCxCey x
одн    

     Решение линейного неоднородного уравнения (4) основывается на следую-
щей теореме. 
     Теорема. Если )(xy  - некоторое частное решение неоднородного уравнения 
(4), а )(xyодн  - общее решение соответствующего однородного уравнения, то 
общее решение уравнения (4) имеет вид .однy y y    
    Правила для нахождения частного решения y  неоднородного уравнения (4) 
следующие: 
     а) пусть ).()( 21

2
0 bxbxbexf x    

Если   не является корнем уравнения (5), то частное решение ищется в виде  
).( 21

2
0 AxAxAey x    

Если   - k-кратный корень (5), то в виде 
                      )( 21

2
0 AxAxAexy xk    (k=1 или 2); 

     б) пусть ).sincos()( 21 xBxBexf x    
Если i   не является корнем (3), то  

).sincos( xNxMey x    
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Если i  - корень уравнения (6), то  
).sincos( xNxMxey x    

Здесь числа A0, A1, A2, B0, B1, B2, M, N находятся в результате подстановки част-
ных решений в исходное уравнение и приравнивания коэффициентов при оди-
наковых степенях х. 
      4. Пусть дана система двух линейных дифференциальных уравнений с по-
стоянными коэффициентами  

                                             












.

,

2221

1211

yaxa
dt
dy

yaxa
dt
dx

                                         (6) 

В матричном виде систему (6) можно записать в виде одного матричного диф-
ференциального уравнения  

,AX
dt
dX

       

 где       ,
2221

1211










aa
aa

A  ,









y
x

X  .'

'











y
x

dt
dX  

Будем искать частное решение системы в виде ,, 21
teyex t     где  ,21,  

- константы. Подставляя это решение в систему (6), получим систему уравне-
ний для определения 1  и 2 : 








.0)(
,0)(

222121

212111




aa
aa

 

Таким образом, задача нахождения чисел 1  и 2  сводится к задаче нахож-

дения координат собственных векторов матрицы A. Пусть ),( 21111 p  и 
),( 22122 p  - собственные векторы матрицы A. Тогда общее решение системы 

(4) имеет вид 
1 2

1 2

1 11 2 12

1 21 2 22

,

,

t t

t t

x C e C e

y C e C e

 

 

 

 

  


 
 

где 21,  - корни характеристического уравнения.  

.00)det(
2221

1211 









aa

aa
EA  

В матричном виде tt eCeCX 2

22

12
2

1

21

11
1


























 . 

      5. Приступая к решению задачи с физическим содержанием, нужно опре-
делить, какую переменную удобнее взять в качестве искомой функции. Далее, 
используя физические законы, составить для ее нахождения дифференциальное 
уравнение и решить его. 
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Контрольная работа №7 
Ряды 

     Литература: [2, гл.16,17];   [3, гл.14];   [5, ч.3, гл.9-10];   [12, ч.3]. 
 

Основные теоретические сведения 
      1. Числовой ряд  

                                       





1
21 ......

n
nn aaaa                               (7) 

называется сходящимся, если существует предел его частичных сумм 



n

k
kn aS

1
. 

Число nn
SS


 lim  называется суммой ряда. Если же предел частичных сумм не 

существует или равен бесконечности, то ряд называется расходящимся. 
     Необходимый признак сходимости: если ряд (7) сходится, то 0lim 


na

n
. 

     Достаточные признаки сходимости рядов с положительными членами  
)0( na  содержатся в следующих теоремах. 

     Признаки сравнения  
I. Если для любого натурального  n выполняются неравенства nban 0 ,  

то из сходимости ряда na
n



1
  следует сходимость ряда nb

n



1
, а из расходимо-

сти ряда na
n



1
 следует расходимость ряда  nb

n



1
.  

II.  Если 0lim 


l
b
a

n

n
n

 (здесь 0,0  nban ), то ряды na
n



1
  и  nb

n



1
 

сходятся или расходятся одновременно. 
В качестве эталонных рядов для сравнения обычно используют две серии 

рядов: 

        ряды 


1

1

n n
, сходящиеся при  >1 и расходящиеся при 1 ; 

        ряды 






1

1

n

nq , сходящиеся при 10  q  и расходящиеся при .1q  

     Признаки сходимости Даламбера и Коши: если существует предел 

)lim(,lim 1 qaq
a

a n
nnn

n
n







, 

то ряд 


1n
na сходится при q<1 и расходится при q>1. При q=1 вопрос о сходи-

мости ряда требует дополнительного исследования. 
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     Интегральный признак сходимости: для исследования сходимости ряда 

0,
1





n

n
n aa  рассмотрим интеграл 



1

)( dxxf , где )(xf  неотрицательна,  не-

прерывна и монотонно убывает для ),,1[ x  f(n)=an, Nn . Тогда ряд 


1n
na и 

интеграл 


1

)( dxxf  одновременно сходятся или расходятся.  

Ряд 


1n
na  с членами, имеющими разные знаки, называется абсолютно сходя-

щимся, если сходится ряд 


1n
na . Если же ряд 



1n
na  сходится, а 



1n
na  расхо-

дится, то ряд 


1n
na называется условно сходящимся. Для исследования сходи-

мости знакочередующихся рядов применяется признак Лейбница. 
      2. Ряд вида 

               n

n
n

n
n xxc...)(x-xcxxcc )(...)( 0

0
0010  




            (8) 

называется степенным рядом. Число R называется радиусом сходимости ряда 
(2), если при Rxx  0  ряд (8) сходится, а при Rxx  0  расходится. При 

Rxx  0  ряд (8) может как сходиться, так и расходиться. Радиус сходимости  
может быть найден по формулам 

1
lim




n

n
n c

c
R   или .

lim
1
n

nn
c

R



  

      3. Используя известные разложения основных элементарных функций в ряд 
Тейлора, можно разложить подынтегральную функцию в ряд и почленно про-
интегрировать (внутри интервала сходимости). Для приближенного вычисления 
интеграла с точностью   берется сумма n первых членов про-интегрированного 
ряда, где число n определяется исходя из оценки остатка ряда. Если получен-
ный ряд является знакочередующимся, то по теореме Лейбница остаток ряда не 
превосходит первого отброшенного члена ряда, взятого по абсолютной величи-
не. 
      4. Пусть требуется представить в виде ряда решение дифференциального 
уравнения ),,( yxy   удовлетворяющее начальному условию y(0)=y0. Пред-
положим, что решение y=f(x) уравнения существует и представимо в виде ряда 
Тейлора: 

...
!2

)0(
!1

)0()0()( 2
'''

 xfxffxfy   . 
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Входящие в этот ряд значения ),...0(),...,0(),0(),0( )(''' nffff  можно найти из 

исходного уравнения и начального условия. Так, f(0)=y0, ).,0()0( 0
' yf   Далее, 

дифференцируя уравнение по x, получаем ),(),(),( xyyxyxy yx    откуда 

находим ).0()0( ''fy   Дифференцируя соотношение для y   еще раз, найдем 

)0()0( '''fy   и т.д. 

      5. Рядом Фурье периодической функции f(x), lxl   называется ряд вида  

,sincos
2

)(
1

0

l
nxb

l
nxaaxf n

n
n


 





 

где  





l

l
n dx

l
nxxf

l
a ,cos)(1   n=0,1,2,…  ; 





l

l
n dx

l
nxxf

l
b ,sin)(1   n=1,2,…   . 

Для разложения в ряд Фурье четных, нечетных функций, а также непериоди-
ческих функций см. [2, гл.XVII, §3-4]. 
 

Контрольная работа №8 
Задачи с  экономическим содержанием  

 
Литература:[3,гл 3, §3,10; гл.4, §4.4; гл.10, §10.4-10.5; гл.11, §11.3; гл.12, §12.8]. 

 
Основные  теоретические  сведения 

 
      1. В математической экономике большую роль играют так называемые про-
дуктивные матрицы. Доказано, что неотрицательная квадратичная матрица яв-
ляется продуктивной тогда и только тогда, когда все её собственные значения 
по модулю меньше 1 (первый критерий продуктивности). Неотрицательная 
квадратичная матрица А является продуктивной тогда и только тогда, когда для 
матрицы Е–А существует обратная неотрицательная матрица (второй критерий 
продуктивности). 
 
      2. Чтобы интерпретировать математически закономерности реальных явле-
ний (в том числе и в экономике), формируют соответствующие им математиче-
ские модели. Широкое распространение в экономических исследованиях полу-
чили линейные модели. Они во многих случаях с достаточно высокой точно-
стью соответствуют описываемым явлениям. Почти все линейные модели сво-
дятся к системам алгебраических уравнений или неравенств. Приведем пример 
составления линейной математической модели для конкретной экономической 
задачи. 

Задача.  Три судна доставили в порт 6000 т чугуна, 4000 т железной руды и 
3000 т апатитов. Установлены следующие условия разгрузки. Разгрузку можно 
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осуществлять либо сразу в железнодорожные вагоны (общая вместимость ко-
торых 8000 т), либо в портовые склады. Вагоны должны быть загружены пол-
ностью. Известно также, что поданные в порт вагоны не приспособлены для 
перевозки апатитов. Стоимость выгрузки в вагоны 1 т груза каждого вида со-
ставляет соответственно 4,3; 5,25 и 2,2 ден.ед., стоимость отправки 1 т груза на 
склад составляет соответственно 7,8; 6,4 и 3,75 ден.ед. Составить математиче-
скую модель условий полной разгрузки судов, при  затратах на разгрузки 58850 
ден.ед.  

Решение. В соответствии с условиями задачи прибывший груз можно либо 
отправить в портовые склады, либо загрузить в железнодорожные вагоны.  

Обозначим:  
x1 и x2   (y1 и y2  / z1 и z2) ― количество чугуна (руды / апатитов), разгружаемых 
соответственно на склады и в вагоны.  

Запишем условия полной разгрузки каждого вида груза:     
x1 + x2 = 6000;     (9) 

y1 + y2 = 4000;     (10) 
z1 +  0 = 3000;     (11) 

где z2 = 0, так как по условию задачи апатиты нельзя разгружать в вагоны. 
Условие полной загрузки всех поданных вагонов: 

x2 + y2 = 8000.      (12) 
И, наконец, условие, определяющее установленные затраты на разгрузку судов: 

4,3x2 + 5,25y2 + 7,8x1 + 6,4y1 + 3,25z1 = 58850.  (13) 
Итак, условия полной разгрузки судов выражаются системой линейных 

уравнений (9-13). 
Система (9-13) решается методом Гаусса. 

 
      3. Пусть y = f(x) ― дифференцируемая в точке x функция. Эластичностью 
функции  y = f(x) относительно переменной  x  называется 

)(
/
/lim '

0
xf

y
x

xx
yy

x





 . 

Обозначение эластичности функции y относительно переменной x – Ex(y). 
Величина  Ex(y) выражает приближенное процентное изменение функции y, со-
ответствующее приращению независимой переменной x на 1%. 

 

Аналогично для функции z = f(x,y), имеющей частные производные       
x
z

  

и 
y
z

 , вводятся понятия эластичности относительно независимых переменных  

x и y. Так, эластичностью  Ex(z) по переменной  x  называется 

Ex(z) = 
x
z

z
x



   , 
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а  эластичностью  Ey(z) по переменной  y 

Eу(z) = 
у
z

z
у



 . 

      4. Издержки производства K однородной продукции есть функция количе-
ства продукции, т. е. K = K(x). Пусть объём продукции меняется от a до b еди-
ниц. Тогда, если функция K(x) непрерывна на [a,b], то среднее значение издер-

жек можно вычислить по теореме о среднем значении интеграла   :dxxK
b

a
  

   dxxK
ab

cK
b

a



1

. 

 
Решая затем уравнение K(x) = K(c), можно указать объём продукции x>0, 

для которого издержки принимают среднее значение.  
Если непрерывная функция f(t) характеризует зависимость производитель-

ности труда от времени t, то объём продукции, произведённой за промежуток 
времени [t1, t2], будет выражаться формулой  


2

1

)(
t

t
dttfV . 

 
 

Условия контрольных работ 
Контрольная работа №1 

 Элементы векторной алгебры, аналитической геометрии  
и линейной алгебры  

   Задачи 1-10. Даны векторы a,b,c,d. Требуется: 
– вычислить скалярное произведение векторов из п. 1; 
– найти модуль векторного произведения векторов из п. 2; 
– проверить коллинеарность и ортогональность векторов из п. 3; 
– убедиться, что векторы a,b,c образуют базис; 
– найти координаты вектора d в этом базисе. 

        1. a=i-2j+3k, b=4i+7 j+2k, c=6i+4j+2k, d=14i+18j+6k; 
      1) 3a, 2c;    2) b, -4c;   3) a, c. 

        2. a=2i-j+11k, b=i+j, c= j+2k, d=2i+5j+3k; 
      1) 4b, 2c;    2) a, c;   3) b, -c.  

        3. a=2i+7 j+5k, b=i+k, c=i-2 j, d=3j+k; 
      1) 3a, -7b;   2) c, -2a; 3)   3b, c. 

        4. a=8i+2 j+3k, b=4 i+6j+10k, c=3i-2 j+k, d=7i+4j+11k; 
      1) 3a, 5c;   2) 2b, 4c;   3) b, -2a.  

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 

 

        5. a=3i+j+3k, b=2i+j, c=i+k, d=4i+2j+k; 
      1) -2b, c;   2) 3a, -5c;   3) b, c.  

        6. a=10i+3j+k, b=i+4 j+2k, c=3i+9j+2k, d=19i+30j+7k; 
      1) -7a, 4c;   2) 3a, 7b;   3) a, c.  

        7. a=2i+4 j+k, b=i+3j+6k, c=5i+3j+k, d=24 i+20j+6k; 
      1) 3a, -8c;   2) 3b, c;   3) b, c.  

        8. a=-i+7j-4k, b=-i+2 j+k, c=-3j+2k, d=2i+j-k; 
      1) 5b, 3c;   2) 7a, -4b;   3) c, a.  

        9. a=3i+j+8k, b=j+3k, c=i+2 j-k,  d=2i-k; 
      1) 3a, -2c;   2) 3b, c;   3) a, b.  

        10. a=4i+7j+8k, b=9 i+j+3k, c=2 i-4 j+k, d=i-13 j-13k; 
      1) -5a, 4b;   2) 8c, -3a;   3) c, b.  

       Задачи 11-20. Даны вершины A(x1, y1), B(x2, y2), C(x3, y3) треугольника ABC. 
Требуется найти: 

     1) уравнение стороны AB; 
 2) уравнение высоты CH и длину этой высоты; 
 3) уравнение медианы AM; 
 4) точку N пересечения медианы AM и CH; 
 5) уравнение прямой, параллельной стороне AB и проходящей через верши-

ну C; 
 6) внутренний угол при вершине A и внешний угол при вершине C. 

 11. A(-2,4), B(3,1), C(10,7).         12. A(-3,-2), B(14,4), C(6,8).  

 13. A(1,7), B(-3,-1), C(11,-3).      14. A(1,0), B(-1,4), C(9,5). 

 15. A(1,-2), B(7,1), C(3,7).          16. A(-2,-3), B(1,6), C(6,1).  

 17. A(-4,2), B(-6,6), C(6,2).         18. A(4,-3), B(7,3), C(1,10).  

 19. A(4,-4), B(8,2), C(3,8).          20. A(-3,-3), B(5,-7), C(7,7). 

Задачи 21-30. Даны четыре точки A1(x1,y1,z1), A2(x2,y2,z2), A3(x3,y3,z3), 

A4(x4,y4,z4). Требуется найти: 

   1) уравнение плоскости A1A2A3;  

   2) уравнение прямой, проходящей через точку A4, перпендикулярно плоско-

сти A1A2A3;   

   3) расстояние от точки A4 до плоскости A1A2A3; 

   4) синус угла между прямой A1A4 и плоскостью A1A2A3; 

   5) косинус угла между координатной плоскостью Oxy и плоскостью A1A2A3. 
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           21. A1(3,-1,2), A2(-1,0,1), A3(1,7,3), A4(8,5,8).  

           22. A1(3,5,4), A2(5,8,3), A3(1,2,-2), A4(-1,0,2).  

           23. A1(2,4,3), A2(1,1,5), A3(4,9,3), A4(3,6,7).  

           24. A1(0,7,1), A2(2,-1,5), A3(1,6,3), A4(3,-9,8).  

           25. A1(6,1,1), A2(4,6,6), A3(4,2,0), A4(1,2,6).  

           26. A1(7,5,3), A2(9,4,4), A3(4,5,7), A4(7,9,6).  

           27. A1(4,2,5), A2(0,7,1), A3(0,2,7), A4(1,5,0).  

           28. A1(1,-1,3), A2(6,5,8), A3(3,5,8), A4(8,4,1). 

           29. A1(1,-2,7), A2(4,2,10), A3(2,3,5), A4(5,3,7).  

           30. A1(2,3,5), A2(5,3,-7), A3(1,2,7), A4(4,2,0). 

Задачи 31-40. Даны две матрицы A и B. Требуется найти: 1) TBA 2 ;     2) 
A–1;   3) EA 32 1  , где E - единичная матрица третьего порядка. 

        31. 





















243
678
312

A ,                     




















121
453
212

B . 

        32. 














 


100
210
321

A ,                          




















354
013
582

B . 

        33. 




















101
112
112

A ,                         


















321
642

063
B .  

        34. 



















121
011
322

A ,                         



















231
720
103

B . 

        35. 

















121
201
213

A ,                           














 


173
112
210

B . 

        36. 




















111
123

112
A ,                        















 


035
213
123

B . 

        37. 






















221
413

432
A ,                     


















291
260
133

B . 
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        38. 

















230
494
371

A ,                          

















254
291
256

B . 

        39. 

















110
231
162

A ,                             






















323
504
234

B . 

        40. 

















812
713
301

A ,                             



















465
103
453

B .   

     Задачи 41-50. Проверить, совместна ли система уравнений, и в случае со-
вместности решить ее: 1) по формулам Крамера; 2) методом Гаусса; 3) с по-
мощью обратной матрицы (матричным методом).  

        41. 












.623
,132
,732

321

321

321

xxx
xxx
xxx

                42. 












.344
,42
,322

321

321

321

xxx
xxx

xxx
   

 

        43. 












.325
,642
,123

321

321

321

xxx
xxx

xxx
                44. 













.722
,113
,432

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

 

        45. 












.92
,6243
,12423

321

321

321

xxx
xxx
xxx

            46. 













.534
,2

,4638

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

 

        47. 












.12638
,2
,934

321

321

321

xxx
xxx

xxx
             48. 













.74
,3357
,12432

31

321

321

xx
xxx

xxx
 

 

        49. 












.35
,1243
,032

321

321

321

xxx
xxx

xxx
               50. 













.123
,032
,432

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

Задачи 51-60. Найти собственные значения и собственные векторы мат-
рицы A. 

     51. .
201

335
212





















A    52. .
212
044
010


















A      53. .

496
375
254





















A  
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     54. .
776
874
431





















A        55. .
133
153
131





















A     56. .
200
423
334



















A  

     57. .
001
010
100
















A         58. .

520
242

023


















A      59. .

284
014
013


















A  

     60. .
250
430
362
















A  

Контрольная работа №2 
 

Введение в математический анализ  
 

Задачи 61-70. Требуется: 1) выполнить действия над комплексными чис-
лами, записав результат в показательной форме; 2) найти все корни уравнения. 

61. 1) 7

9

)1(
)1(

i
i


 ;     2) 083 z .                   62. 1)  5122 i ;     2) 044 z .  

63. 1) 
20

1
31











i

i ;     2) 315 iz  .        64. 1) 
24

2
33 







 


i ;     2) 016 z . 

65. 1) 
 6

7

22

)2(

i

i


;   2) z4+8=8 3 i.    66. 1)    55 2121 ii  ;  2) z4-3z2+4=0. 

                         67. 1) 
558

4
3







  ii ;    2) z4-30z2+289=0. 

                         68. 1) 7

13

)1(
)1(
i
i


 ;    2) .0313  iz  

   69. 1) 
i

ii





1

)
12

sin
12

)(cos3( 

;    2) 0963  zz . 

                         70. 1) 
 

5

7
31

3
sin

3
cos

i

ii 





 



;     2) .4483  iz  

Задачи 71-80. Построить график функции y=F(x), используя преобразова-
ния графика известной функции f(x). 
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71. F(x)=
x

x 12  ,     f(x)=
x
1 .                  72. F(x)= )32sin(3 x ,     f(x)= xsin . 

73. F(x)= 22  xx ,     f(x)=x2.             74. F(x) ),13cos(2  x      f(x) xcos . 

75. F(x) x 3log 2 ,     f(x) x2log .      76. F(x)= 65 1 x ,     f(x) x5 . 

77. F(x)=
2

3
x
x ,     f(x)=

x
1 .                     78. F(x)= 56 2  xx ,     f(x)=x2. 

79. F(x)= 





  1

2
sin x ,    f(x)= xsin .      80. F(x)=

1

2
11











x
,     f(x)=

x








2
1 . 

     Задачи 81-90. Вычислить пределы функций, не пользуясь правилом Лопита-
ля. 

81. 1) 
1

1052lim 3

2

1 


 x
xx

x
;     2) 3

23

22
375lim

xx
xx

x 



;        3) 

xx
xx

x 


 42
12lim

2

3
; 

        4) 
x

xx
x 5

sin3sinlim
0




;      5) 
13

14
12lim













 x

x x
x ;          6) 

24

1
7lim













 x

x x
x . 

82. 1) 
34
23lim 2

3

1 


 xx
xx

x
;         2) 

7113
45lim 32

27




 xx
xxx

x
;      3) 

82
412lim 24 


 xx
xx

x
; 

        4) 20

2sin2lim
x

xxtg
x




;      5) 
x

x x
x 5

12
1lim 











;             6) 

x

x x
x 3

2
42lim










  . 

83. 1) 
8

123lim 3

2

2 


 x
xx

x
;          2) 42

4

23
41lim

xxx
xx

x 



;       3) 

416

24lim
2

2

0 


 x

x
x

;  

        4) 
xx

xx
x sin

3sin7sinlim
0




;       5) 
x

x x
x 5

10
56lim 











;           6) 

x

x x
x 3

2
1lim 












. 

84. 1) 
1

132lim 4

2

1 


 x
xx

x
;           2) 

52
3lim 2

6




 xx
xx

x
;          3) 

xx
x

x  11
3lim

0
;  

        4) 20 3
4cos2coslim

xarctg
xx

x




;      5) 
16

4
32lim













 x

x x
x ;          6) 

x

x x
x











 35
32lim . 

85. 1) 
64

472lim 3

2

4 


 x
xx

x
;        2) 3

2

41
957lim

xx
xx

x 



;       3) 

21
34lim

5 


 x
x

x
;  

        4) 2

3

0 3
4cos4coslim

xtg
xx

x




;   5) 
x

x x
x 3

54
1lim 











;           6) 

x

x x
x 2

14
14lim 











. 
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86. 1) 
1

2lim 23

3

1 


 xxx
xx

x
;       2) 

548
823lim 3

24




 xx
xx

x
;      3) 

22
312lim

4 


 x
x

x
;  

        4) 2

22

0 arcsin
2coscoslim

x
xx

x




;  5) 
x

x x
x 4

4
73lim 











;           6) 

x

x x
x 













42
12lim . 

87. 1) 
xx

xxx
x 73

524lim 2

23

0 



;     2) 

23
3lim 4

42




 xx
xxx

x
;         3) 

x
x

x 


 3
572lim

9
;  

        4) 
xx

x
x 7sinsin

7arcsinlim
0 

;        5) 
15

103
2lim













 x

x x
x ;       6) 

x

x x
x 













23
21lim . 

88. 1) 
125

30lim 3

2

5 


 x
xx

x
;          2) 

523
11102lim 4

2




 xx
xx

x
;    3) 

516
2lim

4 


 x
x

x
;  

         4) 
xx
x

x  20 2
5arcsinlim ;              5) 

x

x x
x 7

5
34lim 











;           6) 

x

x x
x 23

1
lim













. 

89.   1) 
18152

242lim 3

2

6 


 xx
xx

x
;    2) 2

2

721
1423lim

xx
xx

x 



;       3) 

32
23lim

7 


 x
x

x
;  

         4) 
xarctg
x

x 20 3
8cos1lim 


;             5) 

315

102
1lim













 x

x x
x ;      6) 

x

x x
x 4

21
2lim













. 

90. 1) 
1811
42lim 2

3

2 


 xx
xx

x
;       2) 

72
348lim 3

35




 xx
xx

x
;       3) 

8
314lim 32 


 x

x
x

; 

        4) 
arctgxtgx

xx
x 




22

0

sin3sinlim ;    5)
73

24
5lim













 x

x x
x ;         6) 

1

21
24lim













 x

x x
x . 

Задачи 91-100. Исследовать функцию f(x) на непрерывность и построить ее 
график. 

     91. f(x)=













.2,3
,20,)1(

,0,
2

xx
xx

xx

         92. f(x)=












.2,2
,20,0
,0,1

xx
x

xx
 

     93. f(x)=













.0,
,01,)1(

,1),1(2
3

xx
xx

xx

          94. f(x)=













.1,ln
,11,1

,1,0

xx
xx

x
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     95. f(x)=













.3,5
,31,1

,1,3

xx
xx

xx
               96. f(x)=













.2,0
,20,
,0,sin

x
xx
xx

 

     97. f(x)=













.2,3
,20,2

,0,1

xx
x

x
x                     98. f(x)=














.4/,2
,4/0,

,0,2




x
xtgx

xx
 

     99. f(x)=













.,3
,0,sin

,0,1




x
xx

xx
                100. f(x)=














.3,6
,31,)2(

,1,
2

xx
xx

xx

 

 

Контрольная работа №3 
 

Дифференциальное исчисление функций одной   
и нескольких переменных 

Задачи 101-110. Вычислить: 1-3) производную 
dx
dy ; 4) производные 

dx
dy  и 

2

2

dx
yd ; 5) 

3

3

dx
yd (x0) в данной точке x0; 6) производную n-го порядка для данной 

функции y(x). 

     101. 1) y=
 

;
3

2434 5
3 2




x
xx         2) y= ;32arccos xx   

             3) y=  xarctgx5cos ;                        4) y-4x= ye ;    
             5) y= )2ln( 2x , x0=0;                    6) y= x2 . 

     102. 1) 
 

;38
1

7 2
3 xx

x
y 


          2)  ;1ln5 24  xxxarctgy  

             3)   ;23
3arccos x

xy                     4) yyx 5sin3  ;    

             5) ,cos xey x      x0=0;                 6) 
5

1



x

y . 

     103. 1) 
 

;
4

4543 6
5 2




x
xxy         2) 33arcsin5

2
xy x   ; 

             3)    ;102ln sin xxy                     4) yctgxy  ; 

             5) xxy 2sin ,   x0= 4
 ;               6) 7 xy . 

     104. 1) 
 

;375
2

3 7 2
4 


 xx

x
y         2)   ;652log 3 xarctgxy   

             3)    ;47 53  xxctgy                  4) yxytg 63  ; 
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             5) 1,ln 0
4  xxxy ;                     6) xy 3cos . 

     105. 1)  
237

41 2
4 5




xx
xy ;        2) ;2 3cos xarctgey x    

             3)    ;75log 2
2

xctgxy                  4) ;sin22 yxy   
             5) xy 2cos ,     x0=

4 ;                 6) .10xy   

     106. 1)  
 

;
412

32 423
5 6




xx
xy  2) ;5arcsin4 63 xxctgy   

             3)    xtgxy 238lg  ;                    4)  4 2sin ;x y x   

             5) arctgxxy  ,     x0=1;              6) .
5


x

xy  

     107.  1) 
 

  ;1
134

3 5
22




 x
xx

y     2) ;3arccos2 3 2sin xy x   

              3)    
;32

83log5 


x
xtgy               4) ;7 ctgyxy   

              5) xxy ln4  ,     x0=1;                   6)  .15ln  xy  

     108. 1)  
 

;
431

28 102
3 4

xx
xy


    2)   ;415log 3

3 xarctgxy   

             3)   ;6arcsin 310  xtgxy                  4) yxy cos6  ; 
             5)  4ln 2  xy ,      x0=3;                6) xey 3 . 

     109. 1) 
 

  ;13
73

4 3 42
5 


 xx

x
y      2)  ;16lg23 5  xxarcctgy  

             3)    ;54cos 3arcsin xxy                  4) ;522 yxyx   
             5)   3sin xy , ;3

0 x              6)  .53ln  xy  

     110. 1)  
 

;
342

512 62
7 5




xx
xy    2)   ;arcsin27log 32

5 xxy    

             3)   ;7
23 


x

xtgy                             4) 3y-7=xy3; 

             5) ;12,2cos 0
 xxxy                6) .

3
4



x

y  

Задачи 111-120. Применяя формулу Тейлора с остаточным членом в форме 
Лагранжа, вычислить значение функции с точностью до 0,001. 

  111. 3 65 .      112.  503,3 .         113. 151cos .      114. 2,0e .           115. 29sin . 
  116. 7 130 .    117. )2,0ln( 2 e . 118. 5,1)01,4( .       119. .93sin        120. 01,2e . 

Задачи 121-130. Провести полное исследование данной функции и постро-
ить ее график. 
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          121. .
22 xxey            122.   .

2
12 2





x
xy            123. .ln 2 xxy   

          124. xxey
1

 .             125. .xxey                     126. 
 2

2

2


x
xy . 

          127. .ln
x
xy                128. .

13

4




x
xy                 129. ).62ln( 2  xxy  

          130. .2
1

xey   

Задачи 131-140 . 

131. Полотняный шатер объемом V имеет форму прямого конуса. Каково 
должно быть отношение высоты конуса к радиусу его основания, чтобы на ша-
тер пошло наименьшее количество полотна? 

132. Проволокой, длина которой l м, необходимо огородить клумбу, 
имеющую форму кругового сектора. Каким должен быть радиус круга, чтобы 
площадь клумбы была наибольшей? 

133.Требуется сделать коническую воронку с образующей, равной 20 см. 
Какой должна быть высота воронки, чтобы ее объем был наибольшим? 

134. Бревно длиной 20 м имеет форму усеченного конуса, диаметры осно-
ваний которого равны 2 м и 1 м. Требуется вырубить из бревна балку с квад-
ратным поперечным сечением, ось которой совпадала бы с осью бревна, а объ-
ем был бы наибольшим. Каковы должны быть размеры балки? 

135. Лампа висит над центром круглого стола радиусом r .На какой высоте 
надо разместить лампу над столом, чтобы освещенность предмета, лежащего на 
краю стола, была наилучшей? (Освещенность прямо пропорциональна косину-
су угла падения лучей и обратно пропорциональна квадрату расстояния  от ис-
точника света.) 

136. Канал, ширина которого a м, под прямым углом впадает в другой ка-
нал шириной b м. Определить наибольшую длину бревен, которые можно 
сплавлять по этой системе каналов. 

137. Требуется изготовить открытый цилиндрический бак вместимостью V. 
Стоимость одного квадратного метра материала, из которого изготавливается 
дно бака, составляет а рублей, а стоимость одного квадратного метра материа-
ла, идущего на стенки бака, – b рублей. При каком отношении радиуса дна к 
высоте бака затраты на материалы будут минимальными? 

138. Окно имеет форму прямоугольника, завершенного полукругом. Пери-
метр окна равен 15 см. При каком радиусе полукруга окно будет пропускать 
наибольшее количество света? 

139. На странице книги печатный текст занимает площадь S. Ширина 
верхнего и нижнего полей равна а, а правого и левого полей – b. При каком от-
ношении ширины к высоте текста площадь всей страницы будет наименьшей? 
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140. Из круглого бревна диаметром d требуется вырезать балку прямо-
угольного поперечного сечения. Каковы должны быть ширина и высота этого 
сечения, чтобы балка оказывала наибольшее сопротивление на изгиб? (Сопро-
тивление балки на изгиб Q пропорционально произведению ширины x  ее попе-
речного сечения и квадрата ее высоты  у, т.е. constkkxyQ  ,2 ). 
 

Задачи 141-150. Вычислить приближенное значение функции с помощью 
дифференциала. 
 

 141.  .,,,3 243 790170950        142.   840180920ln 32 ,,,  . 

 143.   332 920110790 ,,,arctg  .     144.  
233 810120980

1

,,, 
. 

 145.   23 780210150sin ,,,  .      146.  
223 870120970

1

,,, 
. 

 147.   970210170arcsin 3 ,,,   .     148.   33 920110120arccos ,,,  . 

 149.   242 890270120sin ,,,  .     150.   222 870120090cos ,,,  . 

          Задачи 151-160. Написать:  
   1) уравнение касательной плоскости и нормали в точке (x0,  y0,  f(x,y)) к 

поверхности S, заданной уравнением z=f(x,y);  
   2) grad z  в точке M0(x0,y0);  
   3) производную функции z=f(x,y) в точке M0(x0,y0) по направлению 

вектора a . 

 151. .jia,M,yxyxz


 2)1;1(0
22  

 152. .jia,M,yxz


 )1;1()3ln( 0
22  

 153. .jia,M,xyarctgz
 45)1;2()( 0

2   

 154. .jia,M,
y

xz












 2)2;1(arcsin 0

2
 

 155. .jia,M,ez yx  2)0;1(0
22

   

 156. .jia,M,yxyxz
 3)1;2(32 0

22   

 157.   .jia,M,yxz
 34)1;1(45ln 0

22   

 158. .2),2;1(,arccos 0 jiaM
y
xz











  

 159.   .jia,M,z y
x  331;22 0   
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 160. .3),2;1(,23 0
324 jiaMyxxz


  

Задачи 161-170.Найти наименьшее и наибольшее значения функции 
z=f(x,y) в указанной области. Сделать чертеж области. 

   161. )2(2 yxyxz   в треугольнике, ограниченном прямыми x=0, y=0, 
x+y=6. 

   162. 1круге в 22  yxyxz    . 

   163. 2120никепрямоуголь в333  y-,xxyyxz  . 

   164. 1642 22  xxyyxz   в треугольнике, ограниченном прямыми x=0, 
y=0, x+y=3. 

   165. xyyxz  22   в квадрате .1 yx  

   166. 22 yxz    в круге 122  yx . 

   167. 4183 22  yxyxz   в треугольнике 40  yx . 

   168 32  yxz   в области  .10,10,10  yxyx  

   169. 4183 22  yxyxz  в квадрате ,10  x  .10  y  

   170. yxyxz 161222    в круге 2522  yx . 

Задачи 171-180. Экспериментально получены пять значений функции 
y=f(x) при пяти значениях аргумента, которые записаны в табл. 1. 

                                                                                                                               

      Таблица 1 
x 1 2 3 4 5 
y y1 y2 y3 y4 y5 

 
Методом наименьших квадратов найти функцию вида Y=ax+b, прибли-

женно выражающую (аппроксимирующую) функцию y=f(x). Сделать чертеж, 
на котором в прямоугольной декартовой системе координат построить экспе-
риментальные точки и график аппроксимирующей функции Y=ax+b. 
 
 
                      Таблица 2 

Задача x 1 2 3 4 5 
171 Y 5,2 3,7 3,1 1,8 1,2 
172 Y 2,0 2,6 3,9 4,5 6,0 
173 Y 5,4 3,9 3,3 2,0 1,4 
174 Y 1,8 2,4 3,7 4,3 5,8 
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175 Y 5,6 4,1 3,5 2,2 1,6 
176 Y 1,6 2,2 3,5 4,1 5,6 
177 Y 5,8 4,3 3,7 2,4 1,8 
178 Y 1,4 2,0 3,3 4,9 5,4 
179 Y 6,0 4,5 3,9 2,6 2,0 
180 Y 1,2 1,8 3,1 3,7 5,2 

Контрольная работа №4 

Неопределенный и определенный интегралы 
Задачи 181-190. Найти неопределенные интегралы. В пп. 1-2 результат 

проверить дифференцированием. 

181.  dx.
xx

xx    xdx;    x   dx;        
x

xx





2

35
2 13)32cos)2

3

725)1  

182.  




 )1(2

324)3ln)2
sincos

2cos2)1
2

34
5

22 xx
xxx       xdx;     x   dx;  

xx
x . 

183.   dx.
xx

xx-dx;    ex  dx;ee  xxx 



 

2

382)33)2)1cos()1
2

35
2  

184.   






)5)(1(

2355)34)22)1
2

23
2

3

3

xx

xxxdx;    xarcctgx      dx;    
x
x . 

185.   dx.
xx

xxx dx;   xx   dx;       
x

x 





 )4(3

8852)312sin)2
cos1

2sin)1
2

24
2

2
 

186. 




 )2)((2

2533)3
sin

)2
1

arccos)1
2

254

22

3 2

xxx

xxx         dx;     
x

x   dx;    
x

x . 

187. .
)20(3

204122)3cos5)2
)1(

)1
2

234
2

2
dx

xxx

xxx dx;       xx  ; 
arctgxx

dx 






 

188. dx.
xxx

xxx    dx;   
x

xx          ;         
e

dxx 
x










 )2(4

2123)3
1

arccos)2)1
2

23

2532

2
 

189. dx.
xx

xx     dx;       x  ;  
ex

dx  
x 





 5

1325)3)sin(ln)2
1

)1
2

35

2 arcsin
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190. dx.
xxx

xxx      dx;     
x
x     ;       

x
dxx  







32

1272)3
2
2ln)2

cos
sin)1

23

233
 

 

Задачи 191-200. Вычислить определенные интегралы. 

191. .
1

82
)2;

sin

cos
)1

4

2

0

21 2

3
dx

xx

x
     dx

x

x
р

р
 



  


 

192.  


2

0

5

3 2

2
.

158
)2;

cos2
)1

р

dx
xx

x
x

dx
 

193.   



р

р
dx

x
)x(dxxxx

4

8

3
.

11
11)2;3sin2sinsin)1  

194.  
 

2

3

0

1
3

.
11

)2;
sin

)1
р

р x
dx      

x
dx  

195. 
 

 


2

0

2

0 3
5 .

11
)2;cos)1

р

xx

dx   xdx  

196.  



р

р
.

xx

dxxdx;  x

2

3
4

4
3 2

42

1
)2sincos  

197.  


2

3

2
1

0 2

2

3
.

1
)2               ;

sin
)1
р

р x

dxx       
x

dx  

198.    

3

4

4
3

4
1

4
)1(

)2             ;)1

р

р
.

xx
dx         xdxtg  
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199.  


3

0

1

0 2

3

4

3
.

2
)2             ;

cos

sin)1 

р

x

dxx    dx
x

x  

200.   
4

6

3

1
2

2
.1)2            ;

2sin
1)1

р

р
dx

x

x      dx
x

tgx  

Задачи 201-210. Вычислить приближенное значение определенного инте-
грала по методу: 1)прямоугольников; 2) Симпсона, разбивая промежуток ин-
тегрирования на 10 частей.  Все вычисления производить с точностью до трех 
десятичных знаков после запятой. 

201. .2
9

1

3


 dxx   202.  
11

1

3 .3 dxx  203.  .4
12

2

3  dxx  

204. 



8

2

3 8 dx.x   205.   
10

0

3 .5 dxx  206.    
12

2

3 .9 dxx  

207.  .11
8

2

3


 dxx   208.  dxx



8

2

3 16 . 209. 



7

3

3 .32 dxx  

210. 



5

5

2 .36 dxx  

Задачи 211-220. 

211. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 
.2,0,2,2 2  xxxxyy x  

212. Вычислить объем тела, образованного вращением фигуры, ограни-
ченной линиями 0,2 2  yxxy ,  вокруг оси Ox. 

213. Вычислить длину дуги кривой  8;3,ln  xxy . 

214. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 
.3,12  yxxy  

215. Фигура, ограниченная кривой xxey  , прямыми y=0, x=1, вращается 
вокруг оси Ox. Найти объем тела вращения. 

216. Вычислить длину дуги кривой  4,0cosln   xx,y . 

217. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 
.0,1,cos  yxyxy  
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218. Вычислить объем тела, отсекаемого от параболоида 
42

22 zyx   

плоскостью x=2. 

219. Вычислить длину дуги кривой .50,2
3

 xxy  

220. Вычислить объем тела, отсекаемого от гиперболоида 1
1694

222


zyx   

плоскостями z=–2 и z=3. 
 

Контрольная работа №5 

       Несобственные интегралы. Кратные интегралы 
Задачи 221-230. Вычислить несобственный интеграл или установить его 

расходимость. 

.
1

)2
23

)1
cos

)2
41

2)1

ln
)2

116

16
)1

1
)2)1

34
)2

116
)1.

cos
sin3)2;

)1(ln
)1

.
44

)2;
54

)1.
1

2)2;
)1(

)1

.)2;
1

2)1.
96

)2
ln

)1

1

0 23
2

2

00
2

1
3

1
4

1

0
3 5

4

0

3

2

0
2

0 4

32

0

3

2 2

2

1
5 21

2

1

0 41
2

3
1

0
2

13

2

3

1 23






































 

x

xdx;     
xx

dx.
x

dx;   dx
x

xarctg

.
xx

dx; 
x

dxx
.

x

dxx;        dxxe

.
xx

dx;      
x

dxx
x

xdx

xx

dx

xx

dx

xx

dxdx
x

x

xx

dx

dx
x

e

x

xdx

xx

dx;
xx

dx

р

e
x

р

e

x

230.229.

         228.227.

226.   225.

   224.        223.

          222.              221.

Задачи 231-240. Изменить порядок интегрирования в повторных интегралах. 





xxxx
f(x,y)dy.dxf(x,y)dydxf(x,y)dy.dxf(x,y)dydx

2

0

2

10

1

0

2

0

2

10

1

0

32
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 
1

10

1

00

2

4
0

4

0 ln

cossin

y

e

рр

f(x,y)dx.dyf(x,y)dxdyf(x,y)dy.dxf(x,y)dydx
yxx

р
234.233.











yy

yy
dxyxfdydxyxfdydxyxfdydxyxfdy

2

0

2

10

1

0

00

1

0

)2(

1

2
.),(),(.),(),(

2

3
236.235.







yy

x

e

x

dxyxfdydxyxfdydyyxfdxdyyxfdx
2

0

2

10

1

0

1

1

1

1

1

0
.),(),(.),(),(

3

2 ln
238.237.











yy

yy
dxyxfdydxyxfdydxyxfdydxyxfdy

2

0

2

10

1

0

00

1

0

2

1

2
.),(),(.),(),( 240.239.

         Задачи 241-250. Вычислить двойной интеграл по области D, ограниченной 
указанными линиями. 

.1,:,)(

.5,:,)1(

.1,1:,)(

.,:,)(

.2,:,

.,:,)(

22

2

22

2

22

222

























D

D

D

D

D

D

yxyDdxdyyx

xyxyDdxdyy

xyxyDdxdyyx

xyxyDdxdyyx

xyxyDdxdyxy

yxxyDdxdyyx

      246.

      245.

      244.

      243.

      242.

      241.

 

0,05,5:,)5(

.1,0,2:, 32









xyxxyDdxdyyx

xyxyDydxdyx

D

D

      248.

      247.
 

.2,1,:,
2

2

 
D

yxyxyDdxdy
x
y       249.  

250. .3,0,8,:,)( 3 
D

xyyxyDdxdyyx       

Задачи 251-260. Вычислить объем тела, ограниченного заданными поверх-
ностями. Сделать чертеж. 
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.0,0,1,,210

00044

0012

0022
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.0,0031

.0001
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222

22

2222

2

22














zyxxyyxz

.z,y,x,xz,yx

.z,x,yx,y,yxz

.z,x,zyxx,y
.z,yxz,yx

xz,y,zyx,xy

z,y,x,yx,yx z

 257.

 256.

 255.

 254.
 253.

 252.

251.

 

      

.zx,z,xx,y

zyxyxyxz

.z,x,zyxx,y

03

.0,0,0,12),(2

0011

2

22

2







 260.

 259.

 258.

 

Контрольная работа №6 

Дифференциальные уравнения 
 Задачи 261-280. Найти общее решение дифференциального уравнения.  

        261. xyyyx 2)( 22  .                           262. 222 )11(2)1( xxyyx  . 

        263. )/ln( xyyyx  .                               264. 3 yyx . 

        265. 0 yxeyx x
y

.                          266. xyxy sin)1(cos   . 

        267. 22 yxyyx  .                        268. 322  xyyx . 

        269. 022  xyyyx .                         270. 1 xyyx . 
        271. yxyx  )1( 2 .                              272. 0)()(2 42  yyyy . 
        273. xxtgyy 2sin .                         274. 2/ xxyy  . 
        275. 0)(1 2  yyy .                           276. 0)(5)1( 2  yyy . 
        277. 32 xyyx  .                                 278. 2)(2 yytgy  . 
        279. xxtgyy sin2  .                          280. 0)(3 2  yyy . 

      

Задачи 281-290. Найти частное решение дифференциального уравнения 
)(xfqyypy  , удовлетворяющее начальным условиям 0)0( yy  , 

0)0( yy  . 

281. .0,0,2sin8)(,12,4 00  yyxxfqp  

282. .
27
1,

3
4,3)(,9,6 00

2  yyxxxfqp  
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283. .0,0,)(,4,0 00
2   yyexfqp x  

284. .0,1,)(,5,2 00
2  yyxexfqp x  

285. .3,1,2cos12)(,6,5 00  yyxxfqp  
286. .0,0,)712()(,6,5 00   yyexxfqp x  
287. 0,1,526)(,13,4 00  yyxxfqp . 
288. .3,2,16)(,0,4 00

2  yyxxfqp  
289. .2,1,16)(,1,2 00  yyexfqp x  
290. .2,3,10)(,9,6 00

3   yyexfqp x  

Задачи 291-300. С помощью характеристического уравнения найти общее 
решение системы линейных дифференциальных уравнений с постоянными ко-
эффициентами  













.

,

2221

1211

yaxa
dt
dy

yaxa
dt
dx

 

Представить данную систему и ее решение в матричной форме (табл.3). 

   Таблица 3 
№ задачи a11 a12 a21 a22 

291 4 6 4 2 
292 -5 -4 -2 -3 
293 3 1 8 1 
294 6 3 -8 -5 
295 -1 5 1 3 
296 3 -2 2 8 
297 -4 -6 -4 -2 
298 -5 -8 -3 -3 
299 -1 -5 -7 -3 
300 -7 5 4 -8 

301. Материальная точка массой  m=2 г погружается в жидкость, сила со-
противления  которой пропорциональна скорости погружения с коэффициен-
том пропорциональности k=0,002 кг/с. Найти скорость точки через  1 с после 
начала погружения, если в начальный момент она была равна нулю. 

302. Моторная лодка двигалась в спокойной воде со скоростью v0=12 км/ч. 
Через 10 с после выключения мотора ее скорость оказалась равной v1=6 км/ч. 
Найти  скорость лодки через 1 мин после остановки мотора, если известно, что 
сила сопротивления воды пропорциональна скорости движения . 

303. Пуля, двигаясь со скоростью v0=400 м/с, попадает в преграду и начи-
нает  углубляться в нее. Найти скорость пули через 0,001с после попадания, ес-
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ли  известно, что сила сопротивления преграды пропорциональна квадрату  
скорости пули с коэффициентом пропорциональности k=7 м 

-1. 
304. Материальная точка массой m=1 г начинает двигаться в среде прямо-

линейно под действием силы, пропорциональной времени движения, с коэффи-
циентом пропорциональности ./102 35

1 смкгk    Найти скорость точки через 
3с после начала движения, если сила сопротивления среды пропорциональна 
скорости движения с коэффициентом пропорциональности      k2=0,003 кг/с. 

305. В сосуд, содержащий 100 л 10%-го по объему водного раствора соли, 
со скоростью q=5 л/мин начинает втекать чистая вода, а вытекать с той же ско-
ростью уже равномерно перемешанная смесь. Сколько соли будет содержаться 
в сосуде через 20 мин после начала процесса? 

306. Угловой коэффициент касательной к кривой в любой ее точке про-
порционален квадрату ординаты точки касания с коэффициентом пропорцио-
нальности k=3. Найти уравнение этой кривой, если известно, что она проходит 
через точку A(2;–1). 

307. Произведение углового коэффициента касательной к кривой и суммы 
координат точки касания равно удвоенной ординате этой точки. Найти уравне-
ние такой кривой, проходящей через точку A(1;2). 

308. Угловой коэффициент касательной к кривой в любой ее точке про-
порционален отношению ординаты точки касания к абсциссе с коэффициентом 
пропорциональности k=1/3. Найти уравнение такой кривой, проходящей через 
точку A(1;2). 

309. Всякая касательная к кривой, проходящей через точку A(1;5), отсекает 
на оси ординат отрезок, равный утроенной абсциссе точки касания. Найти 
уравнение этой кривой.  

310. Любая касательная к кривой, проходящей через точку A(2;4), отсекает 
на оси абсцисс отрезок, равный кубу абсциссы точки касания. Найти уравнение 
этой кривой. 

Контрольная работа №7 

Ряды 
  Задачи 311-320. Исследовать сходимость числового ряда. 

311. 


 


1
3 2

3

n n
n .                       312. 

 

1n

n

n
e .    

313. 


 1
2 1)12(

1

n n
.             314. 



1 )!2(
3

n n

n
. 

315. 


1

3

n
ne

n .                            316. 


2
2)(ln

1

n nn
. 
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317. 






2 2

12

n
nn

n .                       318. 


1

2

)!3(n n
n . 

319. 


2 ln
1

n nn
.                        320. .

)!1(1

1


 

 n n
nn

 

Задачи 321-330. Найти интервал сходимости степенного ряда. Исследовать 
сходимость ряда на концах интервала. 

321. 







1

3
)1(

!
)1(

n

n
n

x
n

n
.             322. n

n
x

nnn
)1(

)1(
2

1








. 

323. n
n

ex
n

n

n
)()!2(

1






.                      324. n
n

n
x

n
n

n
)2(

)1(

!3

1










. 

325. n
n

x
n
n

n
)3(

)1(31








.               326. n
n

x
nn

n
)3(5

1






. 

327. 










 

1
)11 (

n

n
n

x
n

 .               328. n
n

x
n

n

n
)4(

)2(3

1

1









. 

329. 
n

n

n
x

nn






 





 3
1

)13(2

3

1
.         330. .

2
1

)1(
2

1

n
x

nn
n

n






 









 

Задачи 331-340. Вычислить определенный интеграл 
b

a

dxxf )(  с точностью 

до 0,001, разложив подынтегральную функцию в ряд и проинтегрировав его 
почленно. 

   331.  
1

0

3/3
dxe x .                  332. 

1

0

cos dxx .                  333.  
5,0

0
dxxarctgx . 

   334. 


5,0

0

2 )1ln( dx
x

x .           335.  
5,0

0

2 )1ln( dxxx .           336.  
5,0

0

dxxe x . 

   337. 
5,0

0

2dxarctgx .               338. 
1

0

2sin dxx .                    339. 
5,0

0
2

2sin dx
x

x . 

   340. .1
5,0

0

2  dxx  

 Задачи 341-350. Найти три первых отличных от нуля члена разложения в 
степенной ряд решения y=y(x) дифференциального уравнения ),,(' yxfy   
удовлетворяющего начальному условию y(0)=y0. 
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341. .1)0(,cos 2  yyxy            342. .0)0(,2  yyey x  

343. .3)0(,2  yyyy                 344. .0)0(,2  yxyey y  

 

345. .1)0(,sin 2  yyxy            346. .4)0(,  yyey x  
347. .1)0(,cos 2  yyxy            348. .1)0(,5,0sin 2  yyxy  

349. .0)0(,2  yxyey y              350. .5)0(,22  yyxxy  

Задачи 351-360. Разложить данную функцию f(x) в ряд Фурье в интервале  
(a,b). 

351. 1)(  xxf ,     ).,(                      352. 1)( 2  xxf ,     ).2,2(  

353. 
2

)( xxf 

 ,     ).,(                     354. 32)(  xxf ,    ).3,3(  

355. 








,0,
,0,0

)(



xx

x
xf    ).,(         356. xxf  1)( ,    ).2,2(   

357. xxf )( ,     ).,(                           358. 1)(  xxf ,    ).1,1(  

359. 2)( xxf  ,     ).2,0(                            360. 








,0,1
,0,2

)(



x

x
xf      ).,(   

 
 

 

Контрольная работа №8 

Задачи с экономическим содержанием 
 

Задачи 361-370. Обосновать, являются ли матрицы A и В продуктивны-ми, 
используя для проверки матрицы А  первый  критерий продуктивности (через 
собственные значения), для проверки матрицы В – второй критерий продуктив-
ности (через неотрицательность матрицы 1)(  BE ) . 

 

361. ,
103
212
301
















A    










71,02,0
3,06,0

B .  

362.





















211
323
312

A ,  









54,019,0
21,068,0

B . 
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363.






















211
121

112
A ,  










8,23,0
2,063,0

B . 

364.






















101
111
121

A ,  









55,022,0
33,066,0

B . 

365.

















1103
212
3101

A ,   









2,151,0
4,08,0

B . 

366.




















220
292
022

A ,  









18,331,0
42,09,0

B . 

367.





















936
312
624

A ,  









65,021,0
15,053,0

B . 

368.

















122
101
110

A ,   









17,043,0
5,084,2

B  

369.





















144
252
114

A ,   









2,117,0
8,01,2

B . 

370.





















242

352
341

A ,  









18,038,0
24,016,0

B . 

 
Задачи 371-380. 
371. Из Минска в Могилёв необходимо перевезти оборудование трёх типов 

в следующих количествах: I типа – 95 ед., II типа – 100 ед., III типа – 185 ед. В 
табл. 4 приведены данные о количестве оборудования, которое необходимо за-
грузить на каждый вид транспорта. 

 
Таблица  4 

Тип 
оборудования 

Вид транспорта 
T1 T2 T3 

I 
II 
III 

3 
4 
3 

2 
1 
5 

1 
2 
4 
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Сколько единиц транспорта каждого вида потребуется для перевозки обо-
рудования из Минска в Могилёв? 

 
372. На приобретение оборудования выделено 20 ден.ед. Оборудование 

должно быть размещено на площади 42 м2. Предприятие может заказать обору-
дование трёх типов:  машины А, Б и В. В табл. 5 приведены данные о машинах 
всех типов.  

Таблица  5 

машины 

Исходные данные о машинах 
Цена, ден.ед. Необходимая 

производст-
венная пло-

щадь, м2 

Производи – 
тельность, 
тыс.ед.за 

смену 

А 

Б 
В 

 
3 
2 
1 

 
6 
4 
3 

 
7 
4 
2 

 
Сколько единиц оборудования каждого типа должно заказать предприятие 

при условиях полного использования выделенных средств, производственной 
площади и выпуска за смену 42 тыс.ед. продукции? 

 
373. Предприятие выпускает продукцию трёх видов: А, Б и В. Количество 

выпускаемой продукции лимитируется ограниченностью ресурсов. Числовые 
данные приведены в табл. 6. 

 
 

Таблица  6 
Запас 

ресурса 
Нормы затрат на единицу продукции 

А Б В 

Сырье, кг 
Материалы, кг 
Оборудование,  ед. 

24 
75 
10 

5 
10 
5 

7 
5 
2 

4 
20 
1 

 

Найти план выпуска продукции каждого вида, обеспечивающий полное 

использование ресурсов. 
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374. Для сохранения здоровья и работоспособности человек должен по-

треблять в сутки определённое количество питательных веществ B1, B2 и B3. Ис-
пользуется пять видов пищи. Содержание питательных веществ в единице пи-
щи, суточная норма их потребления и цена единицы пищи указаны в табл.7. 

 

Таблица  7 
Питательное Суточная  

норма 
Содержание питательных ве-

ществ в единице пищи вида  Пi 
П1 П2 П3 П4 П5 

B1 12 2 1 0 4 1 

B2 25 0 3 1 2 2 

B3 20 2 1 2 0 0 

Цена единицы пищи, 
ден.ед 

10 5 6 8 10 

 
Определить количество единиц пищи каждого вида, включаемое в суточ-

ную диету стоимостью 100 ден.ед., содержащую требуемую норму питатель-
ных веществ. 

 
375. Из некоторого листового материала необходимо выкроить 360 загото-

вок типа А, 300 заготовок типа Б и 675 – типа В. При этом можно применять 
три способа раскроя. Количество заготовок, получаемых из каждого листа при 
разных способах раскроя, указано в табл. 8. 

 

 
Таблица  8 

заготовки 

Способ раскроя 
1 2 3 

А 3 2 1 
Б 1 6 2 
В 4 1 5 

 
Найти количество листов материала, раскраиваемых каждым из указанных 

способов, необходимое для полного выполнения задания по заготовкам. 
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376. На станции  А1 находится 20 т, а на станции А2 —30 т некоторого од-

нородного груза. Этот груз следует доставить в пункты В1,  В2 и В3  в количест-
вах 10, 30 и 10 т соответственно. Стоимость перевозки 1 т груза из пункта А1 в 
пункты В1, В2 и В3 равна соответственно 4, 9 и 3 ден.ед., а из пункта А2  –4, 8 и 
1,0 ден.ед. Определить объёмы поставок груза со станций А1 и А2 в пункты В1 , 
В2 и В3 при условии полного удовлетворения потребностей в грузе и транспорт-
ных затратах в 300 ден.ед. 

377. На предприятии освоено четыре технологических способа изготовле-
ния изделий А и Б из некоторого сырья. В табл. 9 указано, какое количество из-
делий можно произвести из единицы сырья каждым из способов. 

 

Таблица  9 
Изделие Выход из единицы сырья 

I  
II 

III IV 

 
А 

2  
1 

7 4 

 
Б 

6  
12 

2 3 

 

Определить, какое количество сырья следует переработать по каждой тех-
нологии, чтобы выполнить поставленное производственное задание: из      94 
ед. сырья произвести 574 изделия А и 328 изделий Б. 

 

378. На товарные станции А и Б прибыло по 45 комплектов мебели. Пере-
возка одного комплекта со станции А в магазины М1, М2 и М3 обходится соот-
ветственно в 1, 3 и 5 ден.ед., а перевозка комплекта со станции Б в те же мага-
зины — в 3, 5 и 4 ден.ед. В каждый из магазинов следует доставить одинаковое 
количество комплектов. Определить план доставки мебели в магазины при ус-
ловиях перевозки всей мебели со станций в магазины, доставки в магазин М2  5 
комплектов мебели со станции Б и  общих транспортных расходах в 270 ден.ед. 

 

379. Для откорма свиней на ферме в ежедневный рацион каждого живот-
ного включается 6 ед. питательного вещества А и 7 ед. питательного вещества 
Б. При этом используются корма K1, K2, K3. Данные о содержании питательных 
веществ в одной весовой единице корма и её стоимости приведены в табл. 10. 

 
Таблица  10 

Корм Содержание питатель-
ного вещества, ед. 

Стоимость 
единицы кор-

ма, ден. ед. А Б 
K1 
K2 
K3 

2 
1 
3 

1 
2 

1,5 

5 
1 
3 

Определить состав ежедневного рациона стоимостью 7 ден.ед., содержа-
щего норму питательных веществ. 
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380. Трикотажная фабрика использует для производства продукции два 
вида сырья. Все необходимые данные о запасах сырья и затратах на производ-
ство единицы изделия приведены в табл. 11. 

 
 
 

Таблица  11  
Сырье Запас 

сырья, кг 
Затраты на единицу изделия, 

ден. ед. 
 Свитер Пуловер Костюм 

Чистая  шерсть 
Силон 

160 
60 

0,4 
0,2 

0,2 
0,1 

0,8 
0,2 

Прибыль за изделие, 
ден.ед. 

 16 15 22 

 
Найти план выпуска готовой продукции (количество единиц изделия каж-

дого вида) при условии, что сырьё расходуется полностью, а прибыль должна 
составлять 6800 ден.ед. 

Задачи 381–390. Вычислить эластичность: а) функции у = f(x) относитель-
но переменной х; б) производственной функции z = f(x,у), где x – затраты жи-
вого труда; у – затраты овеществленного труда по переменным x и у в точке x0 
= 1, у0 = 1. На сколько процентов  приближённо изменится объём производства 

z, если затраты живого труда и овеществленного труда увеличатся на 1%? 

381. а) y = 
)2(2sin x

;   б) z = .2,21 8,36,2 уx   

382. а) y = ;cosln 22 xxtg     б) z = .)6,11,2(2,3 3
1

35,1   уx  

383. а) y = ;
log

1cos
2 x

   б) z = .3,11 7,16,4 уx   

384. а) y = ));(( xtharctg    б) z= 7
4

35,02,0 )5,53,7(15
  yx . 

385. а) y = );1ln( 42  xx   б) z = .3,13 4,48,2 уx   

386. а) y = ;1
1

x
x

e 


    б) z = 8
3

6,23,0 )4,17,2(2,8
  yx . 

387. а) y = ;3
2cos x     б) z = .7,1 4,71,3 уx   

388. а) y = );cos(sin)sin(cos 22 xx   б) z = .)8,06,3(9,5 11
6

5,08,1   yx  

389. а) y = ;2xarcctg     б) z = .5,69,14,12 уx   
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390. а) y = ;10 3log x
x

    б) z = .)5,23,6(6,2 9
5

1,53,3   yx  
 

 

Задачи 391-400. Найти среднее значение издержек K(х), выраженное в де-
нежных единицах, если объём продукции x меняется от 0 до а . Указать тот 
объем продукции, при котором издержки принимают среднее значение. 

 
391. K(х) = 3х2 + 4х + 2,  а =3. 
 
392. K(х) = 6х2 + 4х + 1,  а =5. 
 
393. K(х) = 2х2 – х + 3,  а =4. 
 
394. K(х) = х2 +2 х + 4,  а =6. 
 
395. K(х) = 4х2 – 3х + 2,  а =8. 

 
Задачи 396-400. Определить объём продукции, произведенной рабочим за 

указанный промежуток времени, если его производительность труда задается 
функцией f(t). 

 

396. f(t) = ,5
22

3


t
  за  второй и третий часы работы. 

397. f(t) = ,4
54

2


t
  за  три первых часа работы.  

398. f(t) = ,2
13

4


t
  за  третий, четвертый и пятый часы работы. 

399. f(t) = ,4
23

5


t
  со  второго по шестой час  работы. 

 400. f(t) = ,1
24

3


t
  с  третьего по седьмой час  работы. 
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