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Ïðèâåäåíà òåîðåìà î ìíîãîìåðíî-ìàòðè÷íîì ìåòîäå ãëàâíûõ êîìïîíåíò. Ðàçðàáîòàíà ìíîãîìåðíî-ìàòðè÷íàÿ

ðåãðåññèÿ íà ãëàâíûå êîìïîíåíòû, óêàçàí ïðèìåð åå ïðèìåíåíèÿ.

Ââåäåíèå

Ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò íàõîäèò øèðî-
êîå ïðèìåíåíèå äëÿ âûÿâëåíèÿ ñêðûòûõ çàêîíî-
ìåðíîñòåé è ýêîíîìèçàöèè àëãîðèòìîâ îáðàáîò-
êè èíôîðìàöèè â õåìîìåòðèêå, áèîìåòðèêå, ýêî-
íîìåòðèêå, ýíâàéðîìåòðèêå è äðóãèõ îáëàñòÿõ
çíàíèé [1]. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòîò ìåòîä ðàç-
ðàáîòàí ëèøü äëÿ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ [2]. Àê-
òóàëüíûì ÿâëÿåòñÿ åãî îáîáùåíèå íà ñëó÷àéíûå
îáúåêòû áîëåå ñëîæíîé ñòðóêòóðû � îáû÷íûå è
ìíîãîìåðíûå ñëó÷àéíûå ìàòðèöû. Àêòóàëüíûì
ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïîèñê è ðàçðàáîòêà íîâûõ íà-
ïðàâëåíèé è îáëàñòåé ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà.
Â äàííîé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ îáîáùåíèå ìåòîäà
ãëàâíûõ êîìïîíåíò íà ìíîãîìåðíûå ìàòðèöû è
ðàçðàáàòûâàåòñÿ ìíîãîìåðíî-ìàòðè÷íàÿ ëèíåé-
íàÿ ðåãðåññèÿ íà ãëàâíûå êîìïîíåíòû, ïîçâîëÿ-
þùàÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò â
ìíîãîìåðíûõ çàäà÷àõ ïðîãíîçèðîâàíèÿ.

I. Ìíîãîìåðíî-ìàòðè÷íûé ìåòîä
ãëàâíûõ êîìïîíåíò

Îïðåäåëåíèå. 2q-ìåðíóþ ìàòðèöó P =
P(q,0,q) íàçîâåì (q, 0, q)-îðòîãîíàëüíîé, åñëè âû-
ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

0,q(PPT ) =0,q (PTP ) = E(0, q), T = B2q,q, (1)

ãäå E(0, q) � (0, q)-åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, T = B2q,q

� ïîäñòàíîâêà òðàíñïîíèðîâàíèÿ òèïà ¾âïåðåä¿
[3].

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî
PT = 0,qP−1 , ò.å. ìàòðèöà PT ÿâëÿåòñÿ (0, q)-
îáðàòíîé ê P . Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè q = 1 ìàòðèöà
P â (1) ÿâëÿåòñÿ îáû÷íîé (äâóõìåðíîé) îðòîãî-
íàëüíîé ìàòðèöåé [4].

Òåîðåìà 1 Åñëè τ = (τl) , l = (l1, l2, ..., lq) � q-
ìåðíàÿ ãèïåðïðÿìîóãîëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ ìàòðèöà
ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì ντ = E(τ), òî åå äèñïåð-

ñèîííàÿ ìàòðèöà µτ2 = E(0,0(
o
τ
o
τ)),

o
τ= τ − ντ , E

� ñèìâîë ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ [3], ìî-
æåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

µτ2 =0,q (0,q(PΛ)PT ), (2)

ãäå Λ � 2q-ìåðíàÿ ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç
(q, 0, 0)-ñîáñòâåííûõ ÷èñåë αc ìàòðèöû µτ2 (ýëå-
ìåíòîâ ìàòðèöû α = α(q,0,0) = (αc), c =

(c1, c2, ..., cq)) â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì

Λ = (λc,c′) =

({
αc, c = c′,
0, c 6= c′,

})
,

à P � 2q-ìåðíàÿ (q, 0, q)-îðòîãîíàëüíàÿ ìàò-
ðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç íîðìèðîâàííûõ ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ (q, 0, 0)-ñîáñòâåííûõ ìàòðèö (yc)c′
ìàòðèöû µτ2 ïî ôîðìóëå

P = P(q,0,q)=(pc,c′ )=((yc)c′ ), (3)

c = (c1, c2, ..., cq), c′ = (c′1, c
′
2, ..., c

′
q).

Ñëó÷àéíàÿ q-ìåðíàÿ ìàòðèöà
o

ξ= (ξ− νξ) = (
o

ξl),
νξ = E(ξ), l = (l1, l2, ..., lq), ïîëó÷àþùàÿñÿ èç q-

ìåðíîé ñëó÷àéíîé ìàòðèöû
o
τ ïðåîáðàçîâàíèåì

o

ξ=0,q (PT
o
τ)

c îðòîãîíàëüíîé 2q-ìåðíîé ìàòðèöåé P èç (1),
íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ãëàâíûõ êîìïîíåíò ñëó-

÷àéíîé q-ìåðíîé ìàòðèöû
o
τ , à åå ýëåìåíò

o

ξl �

l-é ãëàâíîé êîìïîíåíòîé ñëó÷àéíîé ìàòðèöû
o
τ .

Äèñïåðñèîííàÿ ìàòðèöà ìàòðèöû ãëàâíûõ êîì-

ïîíåíò
o

ξ ðàâíà Λ:

µξ2 = E(0,0(
o

ξ,
o

ξ)) = Λ. (4)

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå ñëó÷àé-

íîé ìàòðèöû
o
τ ïîñðåäñòâîì ñëó÷àéíîé ìàòðè-

öû
o

ξ ãëàâíûõ êîìïîíåíò:

o
τ=0,q (P

o

ξ). (5)

Ïðèâåäåííóþ òåîðåìó íàçîâåì âåðîÿòíîñò-
íûì ìíîãîìåðíî-ìàòðè÷íûì ìåòîäîì ãëàâíûõ
êîìïîíåíò.

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ðàâåíñòâà (4) ãëàâíûå

êîìïîíåíòû
o

ξl ñëó÷àéíîé ìàòðèöû
o
τ íå êîððå-

ëèðîâàíû, à äèñïåðñèè ãëàâíûõ êîìïîíåíò ðàâ-
íû ñîáñòâåííûì ÷èñëàì äèñïåðñèîííîé ìàòðèöû
µτ2 .
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II. Ìíîãîìåðíî-ìàòðè÷íàÿ ðåãðåññèÿ íà
ãëàâíûå êîìïîíåíòû

Ïóñòü η è τ � p- è q-ìåðíûå ñëó÷àéíûå ìàò-

ðèöû ñîîòâåòñòâåííî, µητ = E(0,0(
o
η
o
τ)) � âçàèì-

íàÿ êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà ìàòðèö η è τ . Êàê
èçâåñòíî [5], îïòèìàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ η
íà τ èìååò âèä:

η̂ = νη +0,q (0,q(µητ
0,q(µτ2)−1)(τ − ντ )). (6)

Ïóñòü
o

ξ � ìàòðèöà ãëàâíûõ êîìïîíåíò ìàòðèöû
o
τ . Îáðàùàÿ ìàòðèöó µτ2 (2), ïîëó÷èì

0,q(µτ2)−1 =0,q (0,q(0,q(PT )−1 0,qΛ−1) 0,qP−1) =

=0,q (0,q(P 0,qΛ−1) 0,qP−1). (7)

Ïîäñòàâëÿÿ (7), (5) â (6), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âû-
ðàæåíèå

η̂ = νη +0,q (0,q(0,q(µητP ) 0,qΛ−1)(ξ − νξ)), (8)

êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíîé ëèíåéíîé
ìíîãîìåðíî-ìàòðè÷íîé ðåãðåññèåé íà ãëàâíûå
êîìïîíåíòû.

Çàìåíÿÿ â âûðàæåíèÿõ (6) è (8) ãåíåðàëü-
íûå ìîìåíòû ýìïèðè÷åñêèìè, ìû ïîëó÷èì ñîîò-
âåòñòâóþùèå ýìïèðè÷åñêèå ðåãðåññèè äëÿ ñëó-
÷àéíûõ ìàòðèö η è ξ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè (q + 1)-
ìåðíàÿ ìàòðèöà

X = (xi,j) = ((xi)j), i = (i1, i2, ..., iq), j = 1, n,

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûáîðêó îáúåìà n èç ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé ìàòðèöû τ , ò. å. ñå÷åíèå
(xi)j = xj îðèåíòàöèè j ìàòðèöû X ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé ìàòðè-
öû τ , à (p+ 1)-ìåðíàÿ ìàòðèöà

Y = (yi,j) = ((yi)j), i = (i1, i2, ..., ip), j = 1, n,

� âûáîðêîé îáúåìà n èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-
íîé ìàòðèöû η, ïîëó÷åííîé ïðè âûáîðêå X, òî
ýìïèðè÷åñêèå ìîìåíòû ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî ôîð-
ìóëàì:

ν̂τ =
1

n

n∑

j=1

xj , ν̂η =
1

n

n∑

j=1

yj ,

µ̂τ2 =
1

n

n∑

j=1

0,0(
o
xj

o
xj) =

1

n
0,1(

o

X
o

X
Bq+1,1), (9)

µ̂ητ =
1

n

n∑

j=1

0,0(
o
yj

o
xj) =

1

n
0,1(

o

Y
o

X
Bq+1,1),

ãäå
o
xj= xj − ν̂τ ,

o
yj= yj − ν̂η,

o

X= (
o
xj) = ((

o
xi)j),

o

Y= (
o
yj) = ((

o
yi)j).

Èäåÿ ëèíåéíîé ðåãðåññèè íà ãëàâíûå êîì-
ïîíåíòû îïèñàíà â [1] äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ìíî-
æåñòâåííîé ýìïèðè÷åñêîé ðåãðåññèè.

Ýìïèðè÷åñêèé àëãîðèòì (6) îáû÷íîé ëè-
íåéíîé ìíîãîìåðíî-ìàòðè÷íîé ðåãðåññèè ïðåä-
ïîëàãàåò îáðàùåíèå ìàòðèöû µ̂τ2 (9). Ââèäó ñëó-

÷àéíîñòè èçìåðåíèé
o
xj â âûáîðêå

o

X ìîãóò áûòü
èçìåðåíèÿ, áëèçêèå ê ëèíåéíî çàâèñèìûì. Â
ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà µ̂τ2 (9) îêàæåòñÿ áëèçêîé
ê âûðîæäåííîé. Àëãîðèòì (6) îêàæåòñÿ íåóñòîé-
÷èâûì, ò. å. áóäåò ñîïðîâîæäàòüñÿ íàêîïëåíèåì
îøèáîê. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ê ñêàçàííîìó àë-
ãîðèòì (8) ëèíåéíîé ìíîãîìåðíî-ìàòðè÷íîé ðå-
ãðåññèè íà ãëàâíûå êîìïîíåíòû íå ñîäåðæèò òà-
êîãî îáðàùåíèÿ è ÿâëÿåòñÿ áîëåå óñòîé÷èâûì.
Êðîìå òîãî, â ýòîì àëãîðèòìå ìû ìîæåì íå ó÷è-
òûâàòü ðÿä ãëàâíûõ êîìïîíåíò è òåì ñàìûì ñî-
êðàòèòü îáúåì âû÷èñëåíèé.

Ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷åé, â êîòîðîé öåëåñî-
îáðàçíî âîñïîëüçîâàòüñÿ àëãîðèòìîì ðåãðåññèè
íà ãëàâíûå êîìïîíåíòû, ÿâëÿåòñÿ ïðîãíîçèðîâà-
íèå êîëè÷åñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê ïîãîäû [6]. Â
ýòîé çàäà÷å ìàòðèöû η è τ äâóõìåðíûå (p = q =
2). Ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñîâìåñò-
íîå ïðîãíîçèðîâàíèå äâóõ èëè áîëåå õàðàêòåðè-
ñòèê (íàïðèìåð, òåìïåðàòóðû è àòìîñôåðíîãî
äàâëåíèÿ) íà 14 äíåé âïåðåä ïî èõ èçìåðåíè-
ÿì çà òàêîé æå ïðîøëûé ïåðèîä. Â ñëó÷àå äâóõ
õàðàêòåðèñòèê ìàòðèöà µ̂τ2 áóäåò èìåòü ðàçìåð
(2 × 112 × 2 × 112). Îáðàùåíèå ýòîé ìàòðèöû
ýêâèâàëåíòíî îáðàùåíèþ îáû÷íîé ìàòðèöû ðàç-
ìåðîì (224 × 224). Ïðè òàêèõ îáúåìàõ äàííûõ
ñëåäóåò ñ÷èòàòüñÿ ñ âîçìîæíîé íåóñòîé÷èâîñòüþ
àëãîðèòìà îáû÷íîé ýìïèðè÷åñêîé ðåãðåññèè. Â
ñâÿçè ñ ýòèì áûë ðåàëèçîâàí è ïðîâåðåí íà òåõ
æå äàííûõ àëãîðèòì ýìïèðè÷åñêîé ðåãðåññèè íà
ãëàâíûå êîìïîíåíòû. Ïðè ðàñ÷åòå ãëàâíûõ êîì-
ïîíåíò èñïîëüçîâàëàñü ïðîãðàììà eig.m Matlab.
Àëãîðèòì, â êîòîðîì óäåðæèâàëèñü âñå ãëàâíûå
êîìïîíåíòû, îêàçàëñÿ áîëåå óñòîé÷èâûì è ïîêà-
çàë âäâîå áîëüøåå áûñòðîäåéñòâèå ïî ñðàâíåíèþ
ñ èìåþùåéñÿ ðåàëèçàöèåé àëãîðèòìà îáû÷íîé
ýìïèðè÷åñêîé ðåãðåññèè. Áûñòðîäåéñòâèå àëãî-
ðèòìà (8) ìîæíî åùå íåñêîëüêî óâåëè÷èòü çà
ñ÷åò îòáðàñûâàíèÿ ÷àñòè íåçíà÷èìûõ ãëàâíûõ
êîìïîíåíò.
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