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Ðàññìàòðèâàþòñÿ äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè óïðàâíåíèÿ ïðîèçâîäñòâîì. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå äèíàìè÷åñêîé

ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè. Ïðåäëàãàåòñÿ ëèíåàðèçàöèÿ óðàâíåíèé çàìêíóòîé ñèñòåìû è ïîëó÷åíèå ëè-

íåéíûõ óðàâíåíèé. Ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê íåïðåðûâíûå, òàê è äèñêðåòíûå ñèñòåìû.

Ïðè îïèñàíèè ïðîèçâîäñòâåííûõ ïðîöåññîâ,
ñîöèàëüíûõ è ýêîíîìè÷åñêèõ ÿâëåíèé øèðîêîå
ïðèìåíåíèå íàõîäÿò ïðîèçâîäñòâåííûå ôóíê-
öèè, ïîä êîòîðûìè ïîíèìàþò ôóíêöèè, ñâÿçû-
âàþùèå ôàêòîðû ïðîèçâîäñòâà è îáúåìû âûïóñ-
êàåìîé ïðîäóêöèè. Ôàêòîðû ïðîèçâîäñòâà (òðó-
äîâûå, ìàòåðèàëüíûå, ôèíàíñîâûå è ò.ï. ðåñóð-
ñû) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âõîäíûå óïðàâ-
ëÿþùèå ïåðåìåííûå, à ñàìó ïðîèçâîäíóþ ôóíê-
öèþ, êàê ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü îáúåêòà óïðàâ-
ëåíèÿ, âûõîäíîé êîîðäèíàòîé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ
îáúåì âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè. Ïðîèçâîäñòâåí-
íûå ôóíêöèè ïðèìåíÿþòñÿ êàê íà ìèêðîóðîâíå
(îòäåëüíûå òåõíîëîãè÷åñêèå ïðîöåññû ïðîèçâîä-
ñòâà, öåõ, çàâîä), òàê è íà ìàêðîóðîâíå (îòäåëü-
íûå îòðàñëè, ðåãèîíû, íàðîäíîå õîçÿéñòâî ñòðà-
íû). Íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ äâóõôàêòîð-
íûå ìîäåëè ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé

y = f(x1, x2),

ãäå x1, x2 - ôàêòîðû ïðîèçâîäñòâà, ïðåäñòàâëÿþ-
ùèå ñîáîé îáîáùåííûå ôàêòîðû òðóä è êàïèòàë;
y- îáúåì âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè.

Â ëèòåðàòóðå îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñòà-
òè÷åñêèå ìîäåëè ïðîèçâîäñòâà, êîãäà êîîðäèíà-
òû x1, x2, y � óñòàíîâèâøèåñÿ çíà÷åíèÿ ïåðåìåí-
íûõ. Íà ïðàêòèêå ïðè îïèñàíèè ïðîèçâîäñòâåí-
íûõ ïðîöåññîâ ñëåäóåò ó÷èòûâàòü èõ äèíàìè-
÷åñêèå ñâîéñòâà: èíåðöèîííîñòü, çàïàçäûâàíèå
è ò.ï. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ ðàñ-
ñìàòðèâàòü ìîäåëè ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé
â âèäå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé (íåïðåðûâíûå ìîäåëè), ðàçíîñòíûõ óðàâ-
íåíèé (äèñêðåòíûå ìîäåëè) è äèôôåðåíöèàëüíî-
ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (ìîäåëè ñ çàïàçäûâàíè-
åì). Èòàê, ìîäåëü

Φ(y, x1, x2) = 0

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäèí èç âèäîâ óêàçàííûõ
âûøå óðàâíåíèé è ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ îáúåêòà
óïðàâëåíèÿ.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîèçâîäñòâåííûé
ïðîöåññ êàê ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ, òîãäà â ñîîò-
âåòñòâèè ñ îáùåé òåîðèåé óïðàâëåíèÿ â ñèñòåìå
íåîáõîäèìà óïðàâëÿþùàÿ ÷àñòü (ðåãóëÿòîð), êî-
òîðûé îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèò ýëåìåíò, ñðàâíåíèÿ

âûõîäíîé êîîðäèíàòû ó çàäàþùåãî âîçäåéñòâèÿ
υ. Óðàâíåíèå ýëåìåíòà ñðàâíåíèÿ èìååò âèä

e = υ − y,
ãäå e - îøèáêà óðàâíåíèÿ.

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ðåãóëÿòîð îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì

Φp(x1, x2, y, e) = 0,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì, ðàçíîñò-
íûì èëè äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûì óðàâíå-
íèåì.

Òàêèì îáðàçîì, äèíàìèêà ñèñòåìû óïðàâíå-
íèÿ ïðîèçâîäñòâîì îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâ-
íåíèé

Φ0(y, x1, x2) = 0,Φp(x1, x2, y, e) = 0, e = υ − y
ñîîòâåòñâóþùåãî òèïà.

Óïðîùåíèåì ïîëó÷åííûõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ
èõ ëèíåàðèçàöèÿ è ïåðåõîä ê ëèíåéíûì ìîäå-
ëÿì. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíû äâà âîç-
ìîæíûõ âèäà ìîäåëåé íåïðåðûâíûå è äèñêðåò-
íûå (èìïóëüñíûå) â ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÷òî îáú-
åêò óïðàâëåíèÿ îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûì äèôôå-
ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ïåðâîãî èëè âòîðîãî
ïîðÿäêà, à çàêîíû ðåãóëèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðî-
ñòåéøèìè: ïðîïîðöèîíàëüíûì, èíòåãðàëüíûì è
ò.ï.

Òàê êàê îáúåêò óïðàâëåíèÿ èìååò äâå
óïðàâëÿþùèå êîîðäèíàòû x1, x2 è îäèí âûõîä y,
òî âîçíèêàåò çàäà÷à âûáîðà x1, x2 äëÿ çàäàííîãî
y, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìíîãîçíà÷íîé. Ïðåäëàãàåò-
ñÿ ïðîöåäóðà âûáîðà êîîðäèíàò íà áàçå ìàêñè-
ìèçàöèè ïîëó÷àåìîé ïðèáûëè P îò ðåàëèçàöèè
ïðîèçâåäåííîé ïðîäóêöèè y. Âåëè÷èíó ïðèáûëè
îïðåäåëÿåò ôóíêöèÿ ïðèáûëè

P = p0f(x1, x2)− p1x1 − p2x2,

ãäå p0, p1, p2- ðûíî÷íûå öåíû ñîîòâåòñâåííî
ïðîèçâîäñòâåííîé ïðîäóêöèè, ïåðâîãî è âòîðî-
ãî ôàêòîðà ïðîèçâîäñòâà, à f(x1, x2) ÿâëÿåò-
ñÿ ïðîèçâîäñòâåííûå ôóíêöåé. Ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ ëèíåéíûå, ôóíêöèè Êîááà-Äóãëàñà, ïðîèçâîä-
ñòâåííûå ôóíêöèè ñ ïîñòîÿííîé ýëàñòè÷íîñòüþ
çàìåùåíèÿ.

Ìàêñèìèçàöèÿ ôóíêöèè p ïðîèçâîäèòñÿ
îáû÷íûì ïóòåì ïîëó÷åíèÿ ìàêñèìóìà ôóíêöèè
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äâóõ ïåðåìåííûõ. Â ðåçóëüòàòå òàêîé îïåðàöèè
ïîëó÷àåì èñêîìûå ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû x1, x2.
Ïîäñòàíîâêà èõ â óðàâíåíèÿ Φ0(y1, x1, x2) = 0
è Φp(x1, x2, y, e) = 0 ïîçâîëÿåò íàéòè óñòàíîâèâ-
øèåñÿ çíà÷åíèÿ âñåõ êîîðäèíàò ñèñòåìû. Äàëåå
îòíîñèòåëüíî ïîëó÷åííûõ óñòàíîâèâøèõñÿ çíà-
÷åíèé ïðîâîäèòñÿ îáû÷íàÿ ëèíåàðèçàöèÿ ïóòåì
ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà. Â ðåçóëüòàòå ïðèõî-
äèì ê ëèíåéíîé ìîäåëè âñåé ñèñòåìû.

Ïîñëå ëèíåàðèçàöèè ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé â èçîáðàæåíèÿõ ñëåäóþùåãî âèäà Y (s) =
W1(s)X1 + W2(s)X2, X1(s) = W

′
1(s)E(s), X2(s) =

W2
′(s)E(s), E(s) = V (s)− Y (s).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïóñòü W1(s) =
k1/(T1S+1),W2 = k2/(T2S+1),W

′
1 = k

′
1/S,W

′
2 =

k
′
2/S, T1 = T2 = T.

Ïðè òàêèõ ïàðàìåòðàõ ïðè T > 0, k =
k1k

′
1 + k2k

′
2 > 0 ñèñòåìà áóäåò âñåãäà óñòîé÷è-

âà. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè T1 6= T2 â ñèñòåìå
âîçìîæíû íåóñòîé÷èâûå ðåæèìû.

Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ äèñêðåòíûå äèíà-
ìè÷åñêèå ìîäåëè â ðàçâèòèè ðàáîò àâòîðîâ [1].
Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì ðàáîòû àâòî-
ðîâ [1]. Â îòëè÷èå îò [1] çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ðåãóëÿòîð ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì. Óïðàâëÿþ-
ùåå âîçäåéñòâèå ïîñòóïàåò â äèñêðåòíûå ìîìåí-
òû âðåìåíè ti, êîòîðûå â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ
íå ðàâíîîòñòîÿùèìè. Ïðè ýòîì èìååì ÷àñòîòíî-
èìïóëüñíóþ ìîäóëÿöèþ (×ÈÌ). Â áîëåå ïðîñòîì
ñëó÷àå óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ ïîñòóïàþò ÷å-
ðåç ðàâíîîòñòîÿùèå ìîìåíòû âðåìåíè t1 = iT ,
i = 0, 1, 2, . . . , Ò - ïåðèîä äèñêðåòèçàöèè.

Ñòðóêòóðà äèñêðåòíîé (èìïóëüñíîé) ñèñòå-
ìû ñëåäóþùàÿ. Ñèãíàë îøèáêè e = (υ−y) ïîñòó-
ïàåò íà èìïóëüñíûé ýëåìåíò, êîòîðûé âûäàåò ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü èìïóëüñîâ ïîñòîÿííîãî ïåðèî-

äà T è ïîñòîÿííîé äëèòåëüíîñòè τ , àìïëèòóäà
êîòîðûõ hk = e(kT ). Äàëåå ýòè èìïóëüñû ïîñòó-
ïàþ íà ðåãóëÿòîð â ïåðâîì êàíàëå ñ ïåðåäàòî÷-
íîé ôóíêöèåéW

′
1(s), êîòîðîé âûðàáàòûâàåò ñèã-

íàë x1 è äàëåå íà çâåíî ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé
W1(s). Àíàëîãè÷íî âî âòîðîì êàíàëå èìååì ðå-
ãóëÿòîð ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé W

′
2(s) è äàëåå

çâåíî ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåéW2(s). Òàêèì îá-
ðàçîì, â ïðÿìîé öåïè ïîñëå èìïóëüñíîãî ýëåìåí-
òà è äî âûõîäà ñèñòåìû y èìååì îáùóþ ïåðåäà-
òî÷íóþ ôóíêöèþ W (s) = W

′
1W1 + W

′
2W2. Äàëåå

ïðèìåíÿÿ èçâåñòíûå ìåòîäû èç òåîðèè èìïóëüñ-
íûõ ñèñòåì íàõîäèì äèñêðåòíóþ ïåðåäàòî÷íóþ
ôóíêöèþ ïðÿìîé öåïè W (z) = Z {W (s)}.

Äàëüíåéøèé àíàëèç ñèñòåìû êàê ðàçîìêíó-
òîé, òàê è çàìêíóòîé ïðîâîäèì èçâåñòíûìè ìå-
òîäàìè òåîðèè ëèíåéíûõ èìïóëüñíûõ ñèñòåì.
Ïóñòü, íàïðèìåð, W

′
1 = K

′
1/S, W1 = K1/(T1S +

1), W
′
2 = K

′
2/S, W2 = K2/(T2S + 1). Òîãäà äëÿ

ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ T1 = T2 = θ ïîëó÷èì äèñ-
êðåòíóþ ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ â ñëåäóþùåì
âèäå:

W |z| = αT

[
γ

z − 1
+
d(1− d−γ)θ

T (z − d)

]
,

ãäå α = K
′
1K1 +K

′
2K2, γ = τ/T , d = e−

T
θ .

Äàëåå íåñëîæíî ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò ïî àíà-
ëèçó óñòîé÷èâîñòè è îöåíêè êà÷åñòâà äèñêðåò-
íîé ñèñòåìû. Îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû
ñèñòåìû ïðè τ << T , à òàêæå ïðè τ = T .
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ìè ïðîöåññàìè. //ÌÍÒÊ Àâòîìàòè÷åñêèé êîíòðîëü
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