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В статье рассматриваются задачи управления дифференциальными включениями с запаз-
дыванием. Задачи такого типа покрывают широкий диапазон задач динамической оптими-
зации с временным запаздыванием, в частности, стандартные и нестандартные модели оп-
тимального управления открытого и замкнутого типа. 
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1. Введение. Необходимые конструкции многозначного и негладкого анализа и 
вспомогательные результаты 

Основным направлением в изучении проблем оптимального управления дифференци-
альными включениями является вывод необходимых условий оптимальности. Трудности на 
этом пути хорошо иллюстрируются многочисленными неудачными попытками распростране-
ния принципа максимума Понтрягина [1] в его классической форме уже на задачи оптимально-
го управления гладкими динамическими системами с множеством управлений, зависящим от 
фазового состояния. Первые необходимые условия оптимальности типа принципа максимума 
для задач управления дифференциальными включениями были предложены В.Г. Болтянским 
[2] в контексте общего распространения теории оптимального управления динамическими сис-
темами, основных общих результатов этой теории и принципа максимума Понтрягина, в част-
ности, на более сложные динамические объекты управления. Эти условия основывались на 
достаточно жестких дополнительных предположениях о структуре дифференциального вклю-
чения (требования существования так называемых локальных сечений). Поэтому за работами 
В.Г. Болтянского последовала серия публикаций, стремившихся к ослаблению требований к 
структуре дифференциального включения. Так, В.И. Благодатских доказал необходимые усло-
вия в форме опорного принципа [3] при условии дифференцируемости опорной функции. 
Стремление исключить жесткие дополнительные предположения при получении результатов 
привело к необходимости выхода за рамки классического анализа и само по себе стимулирова-
ло развитие методов негладкого и многозначного анализа, нашедших в последствии самое ши-
рокое применение в теории экстремальных задач. 

Первые эффективные необходимые условия оптимальности для задачи управления 
дифференциальными включениями без запаздывания были установлены Кларком [4, 5] и бази-
ровались на построенном им обобщенном дифференциальном исчислении негладких функций. 
Результаты, отличные от [4, 5], были получены в работах [6–14], среди которых особое значе-
ние имеют результаты Половинкина и Смирнова [8, 9], положившие начало применению тео-



 

рии дифференцирования многозначных отображений для изучения дифференциальных вклю-
чений. 

Многочисленные приложения задач с наличием эффекта запаздывания стимулировали 
изучение задач оптимального управления дифференциальными и дискретными включениями с 
запаздыванием. Необходимые условия для задачи оптимального управления дифференциаль-
ными включениями с запаздыванием были впервые получены Кларком и Уоткинсом [15]. Они 
расширяют условия Кларка [4] на дифференциальные включения с запаздыванием. Результат 
[15] выражен в терминах конструкций Кларка для негладкого анализа и позволяет исследовать 
не только негладкие задачи, не решаемые стандартными методами, но также дает информацию 
об устойчивости системы относительно возмущений параметров и ведет к новому подходу к 
управляемости. Хотя необходимые условия [15] имеют ряд преимуществ, они не покрывают 
многие важные ситуации. В частности, эти условия были доказаны только при предположении 
выпуклости вектограмы системы. В то же время хорошо известно, что предположения выпук-
лости весьма стеснительны в некоторых важных ситуациях и имеет смысл избегать их сколько 
возможно. Кроме того, необходимые условия [15] в форме гамильтоновых включений не сво-
дятся к принципу максимума [1] в случае гладких систем управления и, следовательно, оказы-
ваются недостаточно сильными в некоторых ситуациях. 

Более сильные необходимые условия получены с помощью других методов в работах 
[12, 16–18]. 

Важное значение наряду с необходимыми условиями оптимальности имеют также ус-
ловия управляемости. Для исследований в области управляемости дифференциальными вклю-
чениями характерно стремление к построению теории столь же полной, как и в случае гладких 
динамических систем. Вместе с тем, несмотря на многочисленные результаты, полученные раз-
личными методами, в теории управляемости имеется ряд вопросов, исследованных недостаточ-
но полно. Управляемость дифференциальными включениями без запаздывания была исследо-
вана Кларком [4], Мордуховичем [11], Половинкиным и Смирновым [8], Франковской [10]. 
С другой стороны известно, что эффект запаздывания существенно осложняет проблему управ-
ляемости. Выводу достаточных условий локальной управляемости для дифференциальных 
включений с запаздыванием и их дискретных аппроксимаций посвящены работы [19–23]. 

Важнейшей характеристикой математических моделей является их адекватность реаль-
ным системам. На адекватность модели, в свою очередь, существенным образом влияет ее спо-
собность учитывать и отражать такие свойства реальной системы, как наличие неопределенно-
сти. Источником этой неопределенности, которую удобно представлять как некий возмущаю-
щий фактор, могут быть инструментальные погрешности измерений, флуктуации исходного 
состояния, случайные внешние влияния, погрешности аппроксимации реальных зависимостей 
математическими конструкциями и т.д. Полностью устранить факторы, искажающие идеаль-
ную картину, практически невозможно. Поэтому одной из значимых задач является решение 
проблемы устойчивости задачи оптимального управления относительно возмущений, впервые 
поставленной Кларком [4] и заключающейся в получении оценок обобщенных градиентов 
Кларка для функции оптимального значения задачи [24–26]. 

Данная статья представляет основные результаты, полученные в области исследования 
дифференциальных включений с запаздыванием [16–23, 27–29] и основанные на применении в 
первую очередь обобщенной линеаризации и дифференцирования многозначных отображений. 

Примем стандартные обозначения , , для замыкания, внутренности и 
выпуклой оболочки произвольного непустого множества . Обозначим через 
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замкнутый шар и через норму соответствующего евклидова пространства . Обозначим 
через  пространство абсолютно непрерывных функций из [ ,  в . 
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Пусть  — многозначное отображение, определенное на банаховом пространстве G X  
со значениями  в банаховом пространстве Y. Используя касательный конус к графику ( )G x

{ }Gr ( , ) | ( ),G x y X Y y G x x X= ∈ × ∈ ∈  

многозначного отображения, можно определить (см. [7,30]) производную многозначного ото-
бражения в точке ( , ) Grx y ∈ G по направлению v X∈ : 

{ }ˆ( , ; ) | ( , ) ( , | Gr )DG x y v w Y v w T x y G= ∈ ∈ . 

Введенная производная является обобщением понятия обычной производной функции 
по направлению и позволяет линеаризировать математическую модель в условиях отсутствия 
классической дифференцируемости. 

Пусть . Обозначим через nK ⊂ * *: { : , 0, }nK x x x x K+ = ∈ ≥ ∀ ∈  сопряженный 

конус к . K
Пусть  — многозначное отображение на F n n× ×  с непустыми компактными 

значениями . Рассмотрим дифференциальное включение с запаздыванием ( , , ) nF t x y ⊂

( ) ( , ( ), ( ))x t F t x t x t∈ − ∆ , (1.1) 

где ; ; nx ∈ [ , ]t a b∈ const∆ = ; 0 . b a< ∆ < −
Траекторией дифференциального включения с запаздыванием (1.1) будем называть аб-

солютно непрерывную на  и [ , ]a b L∞  на [ ,a a)− ∆  функцию ( )x ⋅  такую, что 
 п.в. на [ , . ( ) ( , ( ), ( ))x t F t x t x t∈ − ∆ ]a b

Пусть 0 ( )x ⋅  — траектория для (1.1). Примем стандартные предположения, при которых 
принято рассматривать задачи управления дифференциальными включениями. Другими слова-
ми будем предполагать, что 

1) многозначное отображение  липшицево измеримо в окрестности траектории F 0 ( )x ⋅ , 
т.е. 

(i) для каждого ( , )x y  в , многозначное отображение  измеримо 
на [ ,  по Лебегу, 

n × n ( , , )t F t x y→
]a b
(ii) для каждого  многозначное отображение [ , ]t a b∈ ( , ) ( , , )x y F t x y→  липшицево в 

окрестности 0 ( )x ⋅ , т.е. существует интегрируемая функция  на [ ,  и число ( )l t ]a b 0 0δ >  такое, 
что ( , , ) ( , , ) ( )[| | | |]F t x y F t x y l t x x y y B⊂ + − + −  для всех ( , ), ( , ) ( ), [ , ]x y x y D t t a b∈ ∈ , 
где 0 0

0 0( ) {( , ) :| ( ) | ,| ( ) | }D t x y x x t y x tδ δ= − < − − ∆ < ; 
2) многозначное отображение F вляется локально интегрально ограниченным в окре-

стности траектории 0 ( )
 я

x ⋅ и существует интегрируемая функция ( )m t [ ,a b ая, что , есл на ]  так  
( )v ≤  всех v F∈ х ( ,m t  для t x y  все( , , ) ) ( ), [ , ]x y D t t a b∈ ∈ . 

Пусть ⋅  — норма пространства . Наряду с (1.1) рассмотрим овыпукленное 

дифференциальное включение с запаздыванием, полученное из (1.1) заменой  его вы-
пуклой оболочкой . Траектория овыпукленного дифференциального включения с 
запаздыванием, полученного из (1.1), называется релаксационной траекторией для дифферен-
циального включения (1.1). 

[ , ]C a b
( , , )F t x y

co ( , , )F t x y

Утверждение, приведенное ниже, представляет собой модификацию теоремы 1 [15]. 
Утверждение 1.1. Пусть  — любая релаксационная траектория к (1.1) такая, что 

 для всех . Тогда для любого числа 
( )z ⋅

( ( ), ( )) ( )z t z t D t− ∆ ∈ [ , ]t a b∈ 0δ >  существует траектория 
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( )x ⋅  дифференциального включения (1.1) такая, что ( ) ( )z t x t=  для всех  и [ ,t a a∈ − ∆ ]
( ) ( )x z δ⋅ − ⋅ < . 

Таким образом, любая релаксационная траектория может равномерно аппроксимиро-
ваться траекториями. 

Положим  и для любого фиксированного  рас-
смотрим график многозначного отображения 

0 0 0 0( ) ( ( ), ( ), ( ))w t x t x t x t= − ∆ [ , ]t a b∈
( , ) : ( , ) ( , , )F t x y F t x y⋅ → , т.е. множество 

{ }Gr ( , ) : ( , , ) : ( , , ), , nF t w x y v v F t x y x y⋅ = = ∈ ∈ . 

Мы, очевидно, имеем ) w t F t0 ( ) Gr ( ,∈ ⋅  для все ]bх t a[ ,∈ . Следуя [16–18], можем 
определить производную 

( ){ }0 0ˆ( , ( ); , ) : : , , ( ( ) | Gr ( , ))nDF t w t x y v x y v T w t F tδ δ δ δ δ δ= ∈ ∈ ⋅
 

многозначного отображения  в точке  по направлению . ( , )F t ⋅ 0 ( )w t ( , ) n nx yδ δ ∈ ×
Используя определенную выше производную, можно ввести линеаризованное диффе-

ренциальное включение с запаздыванием 
0( ) ( , ( ); ( ), ( )) [ , ]x t DF t w t x t x t t a bδ δ δ∈ − ∆ ∈ , (1.2) 

которое по аналогии с теорией обыкновенных дифференциальных уравнений будем называть 
дифференциальным включением в вариациях. 

Следующее утверждение, полученное в [16, 17], расширяет соответствующие результа-
ты [8, 9] на дифференциальные включения с запаздыванием и является основополагающим для 
анализа свойств их траекторий. 

Теорема 1.1. Пусть  функция из ( )r ⋅ [0, )∞  в  такая, что  при . 
Тогда для каждой траектории 

n 1 ( ) 0rε ε− → 0ε ↓
( )xδ ⋅  дифференциального включения в вариациях (1.2) сущест-

вуют число 0 0ε >  и траектория ( )xε ⋅  к включению (1.1), определенная для всех 0[0, ]ε ε∈  и 
такая, что 

0( ) ( ) ( )x t x t x tε εδ= +  для всех , [ ,t a a∈ − ∆ )

0( ) ( ) ( ) ( )x a x t x a rε εδ ε= + + , 

0( ) ( ) ( ) ( )x t x t x t tε εεδ λ= + + , , [ , ]t a b∈

где ( )ελ ⋅  — абсолютно непрерывная функция и 1 ( ) 0εε λ− ⋅ → , 1 ( ) 0
a

b
t dtεε λ− →∫  при . 0ε ↓

Замечание. Теорема 1.1 является прямым обобщением теоремы о дифференцируемости 
решений обыкновенного дифференциального уравнения по начальным данным и показывает, 
что множество всех траекторий дифференциального включения в вариациях входит в касатель-
ный конус к множеству всех траекторий дифференциального включения (1.1) в пространстве 
Соболева  абсолютно непрерывных функций на [ ,  с нормой 1,1([ , ], )nW a b ]a b

|| ( ) || | ( ) | | ( ) |
b

W
a

x x a x t dt⋅ = +∫ . 
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2. Локальная относительная управляемость 

Пусть  — многозначное отображение из F n n× ×  в с непустыми компактны-
ми значениями . Пусть , 

n

( , , ) nF t x y ⊂ nx ∈ [ , ]t a b∈ , 0 b a< ∆ < − . Рассмотрим дифферен-
циальное включение с запаздыванием 

( ) ( , ( ), ( ))x t F t x t x t∈ − ∆  (2.1) 

с начальным условием 0( ) ( )x t x t=  для всех  из [ ,t ]a a− ∆ . 
Определение 2.1. Дифференциальное включение (2.1) будем называть локально относи-

тельно b-управляемым вдоль траектории 0 ( )x ⋅ , если 0 ( ) int ( )x b R∈ b , 
где ( )R b  — множество достижимости дифференциального включения (2.1) с начальным усло-
вием 

0( ) ( )x t x t=  для всех  из [ , т.е. t ,a a− ∆ ]
0( ) { ( ) | ( ) [ , ], ( ) ( , ( ), ( )) . . [ , ], ( ) ( ) [ , ]}nR b X b x AC a b x t F t x t x t пв на a b x t x t при t a a= ⋅ ∈ ∈ −∆ = ∈ −∆ . 

Отметим, что данное определение является естественным обобщением на дифференци-
альные включения с запаздыванием понятия локальной относительной управляемости систем 
управления с запаздыванием [31]. 

Для любого фиксированного [ , ]t a b∈  обозначим 

( ) Gr co ( , ) : {( , , ) : , , co ( , , )}n nE t F t x y v x y v F t x y= ⋅ = ∈ ∈ ∈ . 

Пусть  и  — произвольный выпуклый замкнутый 
конус в , измеримо зависящий от t  при 

0 0 0 0( ) ( ( ), ( ), ( ))w t x t x t x t= − ∆ ( )A t
n n× × n [ , ]t a b∈  и лежащий в . 0( ( ) | ( ))T w t E t

Рассмотрим линеаризованное дифференциальное включение 

( ) ( , ( ), ( )) . . [ , ], ( ) 0 [ , ]x t A t x t x t п в t a b x t при t a aδ δ δ δ∈ − ∆ ∈ = ∈ − ∆ , (2.2) 

где , ( , , ) { | ( , , ) ( )}nA t x y v x y v A tδ δ δ δ δ δ= ∈ ∈
и обозначим ( )AR b  его множество достижимости, т.е. 

( ) { ( ) | ( ) [ , ], ( ( ), ( ), ( )) ( ) . . [ , ],
( ) 0 [ , ]}

n
AR b x b x AC a b x t x t x t A t п в на a b

x t при t a a
δ δ δ δ δ
δ

= ⋅ ∈ − ∆ ∈
= ∈ − ∆

 

Теорема 2.1. Прямое достаточное условие локальной управляемости. Пусть при неко-
тором допустимом выборе конуса имеет место равенство . Тогда дифферен-

циальное включение (2.1) локально относительно b-управляемо вдоль траектории 

( )A t ( ) n
AR b =

0 ( )x ⋅ . 
Легко видеть, что данная теорема является обобщением известных достаточных усло-

вий локальной управляемости динамической системы по линейному приближению[31]. Имен-
но: для локальной относительной b-управляемости дифференциального включения (2.1) вдоль 
траектории 0 ( )x ⋅  достаточно, чтобы линеаризованное дифференциальное включение (2.2) было 
вполне относительно управляемым. 

Введем множество 

( ( )) { | ( ), ( ) , ( ) [ , ], ( ) [ , ] ( ) [ , ],

( ) 0 [ , ], ( ) , ( ( ), ( ), ( ) ( )) ( ) . . [ , ]}.

n n nQ A t p q такие что q AC a a p AC a b и p L a a

q t при t b b p b p t q t p t q t A t пв на a b

η

η
∞

+

= ∈ ∃ ⋅ ⋅ ⋅ ∈ −∆ ⋅ ∈ ⋅ ∈ −∆

= ∈ −∆ = − − −∆ + ∈  
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t  вы t = . Тогда
Теорема 2.2. Двойственное достаточное условие локальной управляемости. Пусть при 

некотором допустимом выборе конуса A полняется условие (Q A  диф-

ференциальное включение (2.1) локально относительно b-управляемо вдоль траектории 
0 ( )

( ) ( )) {0}
x ⋅ . 

Отметим, что теорема 2.2 в случае гладкой системы управления сводится к хорошо из-
вестным в литературе достаточным условиям локальной управляемости [32]. В частности, в 
случае линейной стационарной системы управления из нее получается критерий относительной 
управляемости Габасова-Кирилловой, выраженный через определяющие уравнения системы 
[31]. 

3. Принцип максимума 

Пусть  — многозначное отображение из F n n× ×  в с непустыми компактны-
ми значениями , , 

n

( , , ) nF t x y ⊂ nx ∈ [ , ]t a b∈ , 0 b a< ∆ < − . Рассмотрим дифференциаль-
ное включение с запаздыванием 

( ) ( , ( ), ( ))x t F t x t x t∈ − ∆  (3.1) 

и следующую задачу динамической оптимизации: требуется минимизировать функционал 

( ( ))J g x b=  (3.2) 

по всем траекториям ( )x ⋅  дифференциального включения с запаздыванием (3.2), подчиненным 
ограничениям 

( ) ( )x t c t=  , [ , )t a a∈ − ∆ 0( )x a C∈ , 1( )x b C∈ , (3.3) 

где  и  — заданные замкнутые подмножества в ; 0C 1C n ( )c ⋅  — заданная -функция на 

;  — локально липшицевая функция. 

L∞

[ , )a a− ∆ : ng →
Траектория ( )x ⋅  называется допустимой, если удовлетворяет ограничениям (3.3). Пола-

гаем, что существуют допустимые траектории в рассматриваемой задаче. Пусть 0 ( )x ⋅  одна из 
них. 

Пусть функция  конечна в . Обозначим : {nf → ∨ ±∞} nx ∈ ( ; )f x x⊕  любую по-
лунепрерывную снизу сублинейную функцию от x , удовлетворяющую для всех nx ∈  нера-
венству 

1

0
limsup [ ( ) ( )] ( ; )f x x f x f x x
ε

ε ε− ⊕

↓
+ − ≤ . 

Субдифференциал [6, 33] выпуклой функции ( ; )f x⊕ ⋅  в точке 0x = будем обозначать 
( ;0)f x⊕∂ . Таким образом, ( ;0) { : , ( ; ), }n nf x x f x x xξ ξ⊕ ⊕∂ = ∈ ≤ ∈ . 

В случае локально липшицевой функции f  мажоранту ( ; )f x⊕ ⋅  всегда можно выбрать 
ограниченной, следовательно, она будет локально липшицевой [33]. 

Представим некоторые конструкции, в терминах которых будем формулировать необ-
ходимые условия. Так как функция  липшицева на , рассмотрим мажоранту g ( )D b ( ; )g x x⊕  
такую, что ( ; )g x x l x⊕ ≤  для всех ( )x D b∈  всех nx ∈ , где const 0l = >  — постоянная 
Липшица для функции . Такая мажоранта, очевидно, локально ограничена и, следовательно, 
локально липшицева относительно 

g
x . 

Наряду с касательным конусом к множеству  в точке C x  нам понадобится также внут-
ренний касательный конус к C  в x : 



 

( | ) : { : 0, , [0, ]}nI x C x такое что x x B Cδ ε εδ ε δ= ∈ ∃ > + + ⊂ ∀ ∈ . 

Пусть  — произвольный выпуклый замкнутый конус, лежащий в  и 

пусть  — произвольный выпуклый замкнутый конус в 
0K 0

0
ˆ( ( ) | )T x a C

( )A t n n n× × , измеримо зависящий 

от  при  и лежащий в . Наконец, пусть  — произвольный выпуклый 

замкнутый конус в , лежащий в 

t [ , ]t a b∈ 0ˆ( ( ) | ( ))T w t E t 1K
n 0

1cl ( ( ) | )I x b C  (мы принимаем здесь, что 

). 0
1( ( ) | )I x b C ≠ ∅

Теорема 3.1. Пусть траектория 0 ( )x ⋅  — решение задачи (3.1)–(3.3). Существуют чис-
ло 0λ ≥  и абсолютно непрерывные функции  и  такие, что :[ , ] np a b → :[ , ] nq a b− ∆ →

(i)   ( ( ), ( ). ( ) ( )) ( )p t q t p t q t A t+− − ∆ + ∈ п.в. на [ , , ]a b

(ii)    на [ ; , ( ) 0q t ≡ ]b b− ∆

(iii)   0( ) ( )p a q a K ++ ∈ − , 

(iv)   0
1( ) ( ( ))p b g x bλ ⊕ +∈ − ∂ + K , 

(v)   ( ) 0p bλ + > , 

где ,  и  — конусы, сопряженные соответственно к ,  и . ( )A t+
0K +

1K + ( )A t 0K 1K
Замечание. Для задачи без запаздывания теорема 3.1 приводит к необходимым началь-

ным условиям [7, 9]. 
Покажем, что принцип максимума Понтрягина — частный случай теоремы 3.1. 
Пусть , U  — компактное множество в . Рассмотрим систему управления nx ∈ m

( ) ( , ( ), ( ), ( ))x t f t x t x t u t= − ∆ , , (3.4) ( )u t U∈

где  ( ) [ , ]mu t L a b∞∈ [ , ]t a b∈  функция f непрерывна вместе с ее частными производными 
( , , , )x f t x y u∇  и ( , , , )y f t x y u∇ . 

Рассмотрим задачу (3.4), (3.2), (3.3). Пусть 0 0{ ( ( )}),u x ⋅⋅  — оптимальный процесс в рас-
сматриваемой задаче. Положим для краткости 

0 0 0( ) ( , ( ), ( ), ( ))x xf t f t x t x t u t∇ = ∇ − ∆ 0 0 0( ) ( , ( ), ( ), ( ))y y, f t f t x t x t u t∇ − ∆∇ = . 

По лемме Филиппова [34] сформулированная задача эквивалентна задаче (3.1)-(3.3) с 
многозначным отображением ( , , ) ( , , , )F t x y f t x y U= . Нетрудно проверить, что 

0( ) ( ) ( , ( ); , )x yf t x f t y DF t w t x yδ δ δ∇ + ∇ ∈ δ . 

Кроме того, в силу леммы 2.8 [9] следует 
0 0( , ( ); , ) ( ) ( , ( ); , )DF t w t x y K t DF t w t x yδ δ δ+ ⊂ δ

∆

∈

, 

где . 0 0 0ˆ( ) : ( ( ) | co ( , ( ), ( )))K t T x t F t x t x t= −
Следовательно, в качестве конуса  можно принять конус ( )A t

( ) {( , , ) : ( ) ( ) ( ), , }n
x yA t x y v v f t x f t y K t x yδ δ δ δ δ δ δ δ= ∈∇ + ∇ + . 
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Тогда 

{
}

[ ]{ }

* * * * * *

*** * * * * * * *

( ) ( , , ) : , , , ( ) ( ) 0,

, , ( )

( , , ) : ( ) , ( ) , ( ) ,

x y

n

x y

A t x y v x x y y v f t x f t y

x y K t

x y v x f t v y f t v v K t

δ δ δ δ ξ

δ δ ξ

+

+

= + + ∇ + ∇

∈ ∈ =

⎡ ⎤= = − ∇ = − ∇ ∈⎣ ⎦

+ ≥

 

где [ ]*( )x f t∇  и 
*

( )y f t⎡∇⎣ ⎤⎦  — сопряженные матрицы к ( )x f t∇ , ( )y f t∇ . Применяя теоре-

му 3.1 к рассматриваемой задаче, мы получаем, что существуют число 0λ ≥ , функции 
( ) [ , ]np AC a b⋅ ∈  и  такие, что ( ) [ , ]nq AC a b⋅ ∈

(a)   [ ] [ ]*( ) ( ) ( ) ( )xp t f t p t q= − ∇ + t , 

[ ]*
( ) ( ) ( ) ( )yq t f t p t q t⎡ ⎤− ∆ = − ∇ +⎣ ⎦ , 

0( ) ( ), ( ) 0p t q t v x t+ − ≤  

для всех  и всех 0 0( , ( ), ( ))v F t x t x t∈ − ∆ [ , ]t a b∈ ; 

(b)    на [ ; , ( ) 0q t ≡ ]b b− ∆ 0( ) ( )p a q a K ++ ∈ − ; 

(c)   0
1( ) ( ( ))p b g x b Kλ ⊕ +∈ − ∂ + , ( ) 0p bλ + > . 

Обозначив ( ) ( ) ( )t p t q tψ = + , условия (a)–(c) можно переписать в более традиционной 
форме: 

[ ] **( ) ( ) ( ) ( ) ( )x yt f t t f t tψ ψ ψ⎡ ⎤= − ∇ − ∇ + ∆ + ∆⎣ ⎦ , 

0 0 0 0 0max ( ), ( , ( ), ( ), ) ( ), ( , ( ), ( ), ( )) [ , ]
u U

t f t x t x t u t f t x t x t u t t a bψ ψ
∈

− ∆ = − ∆ ∈ , 

где 

( ) 0tψ ≡  при , t b> 0
1 1( ) ( ( );0)t g x b Kψ λ ⊕∈ − ∂ + 0( )a K+ ; ψ +∈

2

. 

Таким образом, в случае гладкой системы управления с запаздыванием теорема 3.1 сво-
дится к обычному принципу максимума [35]. Это означает, что теорема 3.1 является непосред-
ственным обобщением принципа максимума для динамических систем управления с запазды-
ванием. Следует отметить, что широко известные необходимые условия оптимальности Клар-
ка-Уоткинса не являются подобным обобщением, не говоря уже об их неприменимости для 
дифференциальных включений с невыпуклой вектограммой. 

4. Оценки обобщенных градиентов функции оптимального 
значения и необходимые условия оптимальности 

Пусть  — многозначное отображение с непустыми компактными 
значениями . Рассмотрим дифференциальное включение с запаздыванием 

:
nn nF × × →

( , , ) nF t x y ⊂

( ) ( , ( ), ( )) [ , ]x t F t x t x t t a b∈ − ∆ ∈ , (4.1) 
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где , ∆  — число, удовлетворяющее условию 0nx ∈ b a< ∆ < − . 
Пусть  — липшицева функция на множестве  и пусть ,  — 

замкнутые подмножества . 

: ng → ( )D b 0C 1C
n

Рассмотрим возмущенную задачу динамической оптимизации: 

0 1

{ ( ( ))}
[ , ]

( ) ( ) ( , ( ), ( )) . . [ , ],
( ) ( ) [ , ),
( ) , ( ) .

n

u

минимизировать J g x b
по x AC a b

P x t F t x t x t п в на t a b
x t c t t a a
x a C x b C u

=⎧
⎪ ∈⎪⎪ ∈ − ∆ ∈⎨
⎪ = ∈ − ∆⎪

∈ ∈ +⎪⎩

 

Очевидно, при  задача 0u = uP  эквивалентна задаче (3.1)–(3.3). Введем функцию опти-
мального значения 

( ) inf{ ( ( )) : ( ) [ , ],nV u g x b x AC a b= ⋅ ∈ ( ) ( , ( ), ( ))x t F t x t x t∈ − ∆  п.в. на [ , , ]a b

( ) ( )x t c t=  , [ , )t a a∈ − ∆ 0( )x a C∈ , 1( )x b C u∈ + } . 

В общем случае функция оптимального значения не является полунепрерывной 
снизу в точке 0, но можно показать, что она будет полунепрерывной снизу при условии выпук-
лости правой части дифференциального включения, т.е. при выпуклых множествах . 

( )V u

( , , )F t x y
Наряду с касательным конусом к множеству C  в очке т x  определим также 

касательный конус  ( | )T x C  к множеству C   то Кларка в чке x : 

( | ) { | { } 0, { } , { } : 1, 2,...}
C

k k k k k kT x С x E t x x x x x t x C для k= ∈ ∀ ↓ ∀ → ∃ → + ∈ = , 

где 
C

kx x→  означает, что kx C∈  для всех  и k kx x→ . 
Нормальный конус Кларка к множеству  в точке C x  определяется как 

( | ) [ ( | )]N x C T x C += − . 
Нам понадобится также обобщенный градиент Кларка функции f  в точке x , т.е. мно-

жество 

( ) { | ( , 1) ( , ( ) | epi )}nf x N x f xξ ξ∂ = ∈ − ∈ f  

и асимптотический обобщенный градиент функции f  в x -множество 

( ) { | ( ,0) ( , ( ) | epi )}nf x N x f xξ ξ∞∂ = ∈ ∈ f , 

где epi {( , } | ( )}nf x a a f x= ∈ × ≥ . 
Заметим, что ( )f x∂  и ( )f x∞∂  являются выпуклыми замкнутыми множествами. Более 

того, , если функция ( ) [ ( ) \{0}]f x f x∞∂ ∪ ∂ ≠ ∅ f  является полунепрерывной снизу в окрест-
ности точки x . 

Для любой траектории ( )x ⋅ включения (4.1) введем множество 

0

0

( ( ), ) { | ( ) [ , ] ( ) [ , ]

( ) , ( ) 0 [ , ], ( ) ( ) ,

( ( ), ( ), ( ) ( )) ( ) . . [ , ]}

n n nQ A t K p AC a b и q AC a b

такие что p b q t на b b p a q a K

p t q t p t q t A t п в на a b

η

η +

+

= ∈ ∃ ⋅ ∈ ⋅ ∈ − ∆

= − = − ∆ + ∈ −

− − ∆ + ∈
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0( ( ) | )a C
где ,  и  — соответственно касательные конусы Кларка 

, T x  и . 
( )A t 0K 1K

(( ( ), ( ), ( )) | gr ( , ))T x t x t h x t F t− ⋅ 1( ( ) | )T x b C
Теорема 4.1. Пусть X  — множество всех оптимальных траекторий в задаче . ( )uP
Тогда 

1)   [ ]{ }1 0(0) clco ( ( ), ) ( ( ))V K Q A t K g x+∂ ⊂ ∩ − + ∂ b  при (0)V∂ ≠ ∅ ; 

2)   [ ]{ }1 0(0) clco ( ( ), )V K Q A t∞ +∂ ⊂ ∩ − K . 

Полученные оценки обобщенного градиента функции оптимального значения  вы-
полняют роль меры устойчивости задачи оптимального управления относительно возмущений, 
характеризуя ее чувствительность к изменению параметров. Оценки обобщенного градиента и 
асимптотического обобщенного градиента для функции оптимального значения , найденные 
в теореме 4.1, позволяют также получить необходимые условия оптимальности для задачи 

. 

V

V

( )uP
Теорема 4.2. Пусть множества  выпуклы и ( , , )F t x y ( )x ⋅  — решение задачи . То-

гда существуют число 

( )uP
0λ ≥ , вектор ( ( ))g x bξ ∈∂  и функции ( ) [ , ]np AC a b⋅ ∈ , 

 такие, что ( ) [ , ]nq AC a⋅ ∈ − ∆ b

]

(i)   , ( ( ), ( ), ( ) ( )) (( ( ), ( ), ( )) | Gr ( , )) . . [ , ]p t q t p t q t N x t x t x t F t п в на a b− ∆ + ∈ − ∆ ⋅

(ii)    на [ ; , ( ) 0q t = b b− ∆

(iii)   0( ) ( ) ( ( ) | )p a q a N x a C+ ∈ , 

(iv)   1( ) ( ( ) | )p b N x b Cλξ+ ∈ − , 

(v)   ( ) 0p bλ + > , 

при этом если , то (0)V∂ ≠ ∅ 1λ =  и ( ) (0)p b Vξ+ ∈∂ . 
Отметим, что полученные в теореме 4.2 необходимые условия оптимальности обобща-

ют результат [13] на дифференциальные включения с запаздыванием. 

METHODS OF MULTI-VALUED ANALYSIS IN INVESTIGATION 
OF CONTROL PROBLEMS TO DIFFERENTIAL INCLUSIONS WITH DELAY 

L.I. MINCHENKO, A.N. TARAKANOV 

Abstract 

In the article we investigate control problems for differential inclusions with delay. Problems 
of this type cover a wide range of dynamic optimization problems with delay, such as standard and 
non-standard models of optimal control of open and closed type. 
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