
 

38 

ДОКЛАДЫ  БГУИР  
2004  ЯНВАРЬ–МАРТ  №  1  

УДК 512.8 

АНАЛИЗ МНОГОМЕРНЫХ ДАННЫХ: 
ПРОБЛЕМЫ, СОСТОЯНИЕ, ПЕРСПЕКТИВЫ 

В.С. МУХА 

Белорусский государственный университет информатики и радиоэлектроники 
П. Бровки, 6, Минск, 220013, Беларусь 

Поступила в редакцию 20 ноября 2003 

Рассмотрены различные математические подходы к анализу многомерных данных: класси-
ческий, векторно-матричный, тензорный, подход функционального анализа. Выполнен об-
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Проблема анализа многомерных данных 

Объектом рассмотрения в данной статье являются математические данные, т.е. данные, 
которые в языках программирования принято называть целыми или действительными констан-
тами или переменными. Данные будем называть многомерными, если они состоят из одного 
или более чисел или одной или более переменных. Под анализом данных будем понимать по-
строение и исследование математических моделей данных, т.е. математических зависимостей, 
которые показывают, как данные преобразуются в различных системах и физических процес-
сах. 

В настоящее время можно выделить несколько подходов к анализу многомерных дан-
ных: классический (скалярный); подход функционального анализа; векторно-матричный; тен-
зорный; многомерно-матричный. 

Классический или скалярный подход характеризуется тем, что имеющийся набор дан-
ных рассматривается состоящим из отдельных скалярных чисел или переменных. Математиче-
ская модель данных строится как соотношение, связывающее между собой отдельные скаляр-
ные переменные. Теоретическую основу классического подхода составляет классический мате-
матический анализ [9]. Классический подход к анализу многомерных данных имеет следующие 
недостатки: 

1) громоздкость (необозримость) математических моделей многомерных данных, полу-
ченных с его помощью; 

2) отсутствие аналогии с одномерным случаем; 
3) плохая формализованность, под которой будем понимать использование при опреде-

лении моделей логических операций или логических представлений. О плохой формализован-
ности обычно свидетельствует наличие в выражении многоточий или дополнительных тексто-
вых или графических пояснений. Это затрудняет понимание и компьютерную реализацию мо-
дели. Так, плохо формализованными являются лексико-графическое упорядочивание, кронеке-
рово произведение матриц, векторизация матриц, ряд Тейлора для функции многих перемен-
ных и другие операции; 



 

4) отсутствие теоретической общности, под которой будем понимать справедливость 
конкретной математической модели для любого числа переменных и их степеней; 

5) отсутствие алгоритмической общности, под которой будем понимать работоспособ-
ность алгоритма (программы), построенного на основе модели, для любого числа переменных и 
их степеней без его модификации. Очевидно, что отсутствие теоретической общности влечет за 
собой отсутствие и алгоритмической общности. Однако теоретическая общность не обеспечи-
вает алгоритмическую хотя бы потому, что модель, обладающая теоретической общностью, 
может быть плохо формализованной. 

Подход функционального анализа характеризуется тем, что многомерные данные рас-
сматриваются как элементы некоторых абстрактных математических пространств. При по-
строении математических моделей данных используется понятие отображений этих про-
странств. Теоретической основой этого подхода является функциональный анализ [8]. Функ-
циональный анализ — весьма общий (обладающий теоретической общностью) и мощный, но и 
весьма абстрактный математический аппарат. Он приспособлен для теоретических исследова-
ний и совсем не приспособлен для практических расчетов. В итоге этот подход следует считать 
плохо формализованным и вследствие этого не обладающим алгоритмической общностью. 

Векторно-матричный подход базируется на векторных и матричных представлениях. 
Отдельные скалярные переменные упорядочиваются в наборы, которые называются векторами 
и матрицами. Теоретическую основу векторно-матричного подхода составляет теория матриц и 
матричный анализ [4, 31, 33]. Векторно-матричный подход преодолевает большинство недос-
татков классического подхода. Во-первых, он строго формализован и менее громоздок по срав-
нению с классическим подходом. Во-вторых, многомерные модели, полученные в рамках этого 
подхода, во многом аналогичны моделям одномерного случая. Однако он обладает ограничен-
ными возможностями для представления многомерных нелинейных данных, поскольку с его 
помощью можно получить не более чем квадратичные модели. Имеются случаи получения мо-
делей третьей и даже четвертой степени [34], однако это скорее исключение, чем правило. 

Многомерно-матричный подход характеризуется тем, что использует в качестве пере-
менной многомерную матрицу. Многомерной (p-мерной) (n1×n2×…×np)-матрицей 

p,,n,i),a(A
pi,...,i,i 11

21
=α== αα , (1) 

называется система чисел или переменных , расположенных в точках p-мерного про-

странства, определяемого координатами i
pi,...,i,ia

21

1, i2 ,…, ip [28]. В случае различных чисел n1×n2×…×np 
матрица A называется гиперпрямоугольной. Если n1=n2=…=np=n, то матрица называется гипер-
квадратной или p-мерной матрицей n-го порядка. Определение многомерной матрицы (1) есте-
ственным образом обобщает известные понятия скалярной величины, вектора и двухмерной 
матрицы: скаляр, вектор и двухмерная матрица являются соответственно нуль-, одно- и двух-
мерными многомерными матрицами. Многомерно-матричный подход имеет достоинствами 
векторно-матричного подхода и вместе с тем свободен от его недостатков. Он обладает теоре-
тической общностью, хорошо приспособлен к компьютерной реализации, на его основе можно 
создавать программы алгоритмической общностью. 

Рассматривается также вопрос о привлечении к анализу многомерных данных понятия 
тензора [3]. 

Тензором A ранга p=r+s типа (r, s) (r раз ковариантным и s раз контравариантным) на-

зывается геометрический объект, который в каждом базисе ei, n,i 1= , вещественного 
n-мерного линейного пространства Ln определяется nr+s координатами  (индексы is

r

k,...,k
i,...,ia 1

1
1,…,ir, 

k1,…,ks, независимо принимают значения 1,2,…,n), обладает тем свойством, что его координаты 
 в базисе es

r

k,...,k
i,...,ia ′′
′′

1

1
i', n,i 1=′ , связаны с координатами  в базисе es

r

k,...,k
i,...,ia 1

1
i соотношениями 
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в которых  — элементы матрицы перехода от базиса  к базису , а  — элементы мат-
рицы обратного перехода от  к . Формула (2) — формула преобразования координат тен-
зора при преобразовании базиса [6]. Суть тензорного подхода состоит в использовании тензора 
в качестве многомерной матрицы. Однако было бы смешением понятий отождествлять матрицу 
с тензором [10]. Определение тензора существенно отличается от определения многомерной 
матрицы. Тензор определяется как геометрический объект в -мерном линейном пространстве 

, преобразующийся по формулам (2) при переходе к новому базису пространства, в то время 
как многомерная матрица представляет собой объект в 

i
ib ′ ie ie ′

k
kb ′

ie ′ ie

n
nL

p -мерном пространстве индексов. Об-
щим в этих двух понятиях является лишь то, что многомерная матрица и тензор представляют 
собой совокупности многоиндексных величин. Тензорный подход сводится к отбрасыванию 
всех свойств тензора и использованию лишь этого общего свойства и тензорных обозначений 
при записи произведений многомерных матриц. Однако даже в этом случае допускается неточ-
ность, поскольку, строго говоря, тензор как совокупность многоиндексных величин не является 
многомерной матрицей, так как не рассматривается в пространстве своих индексов. Мы не по-
лучаем также возможности работать с гиперпрямоугольными многомерными матрицами, по-
скольку все индексы тензора принимают значения от 1 до . Использование тензорных обо-
значений также не дает никаких преимуществ, так как операции внешнего и внутреннего про-
изведения тензоров не позволяют реализовать )

n

,( µλ -свернутое произведение многомерных 
матриц при 0≠λ . 

Данная работа посвящена обзору многомерно-матричного подхода к анализу много-
мерных данных. Этот подход нашел и находит применение при решении самых различных за-
дач [1, 5, 11–13, 30, 32, 36]. Приведенные публикации имеют различную научную значимость, 
однако их наличие свидетельствует о растущем интересе к многомерно-матричному подходу, о 
существующем реальном, а порой интуитивном представлении о больших возможностях его 
использования. Теория многомерных матриц нашла также применение в работах [17, 21, 23]. 

Развитие теории многомерных матриц 

Основы теории многомерных матриц заложены Н.П. Соколовым [28]. Важнейшим по-
нятием этой теории является ),( µλ -свернутое произведение многомерных матриц. Пусть  — A
p -мерная матрица: 

p,,n,i),a(A
pi,...,i,i 11

21
=α== αα ,  (3) 

и B  — q -мерная матрица: 

q,,n,j),b(B
qj,...,j,j 11

21
=α== αα .  (4) 

Для удобства представления многомерных матриц их индексы разбивают на состав-
ляющие мультииндексы )c,s,l()i,...,i,i(i p == 21 , )m,s,c()j,...,j,j(j q == 21 , где 

; ; )l,...,l,l(l κ= 21 )s,...,s,s(s 21 λ= )c,...,c(c 1 µ= ; )m,...,m(m 1 ν= ; причем p=µ+λ+κ , 
q=++ νµλ . Тогда матрицы  и A B  в (3), (4) можно записать в виде: 

)a(AA c,s,l),,( == µλκ ,  (5) 

)b(BB m,s,c),,( == νλµ ,  (6) 

где каждый из индексов мультииндексов  пробегает свой диапазон значений. Матрица mcsl ,,,
D , определяемая выражением: 
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)d()ba()BA()AB(D m,s,l
c

m,s,cc,s,l),,(),,(
,, ==== ∑νλµµλκ
µλµλ , 

называется ),( µλ -свернутым произведением матриц  и A B . 
Другим важным понятием теории многомерных матриц является операция транспони-

рования. Определение транспонированной многомерной матрицы дано Н.П. Соколовым: мат-
рица , )a(A T

i,...,i,i
T

p21
= αα = n,1i , p,1=α , элементы которой связаны с элементами матрицы 

 (3) соотношением , где  — какая-нибудь перестановка из 

индексов , называется транспонированной относительно матрицы  соответственно 

подстановке . Однако Н.П. Соколовым не получены формальные правила ра-

боты с транспонированными матрицами. В работе [18] подчеркнуто, что все транспонирован-
ные относительно  матрицы рассматриваются в том же пространстве, что и исходная матрица 

. Это значит, что верхние строки всех подстановок транспонирования имеют вид . 
Введены простые типовые подстановки: "тождественная" на 

A
pp iii

T
iii aa

ααα ,...,,,...,, 2121
=

p21
i,...,i,i ααα

piii ,...,, 21 A

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

αα p1
i
i

,...,i
,...,i

T p1

A
A piii ,...,, 21

p  индексах , "об-

ратная" на 

),...,,( 21 pp iiiE =

p  индексах , определяемая равенствами , где  

означает суперпозицию подстановок, "вперед" на 

1−
pT ppppp ETTTT == −− 11 ** pp TT *1−

r  индексов )i,...,i,i,...,i,i(B r1p2r1rr,p ++= , 

rp ≥ , "назад" на r  индексов )i,...,i,i,...,i,i(H rp1p2rp1rpr,p −+−+−= , rp ≥ , "вперед-назад" 

на sr,  индексов соответственно )i,...,i,i,...,i,i,...,i(HB r1sp1rp1spsr −++−= , srp +≥ . 
С помощью них можно строить более сложные подстановки, и на эти подстановки можно 
разбивать сложные подстановки. Доказана теорема о повторном транспонировании 
многомерной матрицы: если матрица  транспонируется последовательно соответственно 
подстановкам , , то это равносильно ее однократному транспонированию соответственно 
подстановке . 

A
1T 2T

213 TTT ∗=

Очень часто приходится транспонировать ),( µλ -свернутое произведение многомерных 
матриц. В теории обычных матриц при транспонировании произведения множители транспо-
нируются и меняются местами. Для многомерных матриц аналогичное правило имеет место 
лишь при транспонировании ),( µλ -свернутого произведения соответственно некоторой под-
становке специального вида. Это правило было получено Н.П. Соколовым [28], однако пред-
ставляется недостаточно формализованным. С использованием рассмотренных типовых под-
становок его можно представить в виде строго формализованной теоремы: если 

,  — матрицы (5), (6), то [22] ),,(c,s,l A)a(A µλκ== ),,(m,s,c B)b(B νλµ==

)AB()BA( HB
),,(

HB
),,(

,HB
),,(),,(

, κµµνκν
µλκνλµ

µλ
νλµµλκ

µλ = . 

Многомерно-матричный анализ 

 Впервые систематические методы расчета матричных производных были рассмотрены 
в работе [35], где даны определения производных матричной функции , ))x(y()x(Y j,i=

p,1i = , q,1j = , по скалярной переменной x  

q,j,p,i,
dx

dy
)y(

dx
d

dx
dY j,i

j,i 11 ==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== ,  (7) 
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и скалярной функции )  по матрице (Xy )( ,nmxX = , sm ,1= , tn ,1= , 

t,n,s,m,
x
y

dX
dy

n,m

11 ==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

= . (8) 

Для производных матрицы Y  по матрице X  вводятся два определения: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=
>< n,mx

Y
Xd

dY
 при фиксированных значениях индексов  есть производная типа (8) и nm,

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

><
dX

dy
dX

Yd j,i  при фиксированных значениях индексов  есть производная типа (7). На 

основе этих определений получены производные некоторых матричных функций. Однако на-
личие двух видов производных для одной и той же функции и вспомогательных матриц в про-
изводных конкретных функций делают этот подход мало привлекательным. 

ji,

Иной подход изложен в работе [38]. Если  — Y )( qp × -матрица, X  — ( ts × )-матрица, 
то производная  определяется как (dXdY / qtps × )-матрица вида 

t,n,s,m,
x
Y

dX
dY

n,m

11 ==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

= . (9) 

Здесь в отличие от работы [35] производные типа ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=
>< n,mx

Y
Xd

dY
 собираются в од-

ну матрицу больших размеров (9). Однако эта операция является плохо формализованной, что 
приводит к тому, что правила дифференцирования содержат кронекеровы произведения и 
вспомогательные матрицы оказываются громоздкими и неудобными к применению. 

 В работе [2] получены производные некоторых новых функций по сравнению с рабо-
той [35] (следа, определителя матрицы и др.). Производная скалярной функции по матрице на-
звана в [2] скалярно-матричной. Введено понятие дифференциала матричной функции матрич-
ного аргумента. Однако матрично-матричная производная в указанной работе не определена. 
Это не позволяет ставить вопрос о нахождении производных высших порядков и представле-
нии матричных функций рядами Тейлора. 

 Различные определения матрично-матричных производных можно найти в работе [7]. 
Здесь в определениях производных и правилах дифференцирования используются кронекеровы 
произведения или векторные упорядочивания матриц. Поскольку указанные операции относят-
ся к плохо формализованным, то эти подходы также следует считать плохо формализованными. 

Общей характеристикой изложенных подходов является то, что они не выходят за рам-
ки теории обычных (двухмерных) матриц и тем самым принципиально не позволяют работать с 
многомерными матрицами. 

К многомерным матрицам относится работа [11]. Особенностью этой работы является 
то, что индексы многомерной матрицы делятся на строчные и столбцовые (задается строчно-
столбцовая структура матрицы). p-Мерная матрица обозначается как , )s,r(A psr =+ , где r  
и s  указывают количество столбцовых и строчных индексов соответственно. Предложены оп-
ределенные правила отнесения индексов к строчным или столбцовым (правила помечивания 
индексов). Многомерно-матричная производная определяется как )sqrp( +++ -мерная мат-
рица 

)s,r(dX
)q,p(dY)sq,rp(Z =++ , 
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состоящая из частных производных от элементов  матрицы )  по элементам 
 матрицы ) . Однако предположение о строчно-столбцовой структуре многомер-

ной матрицы нарушает связь рассматриваемой теории с теорией многомерных матриц 
Н.П. Соколова. Изменение определения многомерной матрицы влечет за собой изменение оп-
ределения транспонированной матрицы, исчезновение таких понятий, как )

...,,, lkjiy ,( qpY

,...,,, ϕηνµx ,( srX

,( µλ -свернутое 
произведение матриц, ),( µλ -единичная матрица и т.д. Конечные результаты теории (правила 
дифференцирования, производные функций) представляются достаточно громоздкими и плохо 
формализованными, поскольку содержат вспомогательные матрицы и кронекеровы произведе-
ния. 

В работе [14] дано определение многомерно-матричной производной в рамках теории 
многомерных матриц Н.П. Соколова, получены правила многомерно-матричного дифференци-
рования, производные скалярного полинома векторной переменной и ряд Тейлора для скаляр-
ной функции векторного аргумента в многомерно-матричной форме. Несколько позже, и, по-
видимому, независимо, аналогичные вопросы рассматривались в работе [3] с позиций тензор-
ного подхода, недостатки которого обсуждались выше. 

Пусть  — ),,...,,(),( 21 pm mmmmyY == p -мерная гиперпрямоугольная матрица, завися-
щая некоторым образом от -мерной гиперпрямоугольной матрицы 

. Производной матрицы  по матрице 
q

)k,...,k,k(k),x(X q21k == Y X  называется )( qp + -
мерная матрица Z , определяемая выражением [14]: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=′===
k

m
k,m x

y)X(Y
dX

)X(dY))X(z()X(Z . 

Производные высших порядков определяются последовательным дифференцировани-
ем: 

))X(Y()X(Y )n()n( ′= −1 . 

Приведенные определения естественным образом обобщают существующие определе-
ния скалярной, векторно-векторной и векторно-матричной производных. Так, скалярную про-
изводную получаем при , , скалярно-матричную производную (8) - при , 0=p 0=q 20=p =q , 
и т.д. Правила многомерно-матричного дифференцирования, полученные на основе данного 
определения, естественным образом обобщают известные правила скалярного дифференциро-
вания. Если )  — (YF r -мерная функция, где )(XYY =  — p -мерная функция -мерной мат-
рицы-аргумента 

q
X  с различными элементами, то (производная сложной функции) 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

dX
dY

dY
dF

dX
dF p,0

. 

Если  — )(XF p -мерная матрица, )(XΦ  — r -мерная матрица, X  — -мерная мат-
рица-аргумент, то (производная произведения) 

q
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Если функция )  задана неявно уравнением (XY

0)Y,X(F = , 
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где F  — r -мерная матрица;  — )X(YY = p -мерная матрица; X  — -мерная матрица-
аргумент, то  (производная неявной функции) находится как решение многомерно-
матричного уравнения 

q
dXdY /

0
0

=
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

X
F

dX
dY

Y
Fp,

. 

Если  — )X(YY = p -мерная матрица, X  — -мерная матрица и  — произвольная 
подстановка, то (производная транспонированной матрицы) 

q pT

( )
)E,T(

T
qp

p Y
dX
dY

dX
d

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= . 

Однородный p -мерно-матричный полином -й степени -мерно-матричного аргу-
мента 

m q
X  имеет представление [22] 

)AX()X( mmq,0=ϕ , 

где  — матрица коэффициентов, симметричная относительно мультииндексов 
, содержащих по  индексов, мультииндекс  содержит 

)a(A
mc,...,c,c,l 21

=

mccc ,...,, 21 q l p  индексов, 
. Произвольный )))(X(X(XX ,,,m,m 00000000 == p -мерно-матричный полином -й степени 

-мерно-матричного аргумента 
m

q X  имеет вид 

∑
=

=
m

i

iiq, )AX()X(Q
0

0 . 

Это выражение обобщает известные выражения полиномов: при ,  — ска-
лярного полинома скалярного аргумента, при 

0=p 0=q
0=p , 1=q

0=q
 — скалярного полинома векторного 

аргумента, при ,  — векторного полинома скалярного аргумента и т.д. Производные 
однородного полинома -й степени определяются выражением 

1=p
m

m),AX()m()m(m)AX(
dX
d mq)m(,mmq, ≤ν≤+ν−−= ν−ν−

ν

ν

111 00 . 

В частности, при m=ν  имеем 

A!m)AX(
dX
d mmq,

m

m

=0 . 

Ортогональные полиномы векторной переменной 

Многомерно-матричный подход позволяет разработать теорию ортогональных полино-
мов векторного аргумента, имеющую большое значение для аппроксимации многомерных дан-
ных рядами. В работе [15] представлена многомерно-матричная теория полиномов Эрмита век-
торного (одномерно-матричного) аргумента X , построенная на основе обобщенной формулы 
Родрига. Основная )  и сопряженная )  последовательности полиномов Эрмита опре-
деляются как следующие многомерно-матричные производные: 

(XG (XH

)X(

m

m)X(m
m e

dX
de)()X(H
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1
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1 , 
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1 , 

где 

))AX(X()X( ,, 1010=ϕ , . )AX(Y)),YA(Y()Y( ,,, 1011010 ==φ −

Исследованы свойства этих полиномов и получены для них рекуррентные соотношения, 
обеспечивающие возможность практических расчетов: 
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1 , )E,B,E()( ,mm 111 ν−−ν=νΠ . 

На основе многомерно-матричного подхода возможно также построение общей теории 
систем ортогональных полиномов векторной переменной. Такая теория была предложена в ра-
боте [24]. Пусть  — некоторая замкнутая область пространства Ω nR , ),(xρ  , — неотри-
цательная функция на 

Ω∈x
Ω  (весовая функция), такая, что моменты iν  существуют: 

∫
Ω

∞<ρ=ν ,dx)x(x i
i   ,...,,,i 210=

и — пространство функций с интегрируемым квадратом в ),(L Ωρ2  Ω  с весом )(xρ . По -
вательность многомерно-матричных полиномов 
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Многомерно-матричный полином вида 
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называется основным ортогональным полиномом степени  в )m ,(2 ΩρL , если он ортогонален к 
однородным полиномам , : 121 −mx,...,x,x, )x(x k,k 00=

∫
Ω ⎩

⎨
⎧

=≠
−==

ρ
.mkïðè

,m,...,,kïðè
dx)x(x)x(P k

m 0
1100

 

Последовательности многомерно-матричных полиномов  и )  называются 
вполне биортонормальными в 2

)
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(xPm (xQm

,(ρL бон-последовательностями), если выполняются соот-
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где  — -мерная матрица специальной структуры [24]. Относительно Bбон-
последовательностей в [24] доказана следующая теорема: если последовательности многомер-
но-матричных полиномов )  (10) и  (11) образуют в  Вбон-
последовательности, то коэффициенты  основной последовательности )  определя-
ются многомерно-матричной системой линейных алгебраических уравнений 

),( mmD m2
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0 110100
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сопряженная последовательность ) может быть получена из основной с помощью соот-
ношения 
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00 == , 

и коэффициенты в этом соотношении определяются выражением 
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Эта теорема является, по существу, алгоритмом, с помощью которого можно рассчиты-
вать различные последовательности ортогональных полиномов векторной переменной (Эрмита, 
Лагерра, Лежандра, Чебышева и др.). 

Аппроксимация многомерных данных рядами 

 Аппроксимация данных рядами является важнейшим приемом решения многих науч-
но-технических задач. В случае многомерных данных задача аппроксимации рядами заметно 
усложняется и не всегда имеет решение, обладающее теоретической и алгоритмической общ-
ностью. Заметные преимущества здесь имеет многомерно-матричный подход. 

Простейшей является аппроксимация рядами Тейлора. Многомерно-матричный подход 
предоставляет для аппроксимации p -мерно-матричной функции )  -мерно-матричного 
аргумента 

(XF q
X  ряд Тейлора [22] 
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Более совершенной является аппроксимация рядами Фурье и Грамма Шарлье, т.е. ряда-
ми по ортогональным полиномам. Ряд Фурье для p -мерно-матричной функции )  вектор-
ной переменной  по Вбон-полиномам ,  из (10), (11) имеет вид [24] 
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∫
Ω

ρ= dx)x()x(P)x(gB mm . 

Ряд Грамма-Шарлье для плотности вероятности )  случайного вектора (xfη η  по Вбон-

полиномам ,  определяется выражением [24] )(xQm )(xPm

∑
∞

=
η ρ

0

01

m
mm

m, ))x(QD(
!m

)x(~)x(f , 

где 

∫
Ω

η= dx)x(f)x(PD mm . 

Приведенные ряды находят применение при решении многомерных нелинейных веро-
ятностных задач [16, 25]. 

Программная реализация 

Многомерно-матричный подход к анализу многомерных данных позволяет разрабаты-
вать программные средства, обладающие алгоритмической общностью. В настоящее время 
разработаны интегрированные в Delphi и Matlab пакеты программ "Анализ многомерных дан-
ных" [26, 27], реализующие основные методы многомерно-матричного подхода. Интегрирован-
ный в Matlab пакет предназначен для решения преимущественно научно-исследовательских и 
учебных задач. Интегрированный в Delphi пакет предназначен для разработки промышленных 
приложений в области обработки многомерных данных. Пакеты включают программы для об-
работки детерминированных и стохастических, непрерывных и дискретных многомерных дан-
ных. 

Заключение 

Многомерно-матричный подход к анализу многомерных матриц находится в процессе 
развития. По мере его использования в различных приложениях возникают вопросы, требую-
щие уточнения и разработки. В настоящее время исследуются и разрабатываются вопросы 
дифференциального исчисления в случае симметричных многомерно-матричных аргументов 
[20], решения многомерно-матричных линейных алгебраических уравнений с симметричными 
матрицами коэффициентов, теории Вбон-полиномов векторной переменной с дискретным ве-
сом, огомерно-матричного полиномиального регрессионного анализа, ории детерминиро-
ванных и стохастических многомерно-матричных дифференциальных уравнений [19, 37] и др. 

мн те

ANALYSIS OF MULTIDIMENSIONAL DATA: 
PROBLEMS, STATE AND PERSPECTIVES 

V.S. MUKHA 

Abstract 

Mathematical approaches to the analysis of multidimensional data are considered: classical, 
vector-matrix, tensor, and approach on the basis of functional analysis. A review of state and perspec-
tives of development multidimensional-matrix approach to the analysis of multidimensional data are 
given. 
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