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Введение 

Многослойные тонкопленочные структуры на основе чередующихся слоев сверхпро-
водника (S) и нормального метала (N) (СНС) являются предметом постоянных и интенсивных 
исследований. Интерес к подобным структурам обусловлен следующими причинами. Во-
первых, достаточная простота приготовления дает свободу в выборе материальных параметров 
СНС — сверхпроводящего и нормального металлов, толщин сверхпроводящих и нормальных 
слоев, а также количества последних. Это влечет за собой и разнообразие в физических харак-
теристиках СНС — величинах критической температуры, критического тока, параметра анизо-
тропии, сил пиннинга на границе S/N, температурных зависимостей верхних критических маг-
нитных полей и т.п. [1, 2]. Во-вторых, простые транспортные измерения указанных величин 
позволяют исследовать фундаментальные характеристики сверхпроводящего состояния — вид 
волновой функции сверхпроводящей фазы, эффективную размерность структуры, коэффициент 
прозрачности на границе S/N, свойства симметрии параметра порядка, зародышеобразование 
сверхпроводящей фазы и т.п. В-третьих, многослойные анизотропные структуры на основе 
обычных сверхпроводников (Nb, V, Ta) являются и тестовыми системами для моделирования 
процессов, происходящих в высокотемпературных сверхпроводниках (ВТСП), имеющих есте-
ственную слоистую структуру [3, 4]. 

Одна из фундаментальных характеристик сверхпроводников второго рода — верхнее 
критическое магнитное поле Hc2. 

Для СНС достаточно подробно изучены температурные зависимости Hc2(T) [5–16]. Ос-
новной результат, который был при этом получен, — явление размерного кроссовера. Оно со-
стоит в том, что при температурах ниже температуры кроссовера T* сверхрешетка СНС 
в параллельном внешнем магнитном поле ведет себя подобно сверхпроводящей тонкой пленке 
(2D-поведение) с зависимостью Hc2||(T)~(1–T/Tс*)1/2, а при T>T* — подобно однородному бес-



конечному образцу (3D-поведение) с зависимостью Hc2||(T)~(1–T/Tc) (Tc — критическая темпе-
ратура). 

Полной критической магнитной характеристикой СНС является зависимость Hc2 (T,θ) 
[21, 22], где θ — угол между вектором напряженности внешнего магнитного поля и поверхно-
стью плоской структуры. Однако моделирование экспериментальных зависимостей Hc2 (θ) 
[20, 23, 24] для СНС оказывается гораздо более сложной задачей [29, 30], чем для однородных 
анизотропных сверхпроводников [25–28]. 

Для однородных анизотропных сверхпроводников были легко определены и экспери-
ментально полностью подтверждены предельные характеристики Hc2 (θ): предел тонкой пленки 
[21, 25]; предел полубесконечной сверхпроводящей среды [21, 26]; предел бесконечной сверх-
проводящей среды [21,4]. В первом и втором случаях зависимость Hc2 (θ) характеризуется пи-
ком (или разрывом производной ∂Hc2 (θ)/∂θ) при θ=0. В третьем случае функция Hc2 (θ) в точке 
θ=0 является гладкой. Существенно, что 2D- или 3D-характер угловых зависимостей находится 
во "взаимно однозначном" соответствии с 2D- или 3D-характером температурных зависимостей 
верхнего критического поля. В [27] для малых углов θ был рассмотрен общий случай сверхпро-
водящего образца конечной толщины. Оказалось, что вид и аналитические свойства зависимо-
сти Hc2 (θ) связаны с положением зародыша сверхпроводящей фазы, определяемым его взаимо-
действием с границами образца. 

Исследование характеристик Hc2 (θ) СНС осуществлялось в [29, 30] посредством чис-
ленного решения соответствующего уравнения в частных производных для волновой функции 
(ВФ), описывающей сверхпроводящую фазу бесконечной сверхрешетки. Оказалось, что в дан-
ном случае 2D или 3D-характер угловых зависимостей соответствует таковому для темпера-
турных зависимостей только при θ=0, что проявляется в наличии или отсутствии разрыва про-
изводной ∂Hc2 (θ=0)/∂θ. Данные численные расчеты мало пригодны для моделирования экспе-
риментальных данных в силу их громоздкости, а также наличия большого количества подго-
ночных параметров. 

Цель данной работы — исследовать с помощью наиболее простого вариационного рас-
чета [20, 21] угловые зависимости Hc2 (θ) СНС конечной толщины. В качестве вариационного 
используется функционал Гинзбурга–Ландау (ГЛ). Предполагается, что данный вариационный 
расчет может описывать экспериментальные данные для значений θ<1 и для температур, не 
очень близких к Tc. 

Формулировка метода 

Рассматривается сверхпроводящая структура, состоящая из m плоских чередующихся 
слоев сверхпроводящего (например, Nb) и нормального (например, Cu, Pd) металлов, находя-
щаяся во внешнем магнитном поле. Выберем систему координат следующим образом: ось OZ 
направлена перпендикулярно плоскостям слоев, координатная плоскость XOY параллельна 
слоям и совпадает с плоскостью симметрии СНС. Данная сверхпроводящая структура предпо-
лагается неограниченной в направлениях OX и OY и имеющей толщину L в направлении OZ. 

Для внешнего магнитного поля Н(0, Н cosθ, H sinθ), близкого к критическому, с соот-
ветствующим ему вектор-потенциалом A(r)(Н z cosθ −H y sinθ, 0, 0), волновая функция (ВФ) 
Гинзбурга–Ландау (ГЛ) может быть представлена в виде ( ) ( )z,ye ikxψ=Ψ r . В этом случае 
функционал ГЛ может быть записан в форме [21, 22, 19] 
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Здесь z0≡k/H0; η(z; T) — ступенчатая функция: 
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где ξS(T), ξN(T) — "корреляционные длины", характеризующие быстроту изменения ВФ внутри 
сверхпроводящего и нормального слоев; IS, IN — области, занятые сверхпроводящими и нор-
мальными слоями соответственно. Пространственные переменные масштабированы на корре-
ляционную длину ξS(T), магнитное поле масштабировано на величину Hc2S=Φ0/2 πξS 

2, 
где Φ0 — квант магнитного потока. 

Варьированием (1) получим следующее уравнение в частных производных для ψ(y,z): 
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При этом функция  обязана удовлетворять граничным условиям (ГУ) ( z,yψ )

( ) 0=ψ
±∞→y

z,y , 0
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=
∂
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Lzz

)z,y( , (4) 

а также условиям сшивания на границах раздела zi (i=1,…, m−1) сверхпроводящих и нормаль-
ных слоев [1] 
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где pi≡p, qi≡q, если слева от границы находится нормальный слой, и pi ≡ p−1 , qi ≡q−1 — 
в противном случае; параметры p , q даются микроскопической теорией. 

Параметр  определяется варьированием (1), что приводит к интегральному соотно-
шению 

0z

( )( ) 0sincos 2
0 =ψθ−θ−∫∫ z,yyzzdydz ( )  (6) 

или, в кратких обозначениях, θ−θ= sincos0 yzz . То же соотношение (6) следует и из гра-
ничных условий для магнитного поля H(r) [22]. 

Задача (2)–(4) вместе с (6) есть задача на собственные значения H, наибольшее из кото-
рых и есть верхнее критическое поле Hc2(θ). Очевидно, численное решение данной задачи 
очень громоздко и никак не годится для быстрой подгонки экспериментальных данных. В то же 
время простейший вариационный принцип, заключающийся в выборе пробной ВФ с разделен-
ными переменными: 

)z(g)y(f)z,y(~ =ψ , (7) 

оказывается вполне эффективным для описания зависимости Hc2(θ) хотя бы для достаточно ма-
лых значений θ. Для его обоснования приведем следующие соображения. При малых значениях 
θ перекрестный член 

( ) θ−θ−= sincos2 0
2 yzzH)z,y(V  (8) 

в (3) оказывается малым, и (7) есть по форме точное нулевое приближение для ψ(y,z) при реше-
нии (3) по теории возмущений (ТВ). Более того, как показал расчет Hc3(θ ) [26] для однородного 
полубесконечного сверхпроводника, приближение (7) при разумном выборе подгоночных па-
раметров дает очень хорошее согласие с экспериментом. В рассматриваемом случае (СНС) 
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роль перекрестного члена уменьшается и из-за наличия плоскостей раздела, создающих анизо-
тропию. Это легко увидеть формально, включив условия сшивания (5) по методу Лагранжа в 
(1). При этом в уравнении (3) (которое можно рассматривать как уравнение для квантового ос-
циллятора) появляется дополнительный "потенциал" 

( ) ( )( ) ( )( )∑∑ +−δ−−−δ++−δ−−−δ
∂
∂

=
i

iii
i

iiiΓ zzqzzCzzpzz
z

C)z,y(V 0000 21 ( ) , (9) 

где C1, C2 — множители Лагранжа. Следовательно, с увеличением количества границ вклад (8) 
в (3) можно все с большим основанием считать малым. 

Таким образом, подставляя (7) в (1) и варьируя, получим следующие уравнения для f(y), 
g(z): 
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с граничными условиями 
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с граничными условиями 
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dg
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и условиями сшивания  
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Здесь введены обозначения: 

∫−≡ )y(fydyay 21 , ∫−≡ )z(gzdzbz 21 , ∫≡ )y(fdya 2 , ∫≡ )z(gdzb 2 , (15) 
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В силу (10)–(17) имеет место следующее соотношение, связывающее ε' и ε": 

( ) θ−θ=ε+ε sincos2 0
2 yzzH"' . (18) 

Выражение (6) для параметра z0 удобнее записать в виде 

0sincos 0 =θ−−θ yzz . (19) 

Решение задачи (10), (11), соответствующее минимальному значению ε', известно [31]: 
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Учитывая (18)–(20), вместо (15) имеем: 

( ) ( ) ( ) 0sin222
2
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Таким образом, вместо граничной задачи (4) для уравнения в частных производных (3) 
имеем граничную задачу (13) для обыкновенного дифференциального уравнения (21). 

Во введении было сказано о важности величины 
θ
θ

θ
≡θα

d
dH

H
c

c

)(
)(

1)( 2

2

 — крутизны 

характеристики Hc2(θ ). В зависимости от того, является данная величина разрывной или нет 
при θ=0, можно сделать заключение об эффективной размерности сверхпроводящей фазы в ок-
рестности данного значения θ. В рамках модели ГЛ (1) легко получить следующее общее вы-
ражение для α(θ): 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]2
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cossinsincos
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θ−+θ−θ−−θ−
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yyzz
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При использовании пробной ВФ (7) выражение (22) значительно упрощается: 
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Здесь 

( ) ( ) ( )∫ −=δ≡− )z(gzzdz
b

zzz 2222 1
. (24) 

В частности, при θ=0 имеем 

( )
0

2
2 0
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=θ

−
θ−

=±=θα
zz)(H
)()(

c

. (25) 

Из (23), (25) видно, что в описанном приближении относительное падение характери-

стики Hc2(θ) определяется исключительно параметром локализации ( )2zz −=σ  

ВФ по переменной z. Кроме того, очевидно, что в рамках данного приближения ни при каких 
температурах не может быть получено 3D-поведение сверхпроводящей фазы, за исключением 
непосредственной окрестности Tc , где σ →∞. 

Пример и обсуждение результатов 

В качестве примера рассчитывались критические характеристики Hc2(θ) для 3-слойной 
(1 би-слой) и 17-слойной (8 би-слоев) СНС. 3-слойная структура взята как аналог тонкой плен-
ки однородного сверхпроводника. 

Приняты следующие значения толщин dS и dN сверхпроводящего и нормального слоев: 
dN=0,5, dS=1,05, ξS(0)=2ξN(Tc). Температурные зависимости корреляционных длин взяты в соот-
ветствии с приближением ГЛ в виде ξS(T)=ξS(0) (1−T/TS)−1/2, ξN(T)=ξS(Tc) (T/Tc)−1/2 [17] с их экст-
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раполяцией на область низких темпе-
ратур. Здесь TS — критическая темпе-
ратура сверхпроводящего материала. 
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На рис. 1 представлены тем-
пературные зависимости Hc2||(T)= 
=Hc2 (T,θ=0) для 1- и 8-бислойной 
структур. Видно, для 1-бислойной 
структуры зависимость Hc2||(T) имеет 
2D-характер практически для всех 
температур. Для 8-бислойной струк-
туры имеем типичный для СНС гра-
фик Hc2||(T) с 2D-3D кроссовером при 
температуре T*=0,86Tc. 

На рис. 2,а,б представлены 
графики зависимостей Hc2(θ) при низ-
ких температурах и температурах, 
близких к T*, соответственно. Видно, 
что для 3-слойной структуры зависи-
мость Hc2(θ) точно воспроизводится 
формулой Тинкхама, полученной для 
пленок однородного сверхпроводни-

ка, при любых углах и температурах. Этот результат в рамках предложенной модели очевиден, 
поскольку верхнему критическому полю соответствует единственное для всех θ и T значение 
параметра =0, соответствующее симметричной волновой функции. 0z
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Рис. 1. Зависимости верхнего параллельного критического 
поля от температуры для 1- и 8-бислойной СНС 
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Рис. 2. Графики зависимости Hc2(θ) для 1-бислойной СНС (светлые квадраты) и для 
8-бислойной СНС (штриховая линия с кружками): а — Т=0,24 TS ; б — Т=0,425TS. Свет-
лыми кружками обозначен участок кривой 2D-поведения, черными — участок 3D-
поведения сверхпроводящей фазы. Сплошная кривая построена в соответствии с прибли-
жением Тинкхама 

Для 8-бислойной структуры, как видно из рис. 2,а, 2D-поведение характерно при низких 
температурах для значений углов вплоть до 1 рад; при θ>1 кривая Hc2(θ) существенно отклоня-
ется от соответствующей кривой для тонкой пленки. Данный факт легко объясняется 
в терминах параметра локализации σ ВФ сверхпроводящей фазы и положения сверхпроводя-
щего зародыша, определяемого параметром z0. Для указанной температуры и при θ<1 размер 
зародыша вдоль оси OZ, определяемый параметром σ, меньше или порядка dS; наибольшему 
значению магнитного поля соответствует значение параметра z0=±(L/2–dN–dS/2), т.е. зародыш 



 

локализуется в крайнем сверхпроводящем слое структуры (рис. 3,а). При этой же температуре 
и при θ>1 энергетически выгодным оказывается симметричное решение для функции g(z), со-
ответствующее значению параметра z0=0 (рис. 3,б, в). При этом сверхпроводящая фаза образу-
ется, по меньшей мере, в двух центральных S-слоях, т.е. 2D-поведения здесь нет. 
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Рис. 3. Графики z-составляющей g(z) ВФ сверхпроводящей фазы при T=0,242 TS: а — 
θ=0,3; б — θ=1,2; в — θ=1,5. Вертикальные линии обозначают границы раздела слоев 

 
При движении к более высоким температурам интервал 2D-поведения по углам θ сужа-

ется для 8-слойной СНС. При этом аппроксимация соответствующего участка кривой форму-
лой Тинкхама становится хуже. Однако физическая трактовка, приведенная для низких темпе-
ратур, остается справедливой. Более того, изменение симметрии z-составляющей ВФ в данном 
случае проявляется более отчетливо: на рис. 2,б видим излом кривой Hc2(θ) при θ≈0,3. 

В заключение автор выражает признательность проф. С.Л. Прищепе за полезные обсу-
ждения. 

Работа финансировалась в рамках межреспубликанской межвузовской программы "На-
ноэлектроника". 
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THE VARIATIONAL METHOD 
OF THE UPPER CRITICAL FIELD ANGULAR DEPENDENCES ESTIMATIONS 

FOR A SUPERCONDUCTING MULTILAYER NANOSTRUCTURES 

V.N. KUSHNIR 

Abstract 

The variational solution of a boundary problem for the Ginzburg – Landau equations describ-
ing the superconducting multilayer nanostructures critical state is presented. The upper critical mag-
netic field angular dependences are calculated at different temperatures. The effective dimensionality 
and the superconducting phase nucleation parameters versus magnetic field strength orientation are 
explained. 
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