
 

ДОКЛАДЫ  БГУИР  
2008  ЯНВАРЬ–МАРТ  №  1  (31)  

УДК 517.977 

О ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТИ ФУНКЦИИ 
ОПТИМАЛЬНОГО ЗНАЧЕНИЯ В ПАРАМЕТРИЧЕСКИХ ЗАДАЧАХ 

КВАДРАТИЧНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

Л.И. МИНЧЕНКО, С.М. СТАХОВСКИЙ 

Белорусский государственный университет информатики и радиоэлектроники 
П. Бровки, 6, Минск, 220013, Беларусь 

Поступила в редакцию 27 сентября 2007 
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Введение 

Рассмотрим параметрическую задачу квадратичного программирования Р(х), в которой 
требуется минимизировать целевую функцию f(x, y) по переменной y на множестве 

{ }( ) | ( , ) 0m
iF x y R h x y i I= ∈ ≤ ∈ , 

где x∈Rn, y∈Rm, z(x, y), I={1, …, р}, f(z)=〈c, z〉+〈z, Qz〉, hi (x, y)=〈ai, y〉+〈bi, x〉+di   i=1, …, p, c∈Rn+m, 
Q — квадратная матрица порядка n+m. 

В данной задаче F — многозначное отображение, ставящее в соответствие каждому 
вектору параметров x∈Rn замкнутое множество F(x)Rn⊂. 

Обозначим через dom F и gr F соответственно область определения и график много-
значного отображения F, т.е. 

dom { | ( ) },nF x R F x= ∈ ≠ ∅     gr {( , ) | ( ), }.nF x y y F x x R= ∈ ∈

Введем функцию оптимального значения ϕ(x)=min{f(x, y)⎜y∈F(x)} и множество опти-
мальных решений задачи P(х): 

{ }( ) ( ) | ( , ) ( )x y F x f x y xω = ∈ = ϕ . 

Будем в дальнейшем предполагать, что многозначное отображение F равномерно огра-
ниченно в окрестности точки x0∈dom F в том смысле, что существуют окрестность X0 точки x0 
и компакт Y0⊂Rm такие, что F(X0)⊂Y0. Очевидно при сделанных предположениях ω(х) является 
компактным множеством. 

Производные по направлениям функции оптимального значения играют важную роль 
в исследовании устойчивости задач оптимизации относительно возмущений параметров, в по-
строении методов решения минимаксных задач, в квазидифференциальном исчислении и при-
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ложениях негладкого анализа. Исследованию дифференцируемости функций оптимального 
значения посвящена обширная литература [1–11]. 

Пусть nx R∈ . Для функции оптимального значения ϕ введем производную 
по направлению x  в точке x0: 

0 00

1( ; ) lim ( ( ) ( ))
t 0x x x tx

t↓
′ϕ = ϕ + − ϕ x . 

Пусть 1 2, nx x R∈ . Следуя [12], определим производную второго порядка функции φ 
в точке x0 по направлениям 1 2,x x  как 

2
0 1 2 0 1 2 0 0 120

2( ; , ) lim ( ( ) ( ) ( ; ))
t

x x x x tx t x x t x x
t↓

′′ ′ϕ = ϕ + + − ϕ − ϕ . 

Вторые производные функции оптимального значения изучались в работах [2, 3, 10, 11], 
где при различных предположениях получены достаточные условия их существования и фор-
мулы для их вычисления. Так в работах [2, 3] показано, что существование 0 1 2( ; , )x x x′′ϕ  обес-
печивается условиями R-регулярностью задачи (или более жестким условием регулярности 
Мангасаряна–Фромовица) и дополнительным требованием выполнения сильного достаточного 
условия строгого минимума. Целью данной заметки является получение более результата, до-
полняющего [2, 3] для случая задачи квадратичного программирования. 

Первые и вторые производные функции оптимального значения 

Следуя [3], введем нижнюю и верхнюю производные Дини многозначного отображения 
F в точке  по направлению ( , ) grz x y F= ∈ x : 

{ }( ; ) | ( ) такое, что ( ) ( ) 0mD F z x y R o t y ty o t F x tx t+ = ∈ ∃ + + ∈ + ∀ ≥ , 

{ }( ; ) | 0 такие, что ( ) 1, 2,...m
k k k k kD F z x y R t и y y y t y F x t x k+ = ∈ ∃ ↓ → + ∈ + = . 

Вследствие свойств топологических пределов множества ( ; )D F z x+  и ( ; )D z x+  явля-

ются замкнутыми, причем ( ; ) ( ; )D F z x D F z x+
+ ⊂ . 

В случае, когда ( ; ) ( ; )D F z x D F z x+
+ =  будем их общее значение называть производ-

ной  многозначного отображения F в точке ( , ) grz x y F= ∈  по направлению x  и обозначать 
( ; )DF z x . При этом будем говорить, что многозначное отображение F дифференцируемо 

в точке z по направлению x . 
Пусть z=(x, y)∈gr F. Следуя [3], введем вторые нижнюю и верхнюю производные Дини 

многозначного отображения F в точке ( , )z x y=  при 1 1 1 0( , ) gr ( ,.)z x y DF z= ∈  

по направлениям 1 2, nx x R∈ : 

{ }
{ }

2 2 2
1 2 2 1 2 1 2

2 2 2 2
1 2 2 1 2 1 2

( , ; ) | ( ) такое, что ( ) ( ) 0 ,

( , ; ) | ( ) 0 такие, что ( ) ( ) .

m

m
k k k k k

D F z z x y R o t y ty t y o t F x tx t x t

D F z z x y R o t и t y t y t y o t F x t x

+

+

= ∈ ∃ + + + ∈ + + ∀ ≥

= ∈ ∃ ∃ ↓ + + + ∈ + +

2

kt x
 

Если вторые нижняя и верхняя производные Дини 2
1 2( , ; )D F z z x+  и 2

1 2( , ; )D F z z x+  

совпадают, их общее значение будем обозначать 2
1 2( , ; )D F z z x  и называть второй производ-

ной многозначного отображения F в точке ( , )z x y=  при 1 1 1( , )z x y=  по направлениям 

1 2, nx x R∈  и обозначать 2
1 2( , ; )D F z z x . 
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Пусть ρ( , ) inf ,
y C

x C x
∈

y= −  где ⎜y⎜ — евклидова норма вектора, В — открытый единич-

ный шар с центром в 0 в пространстве Rm. 
Определим также множество индексов ограничений типа неравенства, активных в точ-

ке z: 

( ) { | ( ) 0}iI z i I h z= ∈ = . 

Лемма 1 [13]. Пусть ai∈Rm, bi∈R при i=1, …, p. Тогда множество 
C={y∈Rm | 〈ai, y〉+bi ≤0   i=1, …, p} R-регулярно в каждой точке y0∈C в том смысле, что суще-
ствует число α>0 такое, что ρ(y, C)≤α max{0, 〈ai, y〉+bi   i=1, …, p} для всех . my R∈

Пусть , 0 0 0( , ) grz x y F= ∈ ( , )z x y= . Введем множество 

{ }0 0( ; ) | ( ), 0 ( )m
iz x y R h z z i I zΓ = ∈ 〈∇ 〉 ≤ ∈ 0 . 

Полагая 1 1 1 2 2 2( , ), ( , )z x y z x y= = , 2
0 1 0 0 1( , ) { ( ) ( ), 0}iI z z i I z h z z= ∈ 〈∇ 〉 = , где 

1 0( ; )y z x∈Γ 1 , введем множество 

2 2
0 1 2 2 0 2 1 0 1 0 1

1( , ; ) | ( ), , ( ) 0 ( , ) .
2

m
i iz z x y R h z z z h z z i I z z⎧ ⎫Γ = ∈ 〈∇ 〉 + 〈 ∇ 〉 ≤ ∈⎨ ⎬

⎩ ⎭
2  

Для задачи  введем функцию Лагранжа ( )P x ( , ) ( ) , ( )L z f z h zλ = + 〈λ 〉 , где  
,  и множество множителей Лагранжа в точке z 

( , ),z x y=

1( ,..., )pλ = λ λ 1( ,..., )ph h h=

{( ) R | ( , ) 0, 0p
y iz L zΛ = λ∈ ∇ λ = λ ≥  и }( ) 0,  i ih z i I= ∈λ . 

Пусть 

{

{

0 1

0

0 0 0 1 1 1 2 2 2
*

0 1 1 0 1 0 1 1 0 1( ; )

2
0 1 2 0 2 1 0 1

2
0 0 0 0( )

( , ), ( , ), ( , ), ( , ),

( ; ) ( ; ) | ( ), ( , ) min ( ), ( , ) },

1( , , ) ( ), , ( ), ,
2

( ; ) ( ) | ( , ), max (

y z x

x xz

z x y z x y z x y z x y

z x y z x f z x y f z x y

z z z f z z z f z z

z x z L z x L z

∈Γ

∈Λ

= = = =

Γ = ∈Γ 〈∇ 〉 = 〈∇ 〉

Φ = 〈∇ 〉 + 〈 ∇ 〉

Λ = λ∈Λ 〈∇ λ 〉 = 〈∇
λ

, ), }.xλ 〉

 

Лемма 2. Пусть , 0 0 0( , ) grz x y= ∈ F 1 1 1( , )z x y= . Для задачи Р(х) справедливы сле-
дующие утверждения: 

1) если 0( ; )z xΓ ≠ ∅ , то многозначное отображение F дифференцируемо в точке z0 
по направлению x  и 0( ; ) ( ; ) ;DF z x z x= Γ ≠ ∅  

2) если 1 0( ; )y z x∈Γ 1  и 2
0 1 2( , ; )z z xΓ ≠ ∅ , то для многозначного  отображения F суще-

ствует в точке z0 вторая производная 2
1 2( , ; )D F z z x  по направлениям 1 2,x x , причем 

2 2
1 2 0 1 2( , ; ) ( , ; )D F z z x z z x= Γ ≠ ∅ . 

Лемма 3. Пусть 0( ; )z xΓ ≠∅ . Тогда *
0( ; )z xΓ ≠ ∅ . 

Доказательство. Покажем, что 0( ),y f z y〈∇ 〉  ограничена снизу на 0( ; )z xΓ . Действи-

тельно, рецессивный конус 00 ( ; )z x+ Γ  многогранного множества 0( ; )z xΓ  совпадает 
с Γ(z0; 0)=DF(z0; 0) и, следовательно, для любого 0( ;0)y z∈Γ  существует функция o(t) такая, 
что 0 ( ) ( )y ty o t F x+ + ∈ 0  и, значит, 0 0 0 0( , ( )) ( , ) 0f x y ty o t f x y+ + − ≥ , откуда 
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0( ), 0y f z y〈∇ 〉 ≥  на множестве Γ(z0; 0). Поскольку многогранное множество является суммой 
ограниченного многогранника и своего рецессивного конуса ([5]), последнее означает ограни-
ченность 0( ),y f z y〈∇ 〉  на множестве 0( ; )z xΓ . 

Теорема 1. Для задачи Р(х) справедливы следующие утверждения. 
1) пусть 0( ; )z xΓ ≠∅  в любой точке 0 0 0( , )z x y=  такой, что . Тогда функ-

ция ϕ дифференцируема в точке 
0 ( )y x∈ω 0

0x  направлению x , причем 

0 0 0 0 0 0
0 0( ) ( ; ) ( ) ( )

( ; ) min min ( ), min max ( , ), ;xy x y z x y x z 0x x f z z L
∈ω ∈Γ ∈ω ∈Λ

′ϕ = 〈∇ 〉 = 〈∇ λ 〉
λ

z x  (1) 

2) пусть в любой точке z0=(x0, y0) такой, что y0∈ω(x0) выполнены условия 0 1( ; )z xΓ ≠ ∅  

и 2
0 1 2( , ; )z z xΓ ≠ ∅  для всех 1 1 1( , )z x y= таких, что *

1 0( ; )y z∈Γ 1x . Тогда существует конеч-

ная вторая производная функции ϕ в точке x0 по направлениям 1 2, nx x R∈ , причем 

{
2

0 0 1 0 1 2 0 1 2

2
0 0 1 0 1 0

0 1 2 0 1 2( ) ( ; ) ( , ; )

2
0 2 1 0 1( ) ( , ) ( ; )

( ; , ) min min min 2 ( , , )

min min max 2 ( , ), , ( , ), .

y x y z x y z z x

xy x y x x z x

x x x z z z

L z x z L z z

∈ω ∈Γ ∈Γ

∈ω ∈ω Λ

′′ϕ = Φ =

= 〈∇ λ 〉 + 〈 ∇ λ 〉
 (2) 

Доказательство. 1) Справедливость первого утверждения следует из основного резуль-
тата работы [7]. 

2) Пусть y0∈ω(x0), z0=(x0, y0), 1 1 1 2 2 2( , ), ( , )z x y z x y= = . В силу леммы 2 

0 1 0 1( ; ) ( ; )DF z x z x= Γ ≠ ∅  и 2 2
1 2 0 1 2( , ; ) ( , ; )D F z z x z z x= Γ ≠ ∅ . Кроме того, *

0 1( ; )z xΓ ≠ ∅  
по лемме 3. 

Пусть *
1 0( ; )y z∈Γ 1x , 2

2 0 1( , ; )y z z∈Γ 2x . Тогда по определению производной 
2

1 2( , ; )D F z z x  найдется функция o(t) такая, что 2 2 2
0 1 2 0 1 2( ) ( )y ty t y o t F x tx t x+ + + ∈ + +  

при всех . Следовательно, 0t ≥
2

0 1 2 0 0 1

2 2 2
0 1 2 0 1 2 0 0 0 1

2 2 2
0 1 0 2 1 0 1 0 1

2 2
0 1 2

( ) ( ) ( ; )

( , ( )) ( , ) ( ; )
1( ), ( ), , ( ), ( ) ( ; )
2

( , , ) ( ),

x tx t x x t x x

f x tx t x y ty t y o t f x y t x x

t f z z t f z z z f z z o t t x x

t z z z o t

′ϕ + + − ϕ − ϕ ≤

′≤ + + + + + − − ϕ ≤

′= 〈∇ 〉 + 〈∇ 〉 + 〈 ∇ 〉 + − ϕ =

= Φ +

 (3) 

откуда переход к пределу при  дает 0t ↓

2 2
0 1 2 0 1 2 0 0 1 0 1 220

2( ; , ) lim sup ( ( ) ( ) ( ; )) 2 ( , , )
t

D x x x x tx t x x t x x z z z
t

+

↓
′ϕ = ϕ + + − ϕ − ϕ ≤ Φ , 

или с учетом произвольности выбора y0∈ω(x0), *
1 0( ; )y z∈Γ 1x , 

* 2
0 0 1 0 1 2 0 1 2

2
0 1 2 0 1 2( ) ( ; ) ( , ; )

( ; , ) inf inf inf 2 ( , , )
y x y z x y z z x

D x x x z z z+

∈ ∈Γ ∈Γ
ϕ ≤ Φ

ω
. (4) 

Пусть 2 2
0 1 2 0 1 2 0 0 120

2( ; , ) lim inf ( ( ) ( ) ( ; ))
t

D x x x x tx t x x t x x
t+ ↓

′ϕ = ϕ + + − ϕ − ϕ  достигается 

на последовательности . Пусть 0kt ↓ 2
0 1 2kk kx x t x t x= + + ( )k ky x, ∈ω

y
. Не ограничивая общно-

сти, можно считать, что , причем в силу замкнутости многозначного отображения F 0ky →
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в рассматриваемой задаче справедливо включение y0∈F(x0). С другой стороны в силу (3) 
2

0 1 2 0
0

lim sup ( ) ( )
t

x tx t x x
↓

ϕ + + ≤ ϕ  и, следовательно, переход к пределу в равенстве 

2 2
0 1 2 0 1 2( ) ( ,k k k k k )x t x t x f x t x t x yϕ + + = + + 0 0 0( ) ( , ) дает x f x yϕ =

)

, откуда с учетом y0∈F(x0) 
следует y0∈ω(x0). 

Положим 1
0(k k ky t y y−= −� . Легко видеть, что { }0 1 1 1 1 0( ; ) | , , 0 ( )i iz x y a y b x i I zΓ = 〈 〉+〈 〉 ≤ ∈ , 

 при 0 0( ) ( ) , , 0i k i i k i kh z h z a y y b x x− =〈 − 〉+〈 − 〉 ≤0 0( )i I z∈ , откуда 

1 2, , , (i k i k ia y b x t b x i I z〈 〉 + 〈 〉 ≤ − 〈 〉 ∈ 0 )� . (5) 

Возьмем *
1 0 0(( , ); )y x y∈Γ 1x . Тогда 0 0( ) ( ) ( ) ( )k kx x f z f zϕ − ϕ = − =  

2
0 0 0 0

1( ), , ( )( )
2k k k 0f z z z z z f z z z= 〈∇ − 〉 + 〈 − ∇ − 〉  и в силу (3) 0 0( ) ( ) ( ; )k kx x t x x′ 1ϕ − ϕ ≤ ϕ +  

2
1 ,kM t+  где . 1 const 0M = >

Отсюда получаем 2
0 0 0 1 2 k( ), ( ; )k kf z z z t x x M t′− 〉 ≤ ϕ + 2 const 0M = >〈∇ , , или 

0 1
0 0 1 0 1( ; )

( ), ( ), min ( ), ( , 2y k x y z x kf z y f z x f z x y M t
∈Γ

〈∇ 〉 + 〈∇ 〉 ≤ 〈∇ 〉 +� . (6) 

Из последнего неравенства и (5) в силу леммы 1 следует, что 

{
}

0 1

*
0 1 1 0

0 0 1 0 1( ; )

( , ( ; )) max 0, , , ( ),

( ), ( ), min ( ), ( , .
k i k i

y k x y z x

y z x a y b x i I z

f z y f z x f z x y
∈Γ

ρ Γ ≤ α 〈 〉 + 〈 〉 ∈

〈∇ 〉 + 〈∇ 〉 − 〈∇ 〉

� �

�  

Следовательно, принимая во внимание оценки (5) и (6), окончательно получаем 
*

0 1 3 3( , ( ; )) , const 0.k ky z x M t Mρ Γ ≤ = >�  

Тогда существует *
1 0( ; )ky z∈Γ 1x  такой, что 1 1,k k k k ky y t q y= + → 0,�  где последова-

тельность { }kq  ограничена. В таком случае, не убавив общности, можно считать, что 2kq y→  

и 1 2 ( )k k k ky y t y o t= + +� . Полагая 1 1 1( , )kz x y k= , при 2
0 1( , )ki I z z∈  получим 

[ ] [ ]2 2
0 0 0 1 1 2 20 ( ) ( ) , , , , , , (i k i i k i k k i k i k i i kh z h z a y y b x x t a y b x t a y b x o t≥ − = 〈 − 〉 + 〈 − 〉 = 〈 〉 + 〈 〉 + 〈 〉 + 〈 〉 + ),

 откуда 2 2, ,i ia y b x〈 〉 + 〈 〉 ≤ 0,  т.е. 2
2 0 1( , ; )ky z z∈Γ 2x =. Тогда  0( ) ( )kx xϕ −ϕ

2 2
0 0 0 0 0 0 0 1 0

1( ) ( ) ( ), , ( )( ) ( ), [ ( ),
2k k k k k k kf z f z f z z z z z f z z z t f z z t f z z= − = 〈∇ − 〉 + 〈 − ∇ − 〉 = 〈∇ 〉 + 〈∇ 〉 +2

 ]2 2
1 0 1

1 , ( ) (
2 k kz f z z o t+ 〈 ∇ 〉 + ),k  где 1 1 1 2 2( , ), ( , )k kz x y z x y= = 2 . 

Отсюда 0 0( ) ( ) ( ; )k kx x t x x′ϕ − ϕ − ϕ ≥ ]2 2
0 2 1 0 1

1[ ( ), , ( ) ( )
2k k kt f z z z f z z o t 2

k〈∇ 〉 + 〈 ∇ 〉 + =  

* 2
1 0 1 2 0 1 2

2 2 2
0 1 2 0 1 2( ; ) ( , ; )

( , , ) ( ) inf inf ( , , ) ( )k k k k y z x y z z x
t z z z o t t z z z o t

∈Γ ∈Γ
= Φ + ≥ Φ + 2

k  и, следовательно, 

* 2
1 0 1 2 0 1 2

2
0 1 2 0 1 2( ; ) ( , ; )

( ; , ) inf inf 2 ( , , )
y z x y z z x

D x x x z z z+
∈Γ ∈Γ

ϕ ≥ Φ , 

откуда окончательно получаем 

* 2
0 0 1 0 1 2 0 1 2

2
0 1 2 0 1 2( ) ( ; ) ( , ; )

( ; , ) inf inf inf 2 ( , , )
y x y z x y z z x

D x x x z z z+ ∈ω ∈Γ ∈Γ
ϕ ≥ Φ . 
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Сравнивая с оценкой (4), получаем, что производная 0 1 2( ; , )x x x′′ϕ  существует, причем 

* 2
0 0 1 0 1 2 0 1 2

0 1 2 0 1 2( ) ( ; ) ( , ; )
( ; , ) inf inf inf 2 ( , , )

y x y z x y z z x
x x x z z z

∈ω ∈Γ ∈Γ
′′ϕ = Φ . 

Применение леммы о двойственности [3, 11] позволяет утверждать о равносильности 
данной формулы и двойного равенства (2). 

Теорема 2. Пусть в задаче Р(х) выполняется условие x0∈int dom F. Тогда для любых на-
правлений nx R∈  и 1 2, nx x R∈  существуют конечные производные 0( ; )x x′ϕ  и 0 1 2( ; , )x x x′′ϕ , 
для которых справедливы формулы (1) и (2). 

Доказательство. Следуя [3], можно показать, что при сделанных предположениях мно-
гозначное отображение F R-регулярно в любой точке z0=(x0, y0)∈gr F в том смысле, что найдут-
ся числа α>0, δ1>0, δ2>0 такие, что ρ(y, F(x))≤α max{0, hi(x, y)   i∈I} для всех x∈x0+δ1B, 
y∈y0+δ2B. В таком случае, согласно [3] 0 0( ; ) ( ; )DF z x z x= Γ ≠ ∅  и 2

1 2( , ; )D F z z x =  
2

0 1 2( , ; )z z x= Γ ≠ ∅  для любых направлений nx R∈  и 1 2, nx x R∈ . Далее следует повторить 
доказательство теоремы 1. 

ON DIFFERENTIABILITY OF VALUE FUNCTION IN PARAMETRIC 
QUADRATIC PROGRAMMING PROBLEMS 

L.I. MINCHENKO, S.M. STAKHOVSKI 

Abstract 

Parametric quadratic programming problems are studied and the existence of  the first and the 
second directional derivatives for value function are proved. 
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