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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №1. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ДАННЫХ 

     РЯДАМИ ТЕЙЛОРА: КЛАССИЧЕСКИЙ ПОДХОД 

 

1.1. Цель работы 

 

Изучение аппроксимации функции одной переменной отрезками ряда 

Тейлора и исследование ее точности, а также аппроксимации функции многих 

переменных отрезками ряда Тейлора с помощью классического подхода и ис-

следование ее точности. 

 

1.2. Теоретические положения 

 

1.2.1. Формальное представление функции одной переменной рядом 

    Тейлора 

 

Формальное представление функции одной переменной )(xfy   рядом 

Тейлора в окрестности некоторой точки a  имеет вид [1, 2, 3] 

k

k

k

ax
k

af
xf )(

!

)(
~)(

0

)(






,                                (1.1) 

где )()( af k  – k -я производная функции )(xfy   в точке a .  

При 0a  ряд Тейлора (1.1) часто называют рядом Маклорена. Во многих 

случаях ряд Тейлора сходится к значениям функции. Например, ряды Тейлора 

для функций ,xe  ,sin x  ,cos x  ,sh x  xch  сходятся на всей действительной пря-

мой: 







0 !n

n
x

n

x
e , 













0

12

)!12(

)1(
sin

n

nn

n

x
x , 









0

2

)!2(

)1(
cos

n

nn

n

x
x , 














0

12

)!12(2
sh

n

nxx

n

xee
x , 












0

2

)!2(2
ch

n

nxx

n

xee
x . 

Ряд Тейлора для функции )1ln( x  имеет вид 







1

1)1()1ln(
n

n
n

n

x
x  

и сходится для всех ]1,1(x . 
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1.2.2. Правила дифференцирования функции одной переменной 

 

Приведем некоторые правила дифференцирования функции одной пере-

менной [1, 2, 3]. 

1. Производная произведения. Если )(xuu  , )(xvv  , то 

vuvuuv )( . 

Пример 1.1. Пусть xexy 3  и требуется найти производную dxdy / . Вве-

дем функции 3)( xxu  , xexv )( . Тогда uvy  , 23)( xxu  , xexv  )(  и мы по-

лучим 

)3(3 3232 xxexeex
dx

dy xxx  . 

2. Производная сложной функции. Если )(uyy  , где )(xuu  , то 

dx

du

du

dy

dx

dy
 . 

Пример 1.2. Пусть 3sin xy   и требуется найти производную dxdy / . Вве-

дем функции 3)( xxu  . Тогда uy sin , ududy cos/  , 23/ xdxdu   и мы полу-

чим 

3223 cos33cos xxxx
dx

dy
 . 

3. Производная неявной функции. Если функция )(xyy   задана неявно в 

виде уравнения  

0),( yxF , 

то ее производная dxdy /  определяется как решение следующего линейного ал-

гебраического уравнения: 

0









x

F

dx

dy

y

F
. 

Пример 1.3. Пусть функция )(xyy   задана с помощью уравнения 

01),( 22  yxyxF  

и требуется найти производную dxdy / . Это уравнение задает окружность в 

двухмерном пространстве с координатами yx,  и центром в точке 0,0  yx . 

Поскольку yyF 2/  , xxF 2/  , то эту производную можно получить из 

уравнения 

022  x
dx

dy
y . 

Из этого уравнения получаем  

y

x

dx

dy
 . 
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1.2.3. Формальное представление функции многих переменных рядом 

Тейлора 

 

Формальное представление функции n  переменных )(xfy  , 

),...,,( 21 nxxxx   рядом Тейлора в окрестности некоторой точки 

),...,,( )0()0(
2

)0(
1

)0(
nxxxx   имеет вид [3, 4] 

||)0()0(

0 1

))((
|!|

1
)(

1

k

k
k
n

k

k

xxxf
xxk

xf
n





 



 
,                     (1.2) 

где )( )0(

1
1

xf
xx nk

n
k

k






 – смешанная производная k -го порядка функции )(xf , 

вычисленная в точке )0(x , nkkkk  ...21 , !!!|!| 21 nkkkk  , 

nk
nn

kkk xxxxxxxx )()()()( )0()0(
22

)0(
11

||)0( 21   . 

 

1.2.4. Правила дифференцирования функций многих переменных 

 

Приведем некоторые правила дифференцирования функций многих пе-

ременных [1, 2, 3]. 

1. Производная произведения. Правило дифференцирования не претерпе-

вает существенных изменений по сравнению со скалярным случаем, за исклю-

чением того, что теперь рассматриваются частные производные. Итак, если 

),...,,( 21 nxxxuu  , ),...,,( 21 nxxxvv  , то 

ni
x

v
uv

x

u
uv

x iii

,1,)( 













. 

Пример 1.4. Пусть 
)(3

21
21)2(

xx
exxy


  и требуется найти производную 

2/ xy  . Введем функции 3
2121 )2(),( xxxxu  , 

)(
21

21),(
xx

exxv


 . Тогда uvy  , 

2
21

2

)2(3 xx
x

u





, 

)(

2

21 xx
e

x

v 





 и мы получим 

)32()2()2()2(3 21
2

21
)()(3

21
)(2

21
2

212121 


 
xxxxeexxexx

x

y xxxxxx
. 

2. Производная сложной функции. Если функции 

miuuufy kii ,1,),...,,( 21  , 

зависят от промежуточных переменных kuuu ,...,, 21 , которые в свою очередь яв-

ляются функциями независимых переменных nxxx ,...,, 21 , то есть 

kxxxuu n ,1,),...,,( 21   , 

то 

njmi
x

u

u

f

x

y

j

k
i

j

i ,1,,1,
1













 

 

 . 
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В случае, когда дифференцируемые функции явно зависят не только от 

промежуточных переменных kuuu ,...,, 21 , но и от независимых переменных 

nxxx ,...,, 21 , то есть если 

mixxxuuufy nkii ,1,),...,,,,...,,( 2121  , 

где kxxxuu n ,1,),...,,( 21   , то 

njmi
x

f

x

u

u

f

x

y

j

i

j

k
i

j

i ,1,,1,
1


















 

 

 . 

Пример 1.5. Пусть 

221
2

21 2)2(sin xxxxxy   

и требуется найти производную 2/ xy  . Введем промежуточные функции 

21211 ),( xxxxu  , )2(sin),( 21
2

212 xxxxu  . Тогда получим случай явной зави-

симости функции от промежуточных и независимых переменных: 

2212121 2),,,( xuuxxuufy  . 

В этом случае  

22

2

12 x

f

x

u

u

f

x

y

















 

 

 . 

Поскольку 

2
1

u
u

f





,  1

2

u
u

f





,  2

2






x

f
,  

21

1

2

1

2 xx

x

x

u





,  

)2cos()2sin(4 2121
2

2 xxxx
x

u





, 

то 

2)2cos()2sin(4
2

)2(sin 212121
21

1
21

2

2





xxxxxx

xx

x
xx

x

y
. 

3. Производная неявной функции. Если функции ),...,,( 21 nxxxyy   , 

k,1 , заданы неявно в виде системы уравнений  

mixxxyyyF nki ,1,0),...,,,,...,,( 2121  , 

то производные njkixy ji ,1,,1,/  , определяются как решение следующей 

системы линейных алгебраических уравнений: 

njmi
x

F

x

y

y

F

j

i

j

k
i ,1,,1,0

1













 

 

 . 

Пример 1.6. Пусть функция ),( 21 xxyy   задана неявно с помощью урав-

нения 

0432),,( 22
2

2
121  yxxxxyF  

и требуется найти ее производные 21 /,/ xyxy  . Это уравнение задает эллип-

соид в трехмерном пространстве с координатами yxx ,, 21  и центром в точке 
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0,0,0 21  yxx . В этом случае нам необходимо составлять и решать сле-

дующую систему уравнений:  

2,1,0 












j

x

F

x

y

y

F

jj

. 

Поскольку yyF 6/  , 11 2/ xxF  , 22 4/ xxF  , то для определения иско-

мых производных мы имеем следующую систему двух уравнений:  

026 1
1





x

x

y
y , 

046 2
2





x

x

y
y . 

Из этой системы получаем 

y

x

x

y

3

1

1





,   

y

x

x

y

3

2 2

2





. 

 

1.2.5. Средства Matlab для выполнения работы 

 

1.2.5.1. Выполнение символьных операций 

 

Для получения разложений аналитических функций в ряд Тейлора можно 

воспользоваться символьными вычислениями в Matlab. При этом переменные 

или объекты необходимо объявить символьными с помощью функции syms. 

Например,  

syms x1 x2 … создает группу символьных объектов. 

syms x1 x2 … real и syms x1 x2 … unreal создают группы символьных 

объектов с вещественными (real) и невещественными (unreal) значениями. По-

следнюю функцию можно использовать для отмены задания вещественных 

объектов. Отметим, что символьные переменные здесь разделяются пробелами. 

Для получения разложений аналитических функций в ряд Тейлора (1.1) 

служит функция taylor. 

taylor(f) – возвращает 6 членов ряда Маклорена. 

taylor(f,n) – возвращает члены ряда Маклорена до )1( n -го порядка. 

taylor(f,a) – возвращает 6 членов ряда Тейлора в окрестности точки a. 

taylor(f,a,n) – возвращает члены ряда Тейлора до )1( n -го порядка в 

окрестности точки a. 

Пример 1.7. В результате выполнения программы 

clc 

clear 

syms x t  

y1=taylor(exp(-x)) 

y2=taylor(log(x),6,1) 

y3=taylor(sin(x),pi/2,6) 
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y4=taylor(x^t,3,t) 

будет получен следующий результат: 

y1 = 

1-x+1/2*x^2-1/6*x^3+1/24*x^4-1/120*x^5 

y2 = 

x-1-1/2*(x-1)^2+1/3*(x-1)^3-1/4*(x-1)^4+1/5*(x-1)^5 

y3 = 

1-1/2*(x-1/2*pi)^2+1/24*(x-1/2*pi)^4 

y4 = 

1+log(x)*t+1/2*log(x)^2*t^2 

Для вычисления в символьном виде производных от выражения s служит 

функция diff. 

diff(s) – возвращает символьное значение первой производной от сим-

вольного выражения или массива символьных выражений s по независимой пе-

ременной, определенной функцией findsym. 

diff(s,n) – возвращает символьное значение n-й производной от символь-

ного выражения или массива символьных выражений s по независимой пере-

менной, определенной функцией findsym. 

diff(s,'v'), или diff(s,sym('v')), – возвращает символьное значение первой 

производной от символьного выражения или массива символьных выражений s 

по переменной v. 

diff(s,'v',n), или diff(s,n,'v'), – возвращает символьное значение n-й про-

изводной от символьного выражения или массива символьных выражений s по 

переменной v. 

Пример 1.8. Программа 

clc 

clear 

syms x t 

y1=diff(sin(x^2)) 

y2=diff(t^6,6) 

возвращает следующие результаты: 

y1 = 

2*cos(x^2)*x 

y2 = 

720 

 

1.2.5.2. Символьные подстановки 

 

Часто в символьное выражение вместо некоторой переменной или выра-

жения необходимо подставить новую переменную или выражение. В Matlab это 

можно сделать с помощью функции subs. 

y=subs(s,old,new) заменяет в символьном выражении s старую перемен-

ную или выражение old на новую переменную или выражение new. В качестве 

new можно использовать численное значение. 
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Пример 1.9. Программа 

syms t tau 

y=sin(t); 

y1=y*subs(y,t,t+tau) 

возвращает следующий результат: 

y1 = 

sin(t)*sin(t+tau) 

 

1.2.5.3. Построение графиков функций одной переменной 

 

Для построения графиков функций одной переменной )(xfy   в Matlab 

имеется функция plot. График строится в декартовой системе координат по за-

данным массивам значений аргумента и функции. Заданные этими массивами 

точки соединяются прямыми линиями. Имеется возможность изменять тип и 

цвет линии и тип узловых точек (маркер). Вызов этой функции осуществляется 

командой  

plot(x,y,s) 

Здесь x, y – одномерные массивы одинаковой размерности; x – массив 

значений аргумента функции )(xfy  ; y – массив значений функции )(xfy  ; 

s – строковая константа, определяющая цвет линии, маркер узловых точек и 

тип линии. Эта константа может содержать от одного до трех символов.  

Цвет линии определяется символами y (желтый), m (фиолетовый), c (го-

лубой), r (красный), g (зеленый), b (синий), w (белый), k (черный). 

Тип узловой точки определяется символами . (точка), o (окружность), x 

(крестик), + (плюс), * (звездочка), s (квадрат), d (ромб), < > ^ (треугольники 

различной направленности), p (пятиугольник), h (шестиугольник). 

Тип линии определяется символами - (непрерывная), : (короткие штрихи), 

-. (штрихпунктир), -- (длинные штрихи). 

Символьную константу s можно опустить. В этом случае по умолчанию 

используется непрерывная линия желтого цвета. 

Для построения в одном окне нескольких графиков можно использовать 

команду 

plot(x1,y1,s1,x2,y2,s2,x3,y3,s3,…) 

Пример 

clc 

clear 

% графики функций sin x, cos x 

x=0:0.1:2*pi; 

y1=sin(x); 

y2=cos(x); 

plot(x,y1,'k-o',x,y2,'r--*') 

grid on 
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В результате выполнения этой программы на экран монитора будет выве-

дено графическое окно с графиками, представленными на рис. 1.1. Графики 

представлены в черно-белой палитре, хотя в действительности график функции 

cos(x) выводится красным цветом. 

Команда grid on добавляет на график сетку. 

 
Рис. 1.1. Графики, выполненные с помощью программы plot 

 

Созданный график можно скопировать в буфер Clipboard, активизировав 

в пункте Edit главного меню графического окна команду Copy Figure с целью 

его дальнейшего редактирования в каком-либо графическом редакторе, напри-

мер Paint. 

 

1.2.5.4. Построение графиков функций двух переменных 

 

Трехмерные поверхности обычно описываются функцией двух перемен-

ных ),( yxfz  . Специфика построения трехмерных графиков в Matlab требует 

не просто задания ряда значений x и y, то есть векторов x и y, а определения 

двухмерных массивов X и Y. Для создания таких массивов служит функция 

meshgrid. 

[X,Y]=meshgrid(x,y) – преобразует область, заданную векторами x и y, в 

двухмерные массивы X и Y, которые могут быть использованы для вычисления 

значений функции двух переменных и построения трехмерных графиков. Эта 

функция формирует массивы X и Y таким образом, что строки выходного мас-

сива X являются копиями вектора x, а столбцы выходного массива Y – копиями 

вектора y. 
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Пример 1.10 

clc 

clear 

[X,Y]=meshgrid(1:1:4,6:1:9) 

X = 

     1     2     3     4 

     1     2     3     4 

     1     2     3     4 

     1     2     3     4 

Y = 

     6     6     6     6 

     7     7     7     7 

     8     8     8     8 

     9     9     9     9 

В этом примере формируются массивы X и Y для построения трехмерной 

поверхности при изменении x от 1 до 4 с шагом 1 и y от 6 до 9 с шагом 1.  

Командой mesh в Matlab выполняются графики трехмерных поверхно-

стей с заданной или функциональной окраской. 

mesh(X,Y,Z,C) – выводит в графическое окно сетчатую поверхность с 

цветами узлов поверхности, заданных массивом С. 

mesh(X,Y,Z) – аналог предшествующей команды при C=Z с использова-

нием функциональной окраски, при которой цвет задается высотой поверхно-

сти. 

Пример 1.11 

clc 

clear 

x1=-2:0.1:3; 

y1=-4:0.1:4; 

[x,y]=meshgrid(x1, y1); 

z=x.^2+y.^2; 

mesh(x,y,z) 

В результате выполнения этой программы на экран будет выведена фигу-

ра, приведенная на рис. 1.2. Рисунок представлен в серых тонах, хотя в дей-

ствительности он формируется в цветной палитре. Би
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Рис. 1.2. Трехмерный график, построенный с помощью функции mesh 

 

В приведенном примере массив значений функции двух переменных 

формируется посредством использования поэлементных операций с массивами. 

Использование поэлементных операций предполагает наличие навыков их ис-

пользования, то есть четкого представления того, что происходит при их при-

менении. Если уверенности в правильности использования поэлементных опе-

раций нет, то массив значений функции можно сформировать путем использо-

вания вложенных циклов for и индексированных переменных. Например, 

предыдущий пример можно оформить следующим образом: 

clc 

clear 

x1=-2:0.1:3; 

y1=-4:0.1:4; 

[x,y]=meshgrid(x1,y1); 

nx=length(x1); 

ny=length(y1); 

for i=1:nx 

 for j=1:ny 

  z(j,i)=x1(i)^2+y1(j)^2; 

 end; 

end; 

mesh(x,y,z) 

Заметим, что точке (x1(i),y1(j)) соответствует значение функции z(j,i). 
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1.3. Порядок выполнения работы 

 

1. Выбрать функцию из табл. 1.1 по указанию преподавателя и получить 

(записать) для нее отрезок ряда Тейлора (1.1) в окрестности некоторой точки до 

2-й степени независимой переменной включительно. 

2. Написать m-файл-сценарий для аппроксимации функции одной пере-

менной отрезками ряда Тейлора в окрестности некоторой точки от нулевой до 

2-й степени независимой переменной включительно. C помощью программы 

plot вывести в одно графическое окно графики функции и аппроксимирующих 

полиномов. Проанализировать точность аппроксимации при различном числе 

слагаемых ряда Тейлора.  

3. Представить в выбранной функции скалярный аргумент x  в виде  

2211 xaxax  . 

Для полученной таким образом функции двух переменных ),( 21 xxfy   запи-

сать выражение ряда Тейлора (1.2) до 2-й степени независимых переменных 

включительно. 

4. Написать m-файл-сценарий для аппроксимации функции двух пере-

менных отрезками ряда Тейлора в окрестности некоторой точки от нулевой до 

2-й степени независимой векторной переменной включительно. С помощью 

программы mesh вывести в одно графическое окно графики функции и аппрок-

симирующих полиномов. Проанализировать точность аппроксимации при раз-

личном числе слагаемых ряда Тейлора. 

5. Оформить отчет, в котором привести функцию одной переменной, ее 

ряд Тейлора до 2-й степени независимой переменной включительно и графиче-

скую иллюстрацию аппроксимации, а также функцию двух переменных, ее ряд 

Тейлора до 2-й степени независимых переменных включительно и графиче-

скую иллюстрацию аппроксимации. 

 

Таблица 1.1 

Варианты заданий к работам 1, 2, 5 

Номер  

варианта 
Функция 

Номер  

варианта 
Функция 

1 xexy  3  16 15)2( 4  xxy  

2 726  xxy  17 xxy cos3  

3 xxxy  sin3  18 xxy  5  

4 1ln2 2  xxy  19 1lg2  xxy  

5 xxy ln2   20 2)2(lg2  xxy  

6 2)1(  xey x  21 xxy 2sin)1( 2   

7 22  xey x  22 812)2( 3  xxy  

8 22 xy x   23 22   xey x  
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Окончание табл. 1.1 

Номер  

варианта 
Функция 

Номер  

варианта 
Функция 

9 xxy 2cos  24 xxy cos2  

10 xxy lg2   25 13 2   xy x  

11 333  xxy  26 xxy 24ln   

12 xxy sinln   27 xxy  cos3  

13 xey x 2cos  28 xxy sin  

14 xey x 3cos3    29 3ln2  xxy  

15 32   xey x  30 2sin xxxy   

 

1.4. Контрольные вопросы 

 

1. Запишите правила дифференцирования функции одной переменной. 

2. Запишите четыре члена ряда Тейлора для скалярной функции одной 

переменной. 

3. Запишите три члена ряда Тейлора для скалярной функции двух пере-

менных. 
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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №2. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ДАННЫХ 

РЯДАМИ ТЕЙЛОРА: ВЕКТОРНО-МАТРИЧНЫЙ ПОДХОД 

 

2.1. Цель работы 

 

Изучение аппроксимации функции многих переменных отрезками ряда 

Тейлора с помощью векторно-матричного подхода и исследование ее точности. 

 

2.2. Теоретические положения 

 

С помощью векторно-матричного подхода можно записать лишь три чле-

на ряда Тейлора для скалярной функции )(Xf  векторной переменной 

),...,,( 21 nxxxX   в окрестности точки ),...,,( )0()0(
2

)0(
1

)0(
nxxxX  : 

)()(
2

1
)()()( )0()0()0()0( XXBXXXXAXfXf TT  .              (2.1) 

Здесь T
nn xxxxXX ))(),...,(()( )0()0(

11
)0(   – вектор-столбец аргументов; 

)/(/),...,,( 21 i
T

n xfdXdfaaaA  , ni ,...,2,1 , – вектор-столбец первой про-

изводной функции )(Xf  в точке )0(X , который называется градиентом функ-

ции )(Xf  в точке )0(X ; 

























n

T

x

f

x

f

x

f
A ,...,,

21

;                                         (2.2) 

)/()( 2
, jiji xxfbB  , ,,...,2,1, nji   – 

)( nn -матрица второй производной функции )(Xf  в точке )0(X , которая 

называется матрицей Гессе: 

































































nnnn

n

n

xx

f

xx

f

xx

f

xx

f

xx

f

xx

f

xx

f

xx

f

xx

f

B

2

2

2

1

2

2

2

22

2

12

2
1

2

21

2

11

2









.                              (2.3) 

Записать последующие члены ряда Тейлора с помощью векторно-

матричного подхода и теории скалярно-матричного дифференцирования не 

представляется возможным. 
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2.3. Порядок выполнения работы 

 

1. Выбрать функцию из табл. 1.1 по указанию преподавателя, представив 

в ней скалярный аргумент x  в виде 

2211 xaxax  . 

Для полученной таким образом функции двух переменных ),( 21 xxfy   найти 

вектор градиента (2.2) и матрицу Гессе (2.3). 

2. Написать m-файл-сценарий для аппроксимации данной функции двух 

переменных отрезками ряда Тейлора (2.1) в окрестности некоторой точки. В 

одно графическое окно с помощью программы mesh вывести графики функции 

и аппроксимирующих полиномов. Проанализировать точность аппроксимации 

при различном числе слагаемых ряда Тейлора. 

3. Оформить отчет, в котором привести функцию двух переменных, отре-

зок ее ряда Тейлора и графическую иллюстрацию аппроксимации. 

 

2.4. Контрольные вопросы 

 

1. Запишите определения градиента и матрицы Гессе функции многих пе-

ременных. 

2. Найдите градиент и матрицу Гессе в нуле для заданной преподавателем 

функции многих переменных. 
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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №3. МНОГОМЕРНЫЕ МАТРИЦЫ 

 

3.1. Цель работы 

 

Изучение основных положений теории многомерных матриц на основе 

системы Matlab. 

 

3.2. Теоретические положения 

 

3.2.1. Определение многомерной матрицы. Симметричные 

многомерные матрицы 

 

Многомерной p( -мерной) )...( 21 pnnn  -матрицей A  называется си-

стема чисел или переменных pnia
piii ,1,,1,,...,, 21

  , расположенных в точ-

ках p -мерного пространства, определяемого координатами piii ,...,, 21  [3, 5]. 

Обозначается p -мерная матрица следующим образом: 

pniaA
pii ,1,,1),( ,...,1

  .                                (3.1) 

Совокупность индексов ),...,,( 21 piii  многомерной матрицы A  будем 

называть мультииндексом и обозначать одним символом ),...,,( 21 piiii  . Тогда 

вместо обозначения (3.1) можно применять следующее обозначение многомер-

ной матрицы: 

)( iaA  . 

Если nnnn p  ...21 , то матрица называется гиперквадратной или  

p -мерной матрицей n -го порядка. 

Многомерная матрица A  называется симметричной относительно двух 

своих индексов  ii , , если каждые два ее элемента, получающиеся один из дру-

гого перестановкой этих индексов, одинаковы, то есть если  

pp iiiiiiii aa ,...,,...,,...,,...,,...,,..., 11 
 . 

Многомерная матрица называется симметричной относительно несколь-

ких индексов, если она симметрична относительно любой пары из них. 

Многомерная матрица называется симметричной, если она симметрична 

относительно всех своих индексов. 

 

3.2.2. Подстановки и транспонирование многомерных матриц 

 

Пусть A  – p -мерная матрица (3.1). Новая матрица 

),( ,...,, 21

T
iii

T

p
aA   

элементы которой связаны с элементами матрицы (3.1) соотношениями [3, 5] 
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pp iii
T

iii aa


 ...,,,...,,
2121

,                                        (3.2) 

где 
p

iii  ,...,,
21

 – какая-нибудь перестановка индексов piii ,...,, 21 , называется 

транспонированной относительно матрицы A  соответственно подстановке  
















 p
i

i

i

i
T

p

,...,

,...,

1

1
. 

Подстановкой (или перестановкой) называется взаимно однозначное 

отображение (биекция) множества индексов piii ,...,, 21  на себя [6]. Это отобра-

жение ставит в соответствие множеству индексов piii ,...,, 21  множество индек-

сов ),...,,(
21 p

iii  , так что 

),...,,(),...,,( 2121 piiiTiii
p
 . 

Если 1T  и 2T  – две подстановки на одном и том же множестве индексов 

),...,,( 21 piii , 
























p

p

i

i

ii

ii
T

,...,,

,...,,

21

21

1 ,   























p

p

i

i

ii

ii
T

,...,,

,...,,

21

21

2 , 

где ),...,,(
21 p

iii  , ),...,,(
21 p

iii   – некоторые перестановки множества 

),...,,( 21 piii , то подстановка 3T , действующая согласно выражению 

)),...,,((),...,,( 211221 piiiTTiii
p
 , 

называется суперпозицией или композицией подстановок 1T  и 2T  и обозначается  

213 TTT  . 

Можно выделить несколько типов подстановок [3, 6]. 

Тождественной подстановкой на p  индексах называется подстановка вида 
















p

p

p i

i

ii

ii
EE

,...,,

,...,,

21

21
. 

Обратной подстановкой для подстановки T  называется подстановка 1T , 

удовлетворяющая равенству 

ETTTT    11 . 

Подстановкой типа «вперед» называется подстановка вида 

rp
i

i

i

i

i

i

i

i

i

i
B

r

prp

p

rp

rr
rp 



















,
,

,

...

...

,

,

,,

,,

...

...

,

,

,

,

1

1

2

2

1

1
, , 

в которой нижняя строка формируется из верхней переносом r  левых индексов 

вправо (вперед). 

Подстановкой типа «назад» называется подстановка вида 
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rp
i

i

i

i

i

i

i

i

i

i
H

rp

pr

p

r

rprp
rp 





















,
,

,

...

...

,

,

,,

,,

...

...

,

,

,

,

1

1

2

2

1

1

, , 

в которой нижняя строка формируется из верхней переносом r  правых индек-

сов влево (назад). 

Ясно, что prprprprp EBHHB  ,,,,  , то есть подстановки rpB ,  и rpH ,  

взаимно обратные: 
1
,,

1
,, ,   rprprprp BHHB . 

Подстановкой типа «вперед-назад» называется подстановка вида 

srp
i

i

i

i

i

i

i

i
HB

r

psp

p

r

sp
sr 



















,
,

,

...

...

,,

,,

...

...

,,

,,

...

...

,

,

1

1

1

1
, 

в которой нижняя строка формируется из верхней переносом r  левых индексов 

вправо (вперед) и s  правых индексов влево (назад). 

Пример записи некоторых подстановок: 











jimlk

mlkji
B

,,,,

,,,,
2,5 , 










kjiml

mlkji
H

,,,,

,,,,
2,5 , 










jilkm

mlkji
HB

,,,,

,,,,
12 . 

Повторное транспонирование многомерной матрицы можно заменить ее 

однократным транспонированием соответственно некоторой новой подстанов-

ке, то есть 

321 )(
TTT

AA  , 

где 

213 TTT  . 

 

3.2.3. Операции над многомерными матрицами 

 

Рассмотрим операцию умножения многомерных матриц [3, 5]. 

Пусть A  – p -мерная матрица n -го порядка: 

pniaA
piii ,1,,1),( ,...,, 21

  ,                                  (3.3) 

B  – q -мерная матрица n -го порядка: 

qnjbB
qjjj ,1,,1),( ,...,, 21

  .                              (3.4) 

Разобьем мультииндексы ),...,,( 21 piiii  , ),...,,( 21 qjjjj   этих матриц на со-

ставляющие мультииндексы следующим образом: 

),,(),...,,( 21 csliiii p  , 

),,(),...,,( 21 mscjjjj q  , 

где 

),...,,( 21  llll , 

),...,,( 21  ssss , 

),...,,( 21  cccc , 
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),...,,( 21  mmmm  

и  

p , 

q . 

Тогда наши матрицы A  и B  (3.3) и (3.4) можно записать в виде 

)( ,, cslaA  , 

)( ,, mscbB  , 

где каждый из индексов мультииндексов mcsl ,,,  «пробегает» значения от 1 до n . 

Матрица 

)( ,, msldD  , 

элементы которой определяются выражением 


c

msccslmsl bad ,,,,,, , 

называется ),(  -свернутым произведением матриц A  и B . Обозначается 

),(  -свернутое произведение как )(, AB . Таким образом, 

)()()( ,,,,,,
,

msl
c

msccsl dbaABD  
 .                              (3.5) 

Пример. Матрицы A  и B  определены в виде следующих ассоциирован-

ных матриц: 



















)2,2()2,1()1,2()1,1(

2,0,1
2

)2(

)1(~ zyxA , 



















0

1

0

0

0

3

2

1

)2(

)1(~
)2,2()2,1()1,2()1,1(

2,0,1B . 

Найти произведение )(2,1 ABD . 

Решение. Формула (3.5) для данного примера имеет вид 

)()()(
2

1

2

1
,,,,

,
,,,, i

j k
ikjkji

kj
ikjkji dbabaD  

 

, 2,1i . 

Это значит, что элементы матрицы D  рассчитываются по следующей развер-

нутой формуле: 

iiiiiiiii babababad ,2,22,2,,1,21,2,,2,12,1,,1,11,1,  , 2,1i . 

После подстановки значений будем иметь 

xyzxyd 232023121  , 

 00102d . 

Итак, ),232(  xyD . 

 

3.2.4. Многомерные единичные и обратные матрицы 

 

Матрица ),( E , удовлетворяющая равенству 

AAEAE   )),(()),(( ,, , 
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где A  – p -мерная матрица n -го порядка (3.3), называется ),(  -единичной 

матрицей [3, 5]. Из определения ),(  -единичной матрицы следует, что это 

)2(  -мерная матрица n -го порядка. Ее элементы определяются формулой 

, ,

1, если ,
( , ) ( )

0, если ,
c s m

c m
E e

c m
 

  
   

 
 

где мультииндексы ),...,( 1  mmm  и ),...,,( 21  сссс  содержат по   индексов. 

Рассмотрим многомерно-матричное уравнение 

),()(,  EAX ,                                           (3.5) 

где )( ,, cslaA   – произвольная p -мерная матрица n -го порядка, ),...,,( 21  llll , 

),...,,( 21  ssss , ),...,,( 21  cccc , ),...,,( 21  mmmm ,  2p , ),( E  – 

 2( )-мерная ),(  -единичная матрица n -го порядка, )( ,, mscxX   – не-

известная  2( )-мерная матрица n -го порядка. 

Матрица )( ,, mscxX  , удовлетворяющая уравнению (3.5), называется 

правой ),(  -обратной к матрице A  и обозначается ),(1 A . Аналогично 

матрица )( ,, mscxX  , удовлетворяющая уравнению  

),()(,  EXA , 

называется левой ),(  -обратной к матрице A . Можно показать, что левая и 

правая ),(  -обратные к A  матрицы n -го порядка совпадают. Они обе обозна-

чаются как ),(1 A .  

 

3.2.5. Многомерные массивы в Matlab 

 

Многомерные массивы характеризуются размерностью более двух [7, 8]. 

Под размерностью массивов понимается число измерений в пространственном 

представлении массивов, а под размером – произведение числа элементов в 

каждой размерности массива. Произвольный элемент многомерного массива 

задается указанием имени массива и индексов в круглых скобках за именем, 

разделенных запятыми. Например, произвольный элемент трехмерного массива 

задается как М(i,j,k), где i – номер строки, j – номер столбца, k – номер страни-

цы. Этот элемент можно вывести, а можно присвоить ему определенное значе-

ние: М(i,j,k)=4. 

Для увеличения размерности массива служит оператор : (двоеточие). 

Продемонстрируем эту возможность на примере. Пусть у нас задан исходный 

двухмерный массив М размером 33. Для превращения этого массива в трех-

мерный к нему добавляются новые страницы так, как показано в следующем  

m-файле-сценарии. Имеется также возможность удаления отдельной страницы 

путем присваивания ей пустого массива. 
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%добавление и удаление страниц многомерного массива 

M=[1,2,3;4,5,6;7,8,9] % определен двухмерный массив 

M(:,:,2)=[10,11,12;13,14,15;16,17,18]; % к двухмерному массиву добавлена 

% вторая страница 

M 

M(:,:,1)=[] % у трехмерного массива удалена первая страница 

 

В результате выполнения этого файла на экран выводится следующее: 

 

M = 

1     2     3 

4     5     6 

7     8     9 

 

M(:,:,1) = 

1     2     3 

4     5     6 

7     8     9 

 

M(:,:,2) = 

    10    11    12 

    13    14    15 

    16    17    18 

 

M = 

    10    11    12 

    13    14    15 

    16    17    18  

Путем добавления к массиву M новой 2-й страницы мы получили трех-

мерный массив размером 233  . Затем мы удалили из полученного трехмер-

ного массива первую страницу, в результате чего опять получили двухмерный 

массив, но состоящий из второй страницы. 

Из приведенного примера видно, что многомерный массив выводится на 

экран в виде двухмерных массивов, то есть в виде отдельных страниц. 

Для транспонирования многомерных массивов в Matlab имеются функции 

permute и ipermute. Функция permute(A,ORDER) транспонирует p -мерный 

массив A в соответствии с вектором перестановок ORDER. Элементы вектора 

перестановок – числа от 1 до p . Функция ipermute(A,ORDER) делает то же, но 

в обратном порядке. Необходимо отметить, что определению (3.2) транспони-

рования многомерных матриц соответствует функция ipermute. Если ORDER и 

ORDER1 – две взаимно обратные перестановки (подстановки), то применение 

функций permute(A,ORDER) и ipermute(A,ORDER1) дает один и тот же ре-

зультат. Последовательное применение B=permute(A,ORDER) и 
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С=ipermute(B,ORDER) дает результат С=A. Применение этих функций иллю-

стрируется работой следующего m-файла-сценария: 

 

% транспонирование многомерной матрицы 

 M=[1,2,3;4,5,6;7,8,9]; 

 M(:,:,2)=[10,11,12;13,14,15;16,17,18]; 

 M 

 ORDER=[2,3,1]; 

 ORDER1=[3,1,2]; % перестановка, обратная к ORDER 

 B=ipermute(M,ORDER) 

 B1=permute(M,ORDER1) 

 D=permute(B,ORDER) 

 

В результате выполнения этой программы на экран выводится следую-

щее: 

 

M(:,:,1) = 

1     2     3 

4     5     6 

7     8     9 

 

M(:,:,2) = 

10    11    12 

13    14    15 

16    17    18 

 

B(:,:,1) = 

1     4     7 

10    13    16 

 

B(:,:,2) = 

2     5     8 

11    14    17 

 

B(:,:,3) = 

3     6     9 

12    15    18 

 

B1(:,:,1) = 

1     4     7 

10    13    16 

 

B1(:,:,2) = 

2     5     8 
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11    14    17 

 

B1(:,:,3) = 

3     6     9 

12    15    18 

 

D(:,:,1) = 

1     2     3 

4     5     6 

7     8     9 

 

D(:,:,2) = 

10    11    12 

13    14    15 

16    17    18 

 

Мы видим, что массивы M и D, массивы B и B1 также равны. 

 

3.3. Порядок выполнения работы 

 

1. Сформировать p -мерную матрицу A  n -го порядка и q -мерную мат-

рицу B  n -го порядка. 

2. Получить матрицу TA , транспонированную относительно A  соответ-

ственно подстановке T . 

3. Получить матрицу ,D  равную ),(  -свернутому произведению матриц 

A  и B . 

4. Сформировать ),(  -единичную матрицу ),( E  n -го порядка и найти 

произведение  

)),((, BEF   . 

Указание. Необходимые параметры взять из табл. 3.1 по указанию препо-

давателя. 

 

Таблица 3.1 

Варианты заданий к работе 3 

Номер 

варианта 

задания 

Размерность 

p матрицы A  

Переста-

новка T  

Размерность 

q матрицы B  

Порядок 

n  матриц 

A  и B  

 
  

 
  

1 4 4,1,2,3 4 2 0 1 

2 4 3,4,1,2 4 3 0 2 

3 4 2,3,4,1 4 4 0 3 

4 4 1,2,4,3 4 2 0 4 

5 4 2,1,3,4 4 3 1 1 
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Окончание табл. 3.1 

Номер 

варианта 

задания 

Размерность 

p матрицы A  

Переста-

новка T  

Размерность 

q матрицы B  

Порядок 

n  матриц 

A  и B  

 
  

 
  

6 4 2,1,4,3 4 4 1 2 

7 4 1,3,2,4 4 2 1 3 

8 4 4,2,3,1 4 3 2 0 

9 4 3,2,1,4 4 4 2 1 

10 4 1,4,3,2 4 2 2 2 

11 4 3,4,2,1 4 3 3 0 

12 4 4,3,1,2 4 4 3 1 

13 4 3,1,2,4 4 2 4 0 

14 4 1,3,4,2 3 3 0 0 

15 4 1,4,2,3 3 4 0 1 

16 4 4,1,3,2 3 2 0 2 

17 4 2,3,1,4 3 3 0 3 

18 4 2,4,1,3 3 4 1 0 

19 4 2,4,3,1 3 2 1 1 

20 4 3,1,4,2 3 3 1 2 

21 4 3,2,4,1 3 4 1 3 

22 4 4,2,1,3 3 2 2 0 

23 4 4,3,2,1 3 3 2 1 

24 4 4,1,2,3 3 4 3 0 

25 4 1,2,4,3 3 2 3 1 

26 3 1,3,2 4 3 0 1 

27 3 2,1,3 4 4 0 2 

28 3 2,3,1 4 2 0 3 

29 3 3,1,2 4 3 1 1 

30 3 3,2,1 4 4 1 2 

 

3.4. Контрольные вопросы 

 

1. Дайте определение транспонированной многомерной матрицы. 

2. Дайте определение ),(  -свернутого произведения многомерных мат-

риц. 

3. Дайте определение ),(  -единичной многомерной матрицы. 

4. Выполните вручную транспонирование заданной преподавателем мно-

гомерной матрицы. 

5. Найдите суперпозицию заданных преподавателем подстановок. 

6. Выполните повторное транспонирование заданной преподавателем 

матрицы. 
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7. Выполните вручную умножение заданных преподавателем многомер-

ных матриц. 

8. Запишите заданную преподавателем единичную матрицу. 
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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №4. МНОГОМЕРНО-МАТРИЧНЫЕ 

          ПОЛИНОМЫ 

 

4.1. Цель работы 

 

Изучение полиномов многих переменных на основе системы Matlab. 

 

4.2. Теоретические положения 

 

4.2.1. Классические полиномы многих переменных 

 

Рассмотрим классическую форму представления скалярного полинома y  

многих переменных nxxx ,...,, 21 , или, иначе, скалярного полинома y  векторной 

переменной ),...,,( 21 nxxxx  . Вектор ),...,,( 21 n  с целочисленными неот-

рицательными компонентами назовем мультииндексом и обозначим 

n ...|| 21 . Скалярная функция n  переменных nxxx ,...,, 21  вида 

n
nxxxcxcx





  21

21)( , ,...2,1,0||  ,                   (4.1) 

называется одночленом n  переменных степени || . Скалярная функция вида  







k
k xcxg

||

)(                                               (4.2) 

называется однородным полиномом степени k  векторной переменной x . Ска-

лярная функция вида 





m

k
k xgxy

0

)()(  

называется полиномом степени m  векторной переменной x  [9]. Таким образом, 

полином степени m  векторной переменной x  представляет собой сумму одно-

родных полиномов (4.2) или сумму одночленов вида (4.1) со степенями от 0  до :m  







m

xcxy
0||

)( .                                               (4.3) 

В частности, однородные полиномы двух переменных 21, xx  степеней 0 , 1 , 2 , 3  

имеют вид 

0,00 )( cxg  , 21,010,11 )( xcxcxg  , 211,1
2
22,0

2
10,22 )( xxcxcxcxg  , 

2
2
11,2

2
212,1

3
23,0

3
10,33 )( xxcxxcxcxcxg   

соответственно. Следовательно, полином второй степени двух переменных 

21, xx  будет определяться выражением 

211,1
2
22,0

2
10,221,010,10,0210 )()()( xxcxcxcxcxccxgxgxgy  , 

а полином третьей степени двух переменных 21, xx  – выражением 
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 211,1
2
22,0

2
10,221,010,10,03210 )()()()( xxcxcxcxcxccxgxgxgxgy  

2
2
11,2

2
212,1

3
23,0

3
10,3 xxcxxcxcxc  . 

Запишем также классическое представление скалярного полинома второй 

степени трех переменных 321 ,, xxx . Однородные полиномы степеней 0 , 1 , 2  в 

этом случае имеют вид: 

0,0,00 )( cxg  , 

33,0,020,2,010,0,11 )( xcxcxcxg  , 

321,1,0311,0,1210,1,1
2
32,0,0

2
20,2,0

2
10,0,22 )( xxcxxcxxcxcxcxcxg  . 

Следовательно, полином второй степени трех переменных 321 ,, xxx . будет ра-

вен 

 33,0,020,2,010,0,10,0,0210 )()()( xcxcxccxgxgxgy  

321,1,0311,0,1210,1,1
2
32,0,0

2
20,2,0

2
10,0,2 xxcxxcxxcxcxcxc  .          (4.4) 

Важно знать, сколько одночленов содержит однородный полином степе-

ни k  n  переменных (4.2) и полином n  переменных степени m  (4.3). Очевидно, 

что эти полиномы имеют столько же коэффициентов. Однородный полином 

степени k  n  переменных (4.2) содержит 

)!1(!

)!1(
),( 1




 

nk

kn
Cnk k

kn  

одночленов (коэффициентов). Полином n  переменных степени m  (4.3) содер-

жит 

!!

)!(
),(

nm

nm
nmM


  

одночленов (коэффициентов). Ясно, что 





m

k

nknmM
0

),(),( . 

В частности, для полинома второй степени трех переменных (4.4) имеем 

1)3,0( 2
2

0
2  CC , 

3)3,1( 1
3  C , 

6
!2!2

!4
)3,2( 2

4  C , 

10
32121

54321

!3!2

!5
)3,2( 




M . 

Для сравнения число коэффициентов полинома 2-й степени четырех перемен-

ных будет равно 

15
432121

654321

!4!2

!6
)4,2( 




M . 

Неудобство работы с полиномами многих переменных в классической 

форме (4.3) состоит в плохой формализованности этого выражения. Плохая 
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формализованность заключается в том, что порядковый номер коэффициента 

c  в сумме (4.3) не совпадает с его «официальным номером» ),...,,( 21 n . 

Для преодоления этих трудностей необходимо иметь способ упорядочивания 

мультииндексных номеров ),...,,( 21 n  как для фиксированного числа 

),(...|| 21 nkn  , так и для всех ),(,0|| nmM . Наиболее часто 

применяется так называемое лексикографическое упорядочивание, определение 

которого также плохо формализовано. Из названия такого упорядочивания сле-

дует, что оно рассчитано на лексикографические способности человека и вы-

полняется вручную. При отсутствии компьютерного алгоритма упорядочивания 

для однозначного определения полинома многих переменных (4.3) необходимо 

задавать не его коэффициенты c , а таблицу соответствий порядковых номеров 

коэффициентов значениям коэффициентов и значениям их мультииндексов 

),...,,( 21 n . 

 

4.2.2. Многомерно-матричные полиномы 

 

Пусть y  – p -мерная матрица: 

ppiii ririyy
p

,1,...,,1),( 11,...,, 21
 , 

а x  – q -мерная матрица: 

qqjjj njnjxx
q

,1,...,,1),( 11,...,, 21
 . 

Однородный p -мерно-матричный полином k -й степени q -мерно-матричной 

переменной x  имеет следующее представление [3]: 

)(,0 k
k

kq xcy ,                                                    (4.5) 

где kx  – )0,0( -свернутая k -я степень матрицы x , )( , cck  – )( kqp  -мерная 

матрица коэффициентов. Мультииндекс   этой матрицы содержит p  индек-

сов. Мультииндекс   состоит из k  мультииндексов, каждый из которых содер-

жит q  индексов. Матрица kc  должна быть симметричной при 2k  относи-

тельно k  своих последних мультииндексов.  

Произвольный p -мерно-матричный полином m -й степени q -мерно-

матричной переменной x  является суммой однородных полиномов (4.5): 





m

k

k
k

kq xcy
0

,0 )( ,                                                  (4.6) 

где по определению принято 10 x . 

Для простоты изложения ниже будем считать, что x  – матрица n -го по-

рядка, а y  – матрица r -го порядка. 

Если в (4.6) 0,0  qp , то мы имеем известный скалярный полином ска-

лярной переменной :x  
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



m

k

m
m

k
k xcxcxccxcy

0

2
210 ... .                             (4.7) 

При 1,0  qp  получаем скалярный полином y  векторной переменной 

),...,,( 21 nxxxx  : 





m

k

k
k

k xcy
0

,0 )( ,                                                    (4.8) 

где kc  – k -мерные симметричные при 2k  матрицы n -го порядка. В частно-

сти, при 1m  имеем полином 1-й степени 

)( 1
1,0

0 xccy  ,                                                 (4.9) 

где 0с  – скаляр, )( )1(
1 icc  , ni ,1 , – одномерная матрица n -го порядка. Скаляр-

ный полином второй степени векторной переменной имеет вид 

)()( 2
2

2,0
1

1,0
0 xcxccy  , 

где )( )2(
,2 jicc  , nji ,1,  , – двухмерная матрица n -го порядка, 0с , 1c  – те же, что 

и в (4.9). 

При 1p , 1q  имеем векторный полином ),...,,( 21 ryyyy   векторной 

переменной ),...,,( 21 nxxxx  : 





m

k

k
k

k xby
0

,0 )( , 

где kb  – )1( k -мерные симметричные при 2k  относительно своих k  по-

следних индексов матрицы. В частности, при 1m  получим векторный поли-

ном 1-й степени векторной переменной 

)( 1
1,0

0 xbby  ,                                            (4.10) 

где )( )0(
0 ibb  , ri ,1 , – одномерная матрица r -го порядка, )( )1(

,1 jibb  , 

njri ,1,,1  , – двухмерная )( nr -матрица. Векторный полином 2-й степени 

векторной переменной имеет вид 

)()( 2
2

2,0
1

1,0
0 xbxbby  , 

где 0b  и 1b  те же, что и в (4.10), а )( )2(
,,2 kjibb   – трехмерная )( nnr  -матрица, 

симметричная относительно индексов kj, .  

 

4.2.3. Схема Горнера для многомерно-матричного полинома 

 

Для расчета скалярного полинома скалярной переменной (4.7) известна 

схема Горнера [10, 11], при использовании которой уменьшается алгоритмиче-

ская сложность и повышается точность расчетов. В связи с этим представляется 

целесообразной разработка такой же схемы для скалярного полинома вектор-

ной переменной (4.8) или вообще для многомерно-матричного полинома (4.6). 
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Получим схему Горнера сразу для многомерно-матричного полинома (4.6) [12]. 

Для этого запишем его в развернутой форме 

)()(...)()()( ,01
1

)1(,02
2

2,0
1

,0
0

m
m

mqm
m

qmqq xcxcxcxccxy  


         (4.11) 

и представим в виде 

   0
)0(1)1(,02

1
)2(,0

2
,0

1

0,0
)()()(...)()( bxxxbxbxbbxy m

m
qmm

m
qmq  


 . (4.12) 

Раскроем скобки в (4.12). Для иллюстрации выполним это для отдельного сла-

гаемого в (4.12): 

 


 ))(( )0(2
1

)2(,00,0
xxxb m

m
qm  

    





 )0(2
1

)2(,00,02
1

)2(,00,0
)()( xxbxxb m

m
qmm

m
qm  

   )( )0(20,0
1

)2(,01
1

)2(,0
xxbxb m

m

qmm
m

qm 






 .                    (4.13) 

Учитывая симметричность матрицы 1mb  относительно последних мультиин-

дексов, можно показать, что 

    






)()( 2)0(0,0

1

)2(,0)0(20,0
1

)2(,0 m
m

qmm
m

qm
xxbxxb  

 2)0(
1

,0)1(,0
)( 




 m

m
qqm

xxb , 

и вместо (4.13) получим 

 


 ))(( )0(2
1

)2(,00,0
xxxb m

m
qm  

   2)0(
1

,0)1(,01
1

)2(,0
)( 







 m

m
qqmm

m

qm
xxbxb . 

Этот результат позволяет нам после раскрытия скобок в (4.12) приравнять ко-

эффициенты полиномов (4.11) и (4.12). В итоге получим соотношения: 

mm bc  , 

1
)0(,0

1 )(   mm
q

m bxbc , 

……………………………… 

jj
q

j bxbc   )( )0(
1

,0 , 

……………………………… 

0
)0(

1
,0

0 )( bxbc q  . 

Отсюда получаем алгоритм 

mm cb  , 

)( )0(
1

,0 xbcb j
q

jj  , 0,...,2,1  mmj . 

Если учесть, что в конце расчетов по данному алгоритму мы получаем коэффи-

циент 0b  и что 0
)0( )( bxy  , то становится ясно, что мы получили алгоритм рас-

чета значения многомерно-матричного полинома (4.6) в точке )0(x . Ввиду про-

извольности )0(x  верхний индекс в обозначении этой точки можно опустить. В 

итоге получаем следующий алгоритм расчета значения полинома (4.6) в любой 

точке :x  
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mm cb  , 

)( 1
,0 xbcb j
q

jj  , 0,...,2,1  mmj ,                         (4.14) 

0)( bxy  . 

Это и есть схема Горнера для многомерно-матричного полинома (4.6). 

 

4.3. Порядок выполнения работы 

 

Запрограммировать расчет скалярного полинома ( 0p ) векторной пере-

менной ( 1q ) по выражениям (4.3) и (4.8) в случае двух переменных ( 2n ). 

Варианты заданий для номеров бригад и кодов подгрупп (а или б) приведены в 

табл. 4.1. Вывести в одно графическое окно трехмерный и контурный графики 

полинома (4.3), а в другое – трехмерный и контурный графики полинома (4.8) 

(с помощью функции meshc).  

Указание. Многомерно-матричные коэффициенты в представлении поли-

нома (4.8) сформировать вручную путем сопоставления коэффициентов при 

одинаковых степенях переменных в классической и многомерно-матричной 

формах представления. Для такого сопоставления целесообразно записать эти 

две формы представления на бумаге. При правильном сопоставлении коэффи-

циентов полинома двух форм представления (4.3) и (4.8) трехмерные графики 

должны совпадать. Для расчета значений полинома в многомерно-матричном 

представлении можно воспользоваться как непосредственно определением 

(4.8), так и схемой Горнера (4.14) (по выбору студента). 

 

Таблица 4.1 

Варианты заданий к работе 4 

Номер 

вариан-

та 

Полином в классической 

форме 

Номер 

вариан-

та 

Полином в классической 

форме 

1 
21

2
11 32 xxxxy   16 3

2
3
121 22 xxxxy   

2 2
2

2
12 22 xxxy   17 

2
2
121 622 xxxxy   

3 
21

2
21 5221 xxxxy   18 

21
2
21

2
1 32 xxxxxy   

4 2
21

2
2

3
1 32 xxxxy   19 

21
2
12 722 xxxxy   

5 2
121 22 xxxy   20 

2
2
1

2
2 32 xxxy   

6 3
2

3
121 23 xxxxy   21 

21
2
2

2
1 322 xxxxy   

7 2
2

2
122 xxxy   22 

21
2
121 42 xxxxxy   

8 2121 522 xxxxy   23 3
1

2
22 xxy   

9 
2

2
1

2
21

2
1 32 xxxxxy   24 

21
2
2

2
1 325 xxxxy   

10 2
2

2
121 222 xxxxy   25 2

21 226 xxy   
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Окончание табл. 4.1 

Номер 

варианта 

Полином в классической 

форме 

Номер 

вариан-

та 

Полином в классической 

форме 

11 2121 4522 xxxxy   26 
21

2
2

2
11 722 xxxxxy   

12 
21

2
2

2
11 422 xxxxxy   27 3

12122 xxxy   

13 
21

2
121 352 xxxxxy   28 3

22
2
121 23 xxxxxy   

14 
2

2
121 322 xxxxy   29 2121 32 xxxxy   

15 
21

3
2

3
11 325 xxxxxy   30 

21
2
11 42 xxxxy   

 

4.4. Контрольные вопросы 

 

1. Дайте определение классического скалярного полинома векторной пе-

ременной. 

2. Дайте определение многомерно-матричного скалярного полинома век-

торной переменной. 

3. Запишите коэффициенты эквивалентного многомерно-матричного по-

линома по заданному преподавателем классическому полиному. 
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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №5. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ДАННЫХ 

РЯДАМИ ТЕЙЛОРА: МНОГОМЕРНО-МАТРИЧНЫЙ ПОДХОД 

 

5.1. Цель работы 

 

Изучение аппроксимации функции многих переменных отрезками ряда 

Тейлора с помощью многомерно-матричного подхода и исследование ее точно-

сти. 

 

5.2. Теоретические положения 

 

5.2.1. Многомерно-матричный ряд Тейлора для скалярной функции 

векторной переменной 

 

Многомерно-матричный ряд Тейлора для скалярной функции )(Xf  век-

торной переменной ),...,,( 21 nxxxX   в окрестности точки 

),...,,( )0()0(
2

)0(
1

)0(
nxxxX   имеет вид [3] 

 ...))((
!3

1
))((

!2

1
))((~)( 3)0(

3
3,02)0(

2
2,0)0(

1
1,0

0 XXAXXAXXAAXf  







0

)0(,0 ))((
!

1

k

k
k

k XXA
k

,                                         (5.1) 

где kA , ,...2,1,0k  – k -мерные матрицы n -го порядка, симметричные при 

...,3,2k  . Они определяются выражениями: 

)( )0(
0 XfA  , 

)(
)( )0()(

)0(

)0(

Xf
dX

Xfd
A k

k

k

k  , ,...2,1k  ,                            (5.2) 

то есть представляют собой многомерно-матричные производные функции 

)(Xf , вычисленные в точке разложения )0(X . Обозначение kXX )( )0(  озна-

чает )0,0( -свернутую k -ю степень вектора )( )0(XX  . 

Производная скалярной функции )(Xf  векторной переменной 

),...,,( 21 nxxxX   определяется выражением [3] 

)(
)()(

1

1

,11 i
i

a
dx

Xdf

dX

Xdf
A 














 , ni ,11  , 

то есть представляет собой вектор длиной n  (одномерную матрицу n -го поряд-

ка). Производные высших порядков определяются последовательным диффе-

ренцированием: 

)(
)(

,...,,,
,...,,,11

)(

21

121

k

k

k

iiik
i

iiikk
k

k

k a
dx

da

dX

dA

dX

Xfd
A 














  , niii k ,1,...,, 21  . 
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5.2.2. Правила многомерно-матричного дифференцирования 

 

Справедливы следующие правила многомерно-матричного дифференци-

рования [3]. 

1. Производная сложной функции. Пусть )(YF  – многомерно-матричная 

функция ( r -мерная матрица): 

),,...,,()),(()( 21 rs ssssYfYF   

)(XYY   – p -мерная матрица: 

),,...,,()),(()( 21 pm mmmmXyXY   

X  – q -мерная матрица с различными (несовпадающими) элементами: 

).,...,,(),( 21 qk kkkkxX   

Тогда производная dXdF /  определяется как следующее ),0( p -свернутое про-

изведение: 

.

,0











dX

dY

dY

dF

dX

dF
p

 

2. Производная произведения. Пусть )(XF  – p -мерная матрица: 

),,..,,(),,..,,(),,...,,(),( 212121,,   ccccssssllllfF csl  

)(X  – r -мерная матрица: 

),,...,,(),,...,,(),,...,,(),( 212121,,   mmmmssssccccmsc  

X  – q -мерная матрица: 

),,...,,(),( 21 qk kkkkxX   

причем p , .r  Справедлива следующая формула диффе-

ренцирования ),(  -свернутого произведения матриц )(XF  и )(X : 

  






 































dX

d
F

dX

dF
F

dX

d
q

q
H

B ,
,

,
. 

Здесь символами qB  и qH  обозначены подстановки типа «вперед» и «назад» на 

q  индексов соответственно. Общее количество индексов подстановок qB  и qH  

равно размерности транспонируемых матриц. 

3. Производная неявной функции. Пусть функция )(XY  задана неявно ра-

венством 

0),( YXF , 

где F  – r -мерная матрица: 

 rk kkkkfF ,...,,),( 21 , 

)(XYY   – p -мерная матрица: 

),...,,(),( 21 pl llllyY  , 

X  – q -мерная матрица: 
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),...,,(),( 21 qs ssssxX  . 

Тогда производная dXdY /  есть )( qp  -мерная матрица, которая находится как 

решение следующего многомерно-матричного уравнения: 

0

,0


















X

F

dX

dY

Y

F
p

. 

4. Производная транспонированной матрицы. Пусть )(XYY   –                     

p -мерная матрица: 

))(( XyY m , ),...,,( 21 pmmmm  , 

X  – q -мерная матрица: 

),...,,(),( 21 qk kkkkxX  . 

Справедливо следующее равенство: 

 
),( qp

p

ET
T

Y
dX

d
Y

dX

d








 , 

где pT  – некоторая произвольная подстановка на p  индексах pmmm ,...,, 21 , qE  – 

тождественная подстановка на q  индексах qppp mmm  ,...,, 21 . 

Замечание. В рассматриваемом нами случае функции )(Xf  векторной 

переменной аргумент ),...,,( 21 nxxxX   является одномерной матрицей n -го по-

рядка, то есть в приведенных выше правилах дифференцирования 1q . 

 

5.2.3. Пример представления скалярной функции двух переменных 

многомерно-матричным рядом Тейлора 

 

Рассмотрим функцию 

xey x 2sin  ,                                             (5.3) 

где 2211 xaxax  . В этом случае мы имеем скалярную функцию двух пере-

менных 1x  и 2x  (скалярную функцию одномерной матрицы второго порядка 

),( 21 xxX  ). Если ввести одномерную матрицу коэффициентов ),( 21 aaA  , то 

)(1,0 AXx  . Будем рассматривать разложение функции )(Xyy   в ряд Тейлора 

в окрестности точки ),( )0(
2

)0(
1

)0( xxX   и обозначим )( )0(1,0)0( AXx  . Коэффици-

ент 0A  ряда Тейлора определяется выражением (5.3) при )( )0(1,0)0( AXxx  . 

Для нахождения коэффициентов 1A , 2A , 3A  (5.2) ряда Тейлора (5.1) выполним 

последовательное дифференцирование функции (5.3) скалярной переменной x : 

xe
dx

dy x 2cos2  , 

xe
dx

yd x 2sin4
2

2

  , 
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xe
dx

yd x 2cos8
3

3

  . 

Так как AdXdx / , то по правилу дифференцирования сложной функции 





























dx

dy
AA

dx

dy

dX

dx

dx

dy

dX

dy
yX

0,00,00,0

. 

В последнем выражении мы изменили место функции dxdy /  в произведении на 

основании того, что любая скалярная функция может перемещаться в много-

мерно-матричных произведениях в любое место как скалярная величина. Этим 

приемом будем пользоваться и ниже в данном примере. Найдем производную 

второго порядка по одномерно-матричной переменной X : 

































dx

dy
A

dX

d

dX

dy

dX

d

dX

yd
0,0

2

2

. 

Воспользуемся в расчетах формулой дифференцирования ),(  -свернутого 

произведения двух многомерно-матричных функций, в частности                        

)0,0( -свернутого произведения. Так как 0/ dXdA , то 







































































dX

dx

dx

yd
A

dx

dy

dX

d
A

dx

dy
A

dX

d

dX

yd
yX 2

2
0,0

0,0
0,00,0

2

2

 













































2

2
2

0,0

2

2
0,0

0,0

dx

yd
AA

dx

yd
A , 

где )(0,02 AAA  . Учитывая, что 0/2 dXdA , аналогичным образом находим 











































































2

2
2

0,0

2

2
2

0,0

2

2

3

3

dx

yd

dX

d
A

dx

yd
A

dX

d

dX

yd

dX

d

dX

yd
yX  










































































3

3
3

0,0

3

3
0,0

2

0,0

3

3
0,0

2

0,0

dx

yd
AA

dx

yd
A

dX

dx

dx

yd
A , 

где ))(( 0,00,03 AAAA  . Таким образом, отрезок ряда Тейлора для рассмотренной 

функции имеет вид 

     3)0(
3

3,02)0(
2

2,0)0(
1

1,0

0 )(
!3

1
)(

2

1
)()( XXAXXAXXAAXy  , 

где коэффициенты ряда 0A , 1A , 2A , 3A  определяются выражениями функций 

y , Xy , Xy  , Xy   соответственно при подстановке в них )( )0(1,0)0( AXxx  , то 

есть 
)0(

0 2sin
)0(

xeA x   , 
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 )2cos2( )0(
0,0

1

)0(

xeAA x   , 

 )2sin4( )0(2
0,0

2

)0(

xeAA x   , 

 )2cos8( )0(3
0,0

3

)0(

xeAA x   . 

 

5.3. Порядок выполнения работы 

 

1. Выбрать функцию одной переменной x  из табл. 1.1 по указанию пре-

подавателя, для получения функции двух переменных представить в ней ска-

лярный аргумент x  в виде 2211 xaxax  . В этом случае функция будет слож-

ной с промежуточным скалярным аргументом x . Для использования много-

мерно-матричного подхода функцию 2211 xaxax   следует записать в виде 

)(1,0 AXx  , 

где ),( 21 aaA , ),( 21 xxX  . Для полученной таким образом функции двух пе-

ременных ),( 21 xxyy   найти матрицы производных (5.2) до третьего порядка 

включительно. Воспользоваться при этом приведенными правилами многомер-

но-матричного дифференцирования. 

2. Написать m-файл-сценарий для аппроксимации данной функции двух 

переменных отрезками ряда Тейлора (5.1) в окрестности некоторой самостоя-

тельно выбранной точки. В одно графическое окно с помощью программы 

mesh вывести графики функции и аппроксимирующих полиномов. Проанализи-

ровать точность аппроксимации при различном числе слагаемых ряда Тейлора. 

3. Оформить отчет, в котором привести функцию двух переменных, ее 

многомерно-матричные производные и полученный отрезок ряда Тейлора. 

 

5.4. Контрольные вопросы 

 

1. Запишите выражение многомерно-матричного ряда Тейлора для ска-

лярной функции векторной переменной. 

2. Запишите правила многомерно-матричного дифференцирования. 

 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



41 

ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №6. МНОГОМЕРНО-МАТРИЧНЫЕ 

        ЭКСПОНЕНТЫ 

 

6.1. Цель работы 

 

Изучение многомерно-матричных экспонент на основе системы Matlab. 

 

6.2. Теоретические положения 

 

6.2.1. Скалярная экспонента 

 

Обычная (скалярная) экспонента связана с решением линейного диффе-

ренциального уравнения 

by
dx

dy
  

с начальным условием 00)( yxy  . Как известно, решение этого уравнения мо-

жет быть представлено следующим сходящимся всюду рядом Тейлора по сте-

пеням 0xxx 


: 









 ...)(

!3

1
)(

!2

1
1)( 32

0


xbxbxbyxy .                         (6.1) 

Множитель при 0y  здесь представляет собой ряд Тейлора для функции 

)exp()(

xbxz  : 

...)(
!3

1
)(

!2

1
1)exp( 32 


xbxbxbxb ,                          (6.2) 

которая называется экспонентой аргумента 

xb . Решение (6.1) выражается через 

экспоненту: 

)exp()( 0


xbyxy  . 

 

6.2.2. Многомерно-матричная ),(  -экспонента. Общая теория 

 

Пусть Y  – p -мерная матрица m -го порядка: 

miiiyY piii p
,1,...,,),( 21,...,, 21

 ,                                  (6.3) 

а X  – q -мерная матрица n -го порядка: 

njjjxX qjjj q
,1,...,,),( 21,...,, 21

 .                                  (6.4) 

Рассмотрим многомерно-матричное линейное дифференциальное уравнение 

)(, BY
dX

dY                                                           (6.5) 
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с начальным условием 00)( YXY  , где Y  – p -мерная матрица вида (6.3), X  – 

q -мерная матрица вида (6.4), B  – )2( q -мерная матрица соответствую-

щих размеров (матрица коэффициентов), p .  

Будем искать решение уравнения (6.5) в виде ряда Тейлора [3]: 

...)(
!3

1
)(

!2

1
)()( 3

3
3,02

2
2,0

1
,0

0 


XAXAXAYXY qqq  ,              (6.6) 

где 0XXX 


, ,iA  ...2,1i , – ( iqp  )-мерные матрицы коэффициентов, сим-

метричные при 0q  и 2i  относительно i  своих последних                                   

q -мультииндексов. Дифференцирование ряда (6.6) почленно с учетом симмет-

ричности матриц ,..., 32 AA  приводит к ряду 

...)(
!2

1
)( 2

3
2,0

2
,0

1 


XAXAA

dX

dY qq  .                         (6.7) 

Подставив выражение (6.6) в правую часть уравнения (6.5), получим 

  ))((
!2

1
))(()()( 2

2
2,0,

1
,0,

0
,,


XABXABBYBY qq  

...))((
!3

1 3
3

3,0,  


XAB q , 

или, так как p , 

))((
!2

1
))(()()( 2

2
,2,0

1
,,0

0
,,


XBAXBABYBY qq   + 

...))((
!3

1 3
3

,3,0  


XBAq .                                          (6.8) 

Приравняем ряды (6.7) и (6.8) в соответствии с уравнением (6.5). Получим 

),(

),(

),(

2
,

3

1
,

2

0
,

1

BAA

BAA

BAA













 

………………… 

.........................

),( 1
,


 kk BAA

 

или 
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..................................

).)((

..................................

),)((

),)((

),(

0
,,

0
3,,

3

0
2,,

2

0
,

1

YBA

YBA

YBA

BYA

k
k

















                                           (6.9) 

 

Подставив матрицы (6.9) в ряд (6.6), получим решение уравнения (6.5) в виде 

  )))(((
!2

1
))(()( 2

0
2,,2,0

0
,,0

0


XYBXBYYXY qq  

...)))(((
!3

1 3
0

3,,3,0  


XYBq  .                                (6.10) 

Так как ряд (6.10) аналогичен ряду Тейлора (6.1) для функции 

)exp()( 0


xbyxy  , то можно сказать, что решение уравнения (6.5) выражается 

через многомерно-матричную ),(  -экспоненту аргумента )(,0

XBq , и записать 

решение (6.10) в символическом виде: 

0
,0, ))(exp()( YXBXY q


 .                                       (6.11) 

Отметим, что матрица B  в уравнении (6.5) должна быть такой, чтобы 

обеспечивалась симметричность ( iqp  )-мерных матриц iA  (6.9) ряда (6.6) от-

носительно i  своих последних q -мультииндексов. Условия, которым должна 

удовлетворять матрица B , называются условиями полной интегрируемости 

дифференциального уравнения. Анализ условий полной интегрируемости диф-

ференциального уравнения (6.5) в его общем виде представляется сложной за-

дачей. Поэтому целесообразно рассмотреть его частные случаи, которые тем не 

менее смогут удовлетворить многим запросам практики.  

 

6.2.3. Многомерно-матричная ),(  -экспонента аргумента 

tB  

 

Можно сразу сказать, что при 0q , то есть когда независимая перемен-

ная X  – скаляр, )2(  -мерная матрица коэффициентов B  может быть произ-

вольной. Действительно, в этом случае в матрицах iA  q -мультииндексы отсут-

ствуют. Обозначим tX  , то есть будем решать уравнение 

)),((
)( , tBY

dt

tdY    
00)( YtY  .                                       (6.12) 

Напомним, что должно выполняться условие p . При 0q  решение 

(6.10) можно переписать в виде 
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...))((
!3

1
))((

!2

1
))(()( 0

3,,
0

2,,
0

,
0   YtBYtBYtBYtY


 

или в виде 

])...)(
!3

1
)(

!2

1
)(),([()( 0

3,2,, YtBtBtBEtY  


.             (6.13) 

Выражение в круглых скобках в (6.13), по аналогии с выражением в скобках в 

(6.1), назовем ),(  -экспонентой аргумента 

tB  и обозначим )exp(,


tB : 

...)(
!3

1
)(

!2

1
)(),()exp( 3,2,,  


tBtBtBEtB .           (6.14) 

С использованием ),(  -экспоненты решение (6.13) уравнения (6.12) запишет-

ся в виде следующего математического выражения: 

))exp(()( 0
,, YtBtY


 .                                              (6.15) 

При 1,0   матрица 

tB  двухмерная и выражение (6.14) представляет 

собой известную матричную экспоненту 

...)(
!3

1
)(

!2

1
)()1,0()exp( 31,021,01,0 


tBtBtBEtB . 

 

6.2.4. Многомерно-матричная ),0( p -экспонента аргумента )(,0

XBTq

 

 

Рассмотрим случай уравнения (6.5), когда 0 . В этом случае B  – 

(  2q )-мерная матрица: 

)(


 kji q
bB , 

где мультииндексы  kji q ,,  содержат  ,, q  индексов соответственно, 

p , и уравнение (6.5) принимает вид 

)(,0 BY
dX

dY  ,   00)( YXY  .                                       (6.16) 

Получим условие полной интегрируемости этого уравнения. Для этого раскро-

ем матрицу 2A  в (6.9), положив 0  и опустив индексы в обозначениях 2A  и 

0Y . Получим 

  ))((  t,,,,,,,,
2,0,0

-p 

 

















 






qqpqq kji
s

tsskji AYBBYBA . 

Матрица A  должна быть симметричной относительно двух последних муль-

тииндексов, содержащих по q  индексов. По виду элементов матрицы A  можно 

заключить, что указанную симметричность за счет выбора матрицы B  можно 

обеспечить лишь при ,p  так как в этом случае последний мультииндекс 

pt  матрицы A  исчезает и мультииндексы qq kj ,  поддаются регулировке. 
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Кроме того, при 0q  мультииндексы qq kj ,  исчезают, так что исчезает понятие 

симметричности относительно этих мультииндексов. Случай 0q  входит в 

рассмотренный выше. Рассмотрим теперь случай уравнения (6.16), когда 0q , 

p . В этом случае B  – ( pq 2 )-мерная матрица: 

)(
pqp kjibB  , 

где мультииндексы pqp kji ,,  содержат pqp ,,  индексов соответственно, и 

уравнение (6.16) принимает вид 

)(,0 BY
dX

dY p ,   00)( YXY  .                                     (6.17) 

Получим условие полной интегрируемости этого уравнения. Для этого раскро-

ем матрицу 2A  в (6.9), положив 0 , p  и опустив индексы в обозначениях 

2A  и 0Y . Получим 

 
qq

p p

ppqppqp kji
s

sskji
pp AYBBYBA ,,,,,,

2,0,0

 
))((

















 


 . 

Для симметричности матрицы A  относительно последних мультииндексов 

qq kj ,  необходимо выполнение условия 







 
p

pqppqp

p

pqppqp sjkiskji BBBB ,,,,,,,, ,                        (6.18) 

которое можно записать в виде 

)()(
)()(,0)()(,0 qqqq jkpkjp BBBB  ,                                (6.19) 

где рассматриваются p2 -мерные матрицы 
)( qjB , 

)( qk
B : 

  )( ,,

)(

,

)(

pqp

q

pp

q

ji

j

i

j
BBB 

 . 

Итак, равенства (6.18) или (6.19) являются условиями полной интегрируемости 

уравнения (6.17). Раскрывая матрицы ... , , 43 AA  в (6.9), обнаружим, что равен-

ство (6.18) обеспечивает необходимую симметричность и этих матриц. Напри-

мер, для матрицы 3A  получим 

 
qqqp

p

ppqppqppqp

pp

lkjisslkji
s

pp AYBBBYBA ,,,,,,,,,
3,0,0  ))(( 














 






. (6.20) 

Видно, что условие (6.18) обеспечивает симметричность матрицы A  (6.20) от-

носительно любой перестановки мультииндексов qqq lkj ,, . Решение уравнения 

в этом случае будет иметь вид 

 )))(((
!2

1
))(()( 2

0
2,0,02,0

0
,0,0

0


XYBXBYYXY ppqpq  

...)))(((
!3

1 3
0

3,0,03,0 



XYBppq  .                                (6.21) 
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Представим это решение в виде 


























 0

3,0,02,0,0,0

,0

...))((
!3

1
))((

!2

1
)(),0()( YXBXBXBpEXY TqpTqpTq

p


,(6.22) 

где TB  – матрица B , транспонированная некоторым образом. Почленное срав-

нение рядов (6.21) и (6.22) показывает, что подстановка T , в соответствии с ко-

торой транспонируется матрица B , имеет вид 

),( , pqpp BET  . 

Множитель при 0Y  в выражении (6.22) представляет собой многомерно-

матричную ( p,0 )-экспоненту аргумента )(,0

XBTq : 

))(exp( ,0,0


XBTqp  

...))((
!3

1
))((

!2

1
)(),0( 3,0,02,0,0,0 



XBXBXBpE TqpTqpTq  . 

Теперь можно записать решение (6.22) уравнения (6.17) в виде математической 

формулы 

]))(exp([)( 0
,0,0,0 YXBXY Tqpp


 .                                (6.23) 

 

6.2.5. Многомерно-матричная )1,0( -экспонента аргумента )( 1,0


XBT
 

 

Рассмотрим теперь уравнение (6.17) в ситуации, когда 1 qp , то есть 

когда X  – одномерная матрица n -го порядка, а Y  – одномерная матрица m -го 

порядка. В этой ситуации мы имеем уравнение  

),(
)( 1,0 BY

dX

XdY
   00)( YXY  ,                                 (6.24) 

где B  – трехмерная матрица  )(  ,, kjiBB  размером mnm  . Подобные уравне-

ния изучаются в функциональном анализе без привлечения понятия многомер-

ной матрицы. Решение уравнения (6.24) запишем на основании выражения 

(6.23): 

)))(exp(()( 0
1,01,01,0 YXBXY T


 ,                                  (6.25) 

где 

))(exp( 1,01,0


XBT  

...))((
!3

1
))((

!2

1
)()1,0( 31,01,021,01,01,0 



XBXBXBE TTT . 

Условие полной интегрируемости уравнения (6.24) также получим как частный 

случай условий (6.18), (6.19). В данном случае мультииндексы в выражении 

(6.18) состоят из одного индекса и мы получаем условие  
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 
 

  lkjiljki BBBB ,,,,,,,, ,                                       (6.26) 

которое можно записать в виде 

)()( )()(1,0)()(1,0 jkkj BBBB   nkj ,1,  ,                             (6.27) 

где рассматриваются двухмерные матрицы )( jB , )(kB : 

     ,,
)(

,
)(

ji
j

i
j BBB ,      ,,

)(
,

)(  ki
k

i
k BBB . 

Равенства (6.26) или (6.27) являются условиями полной интегрируемости урав-

нения (6.24). Проанализируем их более подробно. Условия (6.27) представляют 

собой систему 2
nс  матричных уравнений или 22mсn  скалярных уравнений. Неиз-

вестные в этой системе – это элементы матрицы B , которых всего 2nm . Число 

уравнений может быть меньше (при 2n ), равно (при 3n ) или больше (при 

3n ) числа неизвестных. Рассмотрим эти случаи. 

6.2.5.1. При 2n  имеем две матрицы )1(B , )2(B  и условия полной инте-

грируемости состоят из одного матричного уравнения  

)()( )1()2(1,0)2()1(1,0 BBBB  .                                           (6.28) 

Число уравнений в этом случае равно 2m , а число неизвестных равно 22m . Это 

значит, что мы можем попытаться выбрать 2m  элементов матрицы B  произ-

вольно, а другие 2m  элементов определить из условия полной интегрируемости 

(6.28). Самый простой вариант – это выбрать матрицу )1(B диагональной,  

)1,0()1( сEB  ,  

где )1,0(E  – )1,0( -единичная матрица m -го порядка (обычная двухмерная еди-

ничная матрица). Тогда вместо (6.28) получим  

))1,0(())1,0(( )2(1,0)2(1,0 cEBBсE  , 

то есть тождество )2()2( BB  . Это значит, что матрицу )2(B  можно взять произ-

вольной.  

Приведем конкретный пример выбора матрицы B  при 2,2  nm . Если 

матрицы )( )1(
,

)1(
jibB  ,  )( )2(

,
)2(

jibB  , 2,1, ji , выбрать в виде 


























с

с

bb

bb
B

0

0
)1(
2,2

)1(
1,2

)1(
2,1

)1(
1,1)1( ,  
















)2(
2,2

)2(
1,2

)2(
2,1

)2(
1,1)2(

bb

bb
B , 

то матрица B  в (6.24) будет выглядеть следующим образом: 
)2,2()2,1()1,2()1,1(

)2(
2,2

)2(
1,2

)2(
2,1

)2(
1,1

0

0

)2(

)1(
















bcb

bbc
B . 

Строки матрицы B  соответствуют значениям первого индекса, проставленным 

перед матрицей, а столбцы соответствуют значениям второго и третьего индек-

сов, проставленным над матрицей. 
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Приведем еще один алгоритм выбора матрицы B  при 2,2  nm  таким 

образом, чтобы обеспечивались условия полной интегрируемости в условиях 

более свободного распоряжения элементами матрицы B . 

1. Выбираем произвольно элементы )2(
1,2

)1(
1,2

)1(
2,2

)1(
1,1 ,,, aaaa  и коэффициент 

Rk . 

2. Вычисляем элементы 
)1(
1,2

)1(
2,1 aka  , 

)2(
1,2

)2(
2,1 aka  . 

3. Выбираем произвольно элемент )2(
2,2a . 

4. Вычисляем элемент 

)1(
1,2

)2(
1,2

)1(
2,2

)1(
1,1)2(

2,2
)2(

1,1

)(

a

aaa
aa


 . 

5. Выводим матрицы )1(B , )2(B , произведения )( )2()1(1,0 BB  и 

)( )1()2(1,0 BB . 

    Если коэффициент k  в п. 1 выбрать из условия 

2)1(
1,2

2)1(
2,2

)1(
1,1

)(4

)(

a

aa
k


 , 

то будет обеспечиваться колебательный характер процесса )(XY . 

6.2.5.2. При 3n  имеем три матрицы )1(B , )2(B , )3(B и условия полной 

интегрируемости состоят из трех матричных уравнений  

)()( )1()2(1,0)2()1(1,0 BBBB  , 

)()( )1()3(1,0)3()1(1,0 BBBB  , 

)()( )2()3(1,0)3()2(1,0 BBBB  .  

Эти матричные уравнения можно удовлетворить, например, следующим обра-

зом. Выберем  

)1,0(1
)1( EсB  . 

Тогда первые два из приведенных уравнений удовлетворяются при любых )2(B , 
)3(B . Однако матрицу )3(B  нельзя брать произвольной, так как не будет удовле-

творяться третье уравнение. Легко видеть, что при произвольной )2(B  и  

)1,0(3
)3( EсB   

будет удовлетворяться и третье уравнение.  

Приведем пример выбора матрицы B  при 3,2  nm . Если матрицы 
)1(B , )2(B , )3(B  выбрать в виде 











1

1)1(

0

0

с

с
B ,  
















)2(
2,2

)2(
1,2

)2(
2,1

)2(
1,1)2(

bb

bb
B ,  










3

3)3(

0

0

с

с
B , 
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то матрица B  будет выглядеть следующим образом: 


















2,3,2

3

2,2,2
)2(
2,2

2,1,2

1

1,3,21,2,2
)2(

1,2

1,1,2

2,3,12,2,1
)2(

2,1

2,1,11,3,1

3

1,2,1
)2(

1,1

1,1,1

1

00

00

cbcb

bcbc
B . 

 

6.2.6. Многомерно-матричная )0,0( -экспонента аргумента )(1,0

XB  

 

Рассмотрим уравнение (6.17) в ситуации, когда yY   – скаляр ( 0p ), а 

X  – одномерная матрица (вектор) ( 1q ). В этой ситуации мы имеем уравне-

ние  

,
)(

By
dX

Xdy
  0 0( ) ,y X y                                       (6.29) 

где )(  iBB   – одномерная матрица, и речь идет об отыскании скалярной функ-

ции )(Xfy   векторной переменной X . Данное уравнение интегрируемо при 

любой матрице B . Решение уравнения (6.29) получим из общего решения 

(6.23) подстановкой в него нужных значений параметров 0p , 1q : 

0
1,00,0 ))(exp()( yXBXy


 ,                                      (6.30) 

где  

...))((
!3

1
))((

!2

1
)(1))(exp( 31,021,01,01,00,0 



XBXBXBXB . (6.31) 

Последнее выражение (6.31) представляет собой )0,0( -экспоненту аргумента 

)(1,0

XB . Поскольку )(1,0


XB  – скаляр, то это обычная скалярная экспонента 

вида (6.2). Вместе с тем выражения (6.31) и (6.6) имеют разный смысл. Если 

выражение (6.6) представляет собой функцию одной переменной, то выражение 

(6.31) есть функция многих переменных. 

 

6.3. Порядок выполнения работы 

 

1. Запрограммировать расчет решения )(XY  (6.11) многомерно-

матричного дифференциального уравнения по исходным данным, приведенным 

в табл. 6.1. Для этого выписать из табл. 6.1 требуемые параметры ,,, qp  и 

найти в описании работы выражения функции )(XY  и экспоненты с данными 

параметрами (формулы (6.15), (6.23), (6.25) или (6.30)). Вывести двухмерный 

(при 0q ) или трехмерный и контурный графики (при 1q , 2n ) получен-

ных функций с помощью программы meshc. В случае 1p  вывести график од-

ного из элементов матрицы Y . В окно управления вывести также матрицу B  и 
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численные результаты, подтверждающие выполнение условий полной интегри-

руемости. 

Указание. При расчете многомерно-матричной экспоненты использовать 

функцию Matlab A=expm(С), которая вычисляет значение экспоненты от двух-

мерной матрицы С. Результат вычисления – двухмерная матрица A. Значения 

матрицы B  выбрать самостоятельно, предусмотрев, если это необходимо, вы-

полнение условий полной интегрируемости. 

2. Запрограммировать расчет многомерно-матричной экспоненты (6.25) с 

2,2  nm  и выбором элементов матрицы B  по алгоритму, приведенному в 

подп. 6.2.5.1. Вывести трехмерный и контурный графики элементов матрицы Y . 

 

Таблица 6.1 

Варианты заданий к работе 6 

Номер 

варианта 

Размерность q  

матрицы X  

Порядок n  

матрицы X  

Размерность p  

матрицы Y  

Порядок m  

матрицы Y      

1 0 1 0 1 0 0 

2 0 1 1 2 0 1 

3 0 1 1 3 0 1 

4 0 1 1 2 0 0 

5 0 1 1 3 0 0 

6 0 1 1 2 1 0 

7 0 1 1 3 1 0 

8 0 1 1 2 0 0 

9 0 1 1 3 0 1 

10 0 1 1 2 1 0 

11 0 1 1 3 0 2 

12 0 1 1 2 2 0 

13 0 1 1 2 1 1 

14 1 2 0 1 0 0 

15 1 2 1 2 0 0 

16 1 2 1 3 0 0 

17 1 2 1 4 0 0 

18 1 2 1 2 0 1 

19 1 2 1 3 0 1 

20 1 2 1 4 0 1 

21 0 1 0 1 0 0 

22 0 1 1 2 0 1 

23 0 1 1 3 0 1 

24 0 1 1 2 0 0 

25 0 1 1 3 0 0 

26 0 1 1 2 1 0 
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Окончание табл. 6.1 

Номер 

варианта 
Размерность q  

матрицы X  

Порядок n  

матрицы X  
Размерность p  

матрицы Y  

Порядок m  

матрицы Y      

27 0 1 1 3 1 0 

28 0 1 1 4 0 0 

29 0 1 1 2 0 1 

30 0 1 1 4 1 0 

 

6.4. Контрольные вопросы 

 

1. Какая функция называется экспонентой? 

2. Какая функция называется матричной экспонентой? 

3. Решением какого уравнения является многомерно-матричная экспо-

нента? 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



52 

ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №7. СЛУЧАЙНЫЕ МНОГОМЕРНЫЕ 

МАТРИЦЫ 

 

7.1. Цель работы 

 

Изучение приемов работы с непрерывными и дискретными случайными 

многомерными матрицами на основе системы программирования Matlab. 

 

7.2. Теоретические положения 

 

7.2.1. Законы распределения случайных многомерных матриц 

 

Определение. Случайной многомерной ( p -мерной) )( 21 pnnn   -

матрицей   назовем организованную в виде многомерной матрицы совокуп-

ность pnnnn 21  случайных величин ),...,,(, 21 pi iiii  , заданных на вероят-

ностном пространстве },,{ PF  [3]:  

pniiiii pi ,1,,1),,...,,(),( 21   .                       (7.1) 

Определение. Функцией распределения случайной многомерной матрицы 

  (7.1) назовем совместную функцию распределения pnnnn 21  случайных 

величин ),...,,(, 21 pi iiii  : 

)),...,,(,()( 21 pii iiiixPxF  , 

где ),...,,(),( 21 pi iiiixx   – p -мерная матрица аргументов функции распреде-

ления. 

Определение. Случайная многомерная матрица   (7.1) называется непре-

рывной, если для нее существует неотрицательная функция )(xf , удовлетво-

ряющая равенству 

 
 

 
1,...,1 ,...,

)()(

x x nn

zdzfxF  . 

Эта функция )(xf  называется плотностью вероятности случайной многомер-

ной матрицы  . 

Из данного определения вытекает, что 

)()(
,...,1,...,1

xF
xx

xf
nn

n p








. 

Все элементы случайной непрерывной многомерной матрицы являются 

случайными непрерывными величинами. 

Определение. Случайная многомерная матрица   (7.1) называется дис-

кретной, если все ее элементы являются случайными дискретными величинами 
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[13]. Случайные дискретные многомерные матрицы рассматриваются далее в 

подразд. 7.2.4 данной лабораторной работы. 
 

7.2.2. Моменты случайных многомерных матриц 
 

Определение. Начальным моментом m -го порядка случайной многомер-

ной матрицы   (7.1) называется математическое ожидание m -й                         

)0,0( -свернутой степени матрицы   [3]: 







  )()()( )(

,,..,,,

)(

121

m

iiii

mmm

mpmp

xdxfxE  

))(( ,...,,...,,..., 1)1(211 mppmppp iiiiiiE


  ,   niii pmp ,1,...,, )1( , p,1 . 

Начальный момент первого порядка называется средним значением или 

математическим ожиданием случайной многомерной матрицы  : 

)()()( ,...,,,
)1(

21 piiiaxdxfxaE 




   . 

Математическое ожидание случайной многомерной матрицы   обладает 

свойствами, аналогичными свойствам математического ожидания скалярной 

случайной величины. Так, если 

)(,   B , 

где B  – матрица коэффициентов, то 

)())(()( ,,



  aBBEEa . 

Действительно, по определению ),(  -свернутого произведения и свойству ма-

тематического ожидания суммы получим 

)()()()( ,
,,,,,,,,, 


   BaabbEE

c
msccsl

c
msccsl . 

Определение. Центральным моментом k -го порядка случайной матрицы 

  (7.1) называется математическое ожидание m -й )0,0( -свернутой степени 

матрицы )1(






: 







  )()()()( )(

,...,,,

)1()(

21

m

iii

mmm

mp

xdxfxE



 








 




 

 
)())(( )1(

,...,,,...,
)1(

,...,,,...,
)1(

,...,,,...,
1)1()1(212111 mppmmppmpppppp iiiiiiiiiiiiE  , 

  niii pmp ,1,...,, )1( , p,1 . 

Из приведенных выше определений видно, что момент m -го порядка            

p -мерной матрицы является mp -мерной матрицей вида 

)( )(

,...,,,

)(

21

m

iii

m

m
  или )( )(

,...,,,

)(

21

m

iii

m

m
 , 

симметричной относительно своих p -мультииндексов miii ,...,, 21 . 
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Центральный момент второго порядка называется ковариационной мат-

рицей случайной многомерной матрицы  : 

)()()()(
21221 ,,..,,,

22)2(

pp iiiidxdxfaxdE





  



. 

Понятно, что ковариационная матрица d  случайной p -мерной матрицы   – 

это p2 -мерная матрица вида 

)( ,, jidd   , 

симметричная относительно своих p -мультииндексов ),...,,( 21 piiii   и 

),...,,( 21 pjjjj  . Ковариационная матрица случайной многомерной матрицы   

имеет следующее свойство. Если случайная q -мерная матрица   определяется 

равенством 

)(,0  Bp , 

где B  – )( qp  -мерная матрица коэффициентов, то  

))(()( ,0,02 pBpp BdBEd  



. 

Действительно, поскольку )(,0

 Bp , то 

 )))()((()))()((()( ,0,00,0,0,00,02 pBpppp BBEBBEEd


 

 ))))(((())))(((( 0,0,0,0,00,0,0 pp BppBpp BBEBBE


 

))(())))(((( ,0,00,0,0,0 pp BppBpp BdBBEB 


. 

Определение. Случайная p -мерная матрица n -го порядка  , плотность 

вероятности которой определяется выражением 

)))((
2

1
exp(

||)2(

1
)( 212,0







 



 axd

d

xf p

n p
, 

называется гауссовской или нормальной случайной многомерной матрицей. В 

приведенном выражении a , d  – параметры гауссовского многомерно-

матричного распределения, причем )1(

 a  – математическое ожидание, или 

начальный момент первого порядка, )2(

 d  – ковариационная матрица, или 

центральный момент второго порядка, 1
d  – матрица, ),0( p -обратная к d , 

|| d  – определитель матрицы d , под которым понимается определитель мат-

рицы, ),0( p -ассоциированной с матрицей d . 
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7.2.3. Связь между начальными и центральными моментами 

случайных многомерных матриц 

 

По начальным моментам случайной многомерной матрицы   (7.1) до по-

рядка m  включительно можно получить центральные моменты до порядка m  и 

наоборот. Однако общую формулу связи, как в скалярном случае [14], записать 

трудно, поэтому рассмотрим лишь частные случаи [3]. Поскольку 

))(())(( 2)1()1()1(22)1()2(


 EE , 

то 
2)1()2()2( )(


 , 

2)1()2()2( )(


 . 

Раскроем теперь выражение для центрального момента 3-го порядка, 




2)1(2)1()1(33)1()3( )(())(( EE  

))()( 3)1()1()1(2)1()1(2


 . 

Отсюда получаем, что 
3)1()1()2(),()1()2()1()2()3()3( )(2)()( ,3,2


 ppppp BHE

, 

3)1()1()2(),()1()2()1()2()3()3( )()()( ,3,2


 ppppp BHE

. 

Аналогично можно получить формулы для моментов 4-го порядка: 




)( )1()3()4()4(  




2)1()2(),()1()3(),()1()3()1()3( )()()()( ,22,3,4 pppppppp BEBEB
 




),(2)1()2(),(2)1()2(2)1()2( 2,3,32,4 ))(())(())(( pppppppp BEEBB
 

4)1(),,(2)1()2(),(),(2)1()2(
)())(())(( ,2,22,3


 pppppppppp EBEBEEB 

, 

 




)( )1()3()4()4(  




2)1()2(),()1()3(),()1()3()1()3( )()()()( ,22,3,4 pppppppp BEBEB
 




),(2)1()2(),(2)1()2(2)1()2( 2,3,32,4 ))(())(())(( pppppppp BEEBB
 

4)1(),,(2)1()2(),(),(2)1()2(
)(3))(())(( ,2,22,3


 pppppppppp EBEBEEB 

. 

Если   – случайный вектор, то в полученных формулах следует поло-

жить 1p . Нижние строки подстановок транспонирования матриц в этом слу-

чае имеют вид )2,3,1(),(1 1,21  BET , )1,3,2(2 1,3  BT , )1,4,3,2(1 1,4  BS , 

)2,1,4,3(2 2,4  BS , )4,1,3,2(),(3 11,3  EBS , )2,4,3,1(),(4 1,31  BES , 5S  

)3,4,2,1(),( 1,22  BE , )3,2,4,1(),(6 2,31  BES ,  ),(),,(7 1,2211,3 BEEBS   
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)3,1,4,2( , )4,2,3,1(),,(8 11,21  EBES . Верхние строки подстановок 2,1 TT  

имеют вид )3,2,1( , подстановок 81 SS   – вид )4,3,2,1( . 

 

7.2.4. Случайные дискретные многомерные матрицы 

 

7.2.4.1. Случайный дискретный двухмерный вектор 

 

Пусть ),( 21   – случайный дискретный двуxмерный вектор (одномер-

ная случайная матрица второго порядка). Такой вектор удобно описывать веро-

ятностями возможных значений [14]. Если обозначить 11,1 ,1,
1

kix i  , возможные 

значения компоненты 1  и 
2,2 ix , 22 ,1 ki  , возможные значения компоненты 2 , 

то распределение вероятностей случайного вектора   будет полностью опреде-

ляться вероятностями ),(),(
212121 ,2,1,22,11, iiiiii xxPxxPp  . Эти вероятно-

сти образуют двухмерную матрицу вероятностей )(
21,iipP  , 11 ,1 ki  , 22 ,1 ki  , 

со свойством нормировки  
 


1

1

2

2

21
1 1

, 1
k

i

k

i
iip  [14]. Маргинальные распределения 

могут быть получены по формулам: 




 
2

2

21111
1

,,1,11 ))(())((
k

i
iiii pxPxPP , 




 
1

1

21222
1

,,2,22 ))(())((
k

i
iiii pxPxPP . 

Индексированные векторы ),(
2121 ,2,1, iiii xxy  , 11 ,1 ki  , 22 ,1 ki  , при раз-

личных комбинациях значений индексов 1i  и 2i  являются возможными значе-

ниями случайного вектора  . Начальный момент m -го порядка случайного 

вектора   определяется формулой 

 
 




1

1

2

2

2121
1 1

,,
)( )(

k

i

k

i
ii

m
ii

mm pyEv , ,...2,1,0m  . 

При определении начального момента мы воспользовались многомерно-

матричными обозначениями и определили m -ю степень вектора как                    

)0,0( -свернутую: mm  0,0 , m
ii

m
ii yy

2121 ,
0,0

,   [1, 2]. 

 

7.2.4.2. Случайный дискретный многомерный вектор 

 

Обобщим полученные результаты на дискретный случайный n -мерный 

вектор )( v , nv ,1  (одномерную случайную матрицу n -го порядка). Пусть 

каждая v -я компонента v  этого вектора может принимать значения 
vivx , , 
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nv ,1 , vv ki ,1 . Множество возможных значений компонент вектора   пред-

ставляет собой двухмерную матрицу )( , vivxx  , имеющую n  строк различной 

длины. Отдельная строка матрицы x  соответствует отдельной компоненте век-

тора   и содержит возможные значения этой компоненты. В компьютерных 

расчетах матрицу x  удобно определять как )( maxkn -матрицу, )(maxmax v
v

kk  , 

заполняя ее неиспользуемые элементы нулями. Зафиксировав в матрице 

)( , vivxx   номер строки   , мы получим  -ю строку этой матрицы 

)( , vivxx    (сечение ориентации  ). Пусть )(
1

,
1







 


n

i

n

xxY  – декартово 

произведение всех строк (сечений ориентации  ) матрицы )( , vivxx  . Элемен-

тами множества Y  являются индексированные векторы 

),...,,( ,,2,1,...,, 2121 nn iniiiii xxxy  , nn kiki ,1,...,,1 11  , 

которые представляют собой возможные значения вектора  . Распределение 

вероятностей случайного вектора   определяется вероятностями его возмож-

ных значений 

 ),...,,()( ,,22,11,...,,,...,, 212121 nnn inniiiiiiii xxxPyPp  

),...,,( ,,2,1 21 ninii xxxP . 

Эти вероятности образуют n -мерную матрицу вероятностей )( ,...,, 21 niiipP  , 

11 ,1 ki  , …, nn ki ,1 , со свойством нормировки  
 


1

1

21
1 1

,...,, 1...
k

i

k

i
iii

n

n

n
p . Начальный 

момент m -го порядка случайного вектора   определяется формулой 

 
 




1

1

2121
1 1

,...,,,...,,
)( ...)(

k

i

k

i
iii

m
iii

mm
n

n

nn
pyEv  ,...2,1,0m  . 

С использованием векторного индекса (мультииндекса) )(),...,,( 21 vn iiiii  , 

nv ,1 , обозначения упрощаются: 

)()(,...,, 21 iiiiii yPyPpp
n

 , 1)( 
i

iyP , 




i
i

m
i

mm pyEv )()( .                                           (7.2) 

Центральный момент второго порядка (ковариационная матрица) случай-

ного вектора   определяется выражением 
)1()1()2(2)2( )))(((


 vvvEE .                             (7.3) 
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7.2.4.3. Случайная дискретная многомерная матрица 

 

Рассмотрим еще более общий случай, когда )( ,...,, 21 qvvv , 11 ,1 nv  , …, 

qq nv ,1 , – дискретная случайная q -мерная матрица. Каждый элемент 
qvvv ,...,, 21

  

матрицы   может принимать значения 
qvvvq ivvvx

,...,2,121 ,,...,, , так что множество воз-

можных значений элементов матрицы   представляет собой )1( q -мерную 

матрицу )(
,...,2,121 ,,...,,

qq ivvvxx


 , 11 ,1 nv  , …, qq nv ,1 , 
qq vvvvvv ki ,...,,,...,, 2121

,1 , се-

чение ориентации ),...,,( 21 qvvv  которой содержит 
qvvvk ,...,, 21

 элементов. В ком-

пьютерных расчетах матрицу x  удобно определить как )( max21 knnn q   -

матрицу, )(max ,...,,
,...,,

max 21
21

q
q

vvv
vvv

kk  , заполняя ее неиспользуемые элементы ну-

лями. Введя q -мультииндекс )(),...,,( 21  vvvvv q , q,1 , и индекс 

q
ii   ,...,1

, мы можем записать случайную q -мерную матрицу   в виде 

)( v , qnnv ,1,1 1   , а множество возможных значений элементов матри-

цы   – в виде )( , vivxx  , qnnv ,1,1 1   ,  kiv ,1 . Числа k  образуют           

q -мерную матрицу )( k  предельных значений индексов i . Матрицу началь-

ных значений индексов i , состоящую из единиц, обозначим )1(  , и для q -

мерной матрицы )( i  будем писать, что )(),1()(   ki . Зафиксировав в матрице 

)( , vivxx   значение   , мы получим сечение ориентации   )( , vivxx   . Пусть 







 
 )( ,ixxY  – декартово произведение всех сечений ориентации   

матрицы )( , vivxx  . Элементами множества Y  являются индексированные век-

торы 





 vivi xy ,)( ,                                                (7.4) 

которые представляют собой возможные значения дискретной случайной q -

мерной матрицы  . Распределение вероятностей случайной матрицы   опре-

деляется вероятностями ее возможных значений 

)( )()( 
 ii yPp  

со свойством нормировки 

1
)(

)1()(
)( 








k

i
ip . 

Вероятности )( i
p  можно интерпретировать как элементы )( 21 qnnnn  -

мерной матрицы размером )( ,...,,1,...,1 21 qnnnkk  . Если обозначить ii  )( , 

1)1(  , kk )( , то мы увидим, что в многомерно-матричном случае сохраня-
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ются обозначения векторного случая, так что будут справедливы формулы для 

моментов (7.2), (7.3). 

 

7.2.4.4. Пример случайной дискретной двухмерной матрицы 

 

В качестве иллюстрирующего примера рассмотрим случайную дискрет-

ную двухмерную матрицу )(
21 , , 2,11 v , 2,12 v : 




















2,21,2

2,11,1
. 

В данном случае мы имеем 2q , ,21 n  22 n . Зададим матрицу предельных 

значений индексов в виде 











22

13
)(

21 ,vvkk . 

Это значит, что элементы 2,21,22,11,1 ,,,   могут принимать 3, 1, 2 и 2 возмож-

ные значения соответственно. Матрица возможных значений элементов слу-

чайной матрицы   представляет собой трехмерную матрицу )(
2,121 ,, vvivvxx  , у 

которой 3,11,1 i , 12,1 i , 2,11,2 i , 2,12,2 i . Поскольку максимальное число 

возможных значений элементов 3max k , то примем, что 3,1
21 , vvi  21, . 

Пусть 






















)3,2,2()3,1,2()2,2,2()2,1,2()1,2,2()1,1,2(

)3,2,1()3,1,1()2,2,1()2,1,1()1,2,1()1,1,1(

2101

2110
x . 

Здесь и ниже над элементами матрицы в скобках указаны значения индексов. 

Знак «–» в матрице означает, что значение может быть любым, так как оно не 

будет участвовать в обработке. Для задания распределения вероятностей рас-

сматриваемой случайной матрицы   необходимо определить четырехмерную 

)2213(  -матрицу вероятностей )()(
2,21,22,11,12,21,22,11,1 ,,,,,, iiiiiiii yPyP   со 

свойством нормировки 1)(
3

1

1

1

2

1

2

1
,,,

1,1 2,1 1,2 2,2

2,21,22,11,1
   

   i i i i
iiiiyP . Определим ее в виде 
























)2,2,1,3()2,1,1,3()1,2,1,3()1,1,1,3(

)2,2,1,2()2,1,1,2()1,2,1,2()1,1,1,2(

)2,2,1,1()2,1,1,1()1,2,1,1()1,1,1,1(

10.012.010.008.0

05.007.006.008.0

09.008.007.010.0

P . 

Каждому элементу этой матрицы соответствует возможное значение y  матри-

цы  . Например, 
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



















 


01

12
),,,( 1,2,22,22,1,21,21,2,12,13,1,11,11,2,1,3 PxxxxPp . 

Все возможные значения матрицы   можно получить программным пу-

тем на основе формулы (7.4). В результате компьютерных расчетов по форму-

лам (7.2), (7.3) были получены следующие значения моментов случайной мат-

рицы  : 















 02.106.0

00.106.1)1(v , 


































)2,2,2,2()2,1,2,2()1,2,2,2()1,1,2,2(

)2,2,2,1()2,1,2,1()1,2,2,1()1,1,2,1(

)2,2,1,2()2,1,1,2()1,2,1,2()1,1,1,2(

)2,2,1,1()2,1,1,1()1,2,1,1()1,1,1,1(

)2(

0400.10200.10612.00812.1

0200.10000.10600.00600.1

0612.00600.00036.00636.0

0812.10600.10636.01236.1

v , 


























)2,2,2,2()2,1,2,2()1,2,2,2()1,1,2,2(

)2,2,2,1()2,1,2,1()1,2,2,1()1,1,2,1(

)2,2,1,2()2,1,1,2()1,2,1,2()1,1,1,2(

)2,2,1,1()2,1,1,1()1,2,1,1()1,1,1,1(

)2(

9996.000012.00388.0

0000

0012.009964.00236.0

0388.000236.07364.0

. 

Правильность полученных результатов подтверждается ручными расчетами.  

Ниже приведен m-файл-сценарий программы расчетов для данного при-

мера. 

 

% Расчет моментов случайной дискретной двухмерной матрицы 

clc 

clear 

% Задание размера случайной матрицы  

n1=2; n2=2; 

% Задание числа возможных значений элементов случайной матрицы 

k=[3 1; 2 2]; 

% Задание матрицы возможных значений элементов случайной матрицы 

x=[0 -1; -1 0]; 

x(:,:,2)=[1 0; 1 2]; 

x(:,:,3)=[2 0; 0 0]; 

% Задание матрицы вероятностей возможных значений элементов 

p(1,1,1,1)=0.1;  p(1,1,2,1)=0.07; p(1,1,1,2)=0.08; p(1,1,2,2)=0.09; 

p(2,1,1,1)=0.08; p(2,1,2,1)=0.06; p(2,1,1,2)=0.07; p(2,1,2,2)=0.05; 

p(3,1,1,1)=0.08; p(3,1,2,1)=0.10; p(3,1,1,2)=0.12; p(3,1,2,2)=0.10; 

% Задание начальных значений для расчета матриц начальных моментов 

1-го и 2-го порядков 
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nu_1=zeros(n1,n2); 

nu_2=zeros(n1,n2,n1,n2); 

% Формирование декартова произведения сечений матрицы возможных  

% значений элементов случайной матрицы  

  for i11=1:1:k(1,1); i(1,1)=i11; 

    for i12=1:1:k(1,2); i(1,2)=i12; 

      for i21=1:1:k(2,1); i(2,1)=i21; 

        for i22=1:1:k(2,2); i(2,2)=i22; 

% Формирование возможных значений случайной матрицы  

           for nu1=1:1:2 

             for nu2=1:1:2 

               y(nu1,nu2)=x(nu1,nu2,i(nu1,nu2)); 

             end 

           end 

% Формирование квадратов возможных значений случайной матрицы 

           for i1=1:1:2 

             for i2=1:1:2 

               for i3=1:1:2 

                 for i4=1:1:2 

                  y2(i1,i2,i3,i4)=x(i1,i2,i(i1,i2))*x(i3,i4,i(i3,i4)); 

                 end 

               end 

             end 

           end 

% Расчет начальных моментов 1-го и 2-го порядков 

         nu_1=nu_1 + y*p(i11,i12,i21,i22); 

         nu_2=nu_2+y2*p(i11,i12,i21,i22); 

        end% for i22 

      end% for i21 

    end% for i12 

  end% for i11 

  nu_1 

% Расчет произведения начальных моментов 1-го порядка 

  for nu1=1:1:2 

    for nu2=1:1:2 

      for i3=1:1:2 

        for i4=1:1:2 

          nu_12(nu1,nu2,i3,i4)=nu_1(nu1,nu2)*nu_1(i3,i4); 

        end 

      end 

    end 

  end 

  nu_12 

% Расчет центрального момента 2-го порядка (ковариационной матрицы) 
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  mu_2=nu_2-nu_12; 

  mu_2 

 

7.3. Порядок выполнения работы 

 

1. Рассчитайте математическое ожидание и ковариационную матрицу 

случайной многомерной дискретной матрицы. Параметры матрицы возьмите из 

табл. 7.1. Числа возможных значений элементов матрицы и возможные значе-

ния выберите самостоятельно. Выберите самостоятельно также матрицу веро-

ятностей возможных значений, удовлетворяющую условию нормировки. 

2. Найдите распределение вероятностей одного из элементов случайной 

многомерной дискретной матрицы (маргинальное распределение), его матема-

тическое ожидание и дисперсию. Результаты сравните с результатами, полу-

ченными для всей матрицы. 

Таблица 7.1 

Варианты заданий к работе 7 

Номер 

варианта 

задания 

Размер-

ность q  

матрицы   

Размер 

матрицы   

Номер 

варианта 

задания 

Размер-

ность q  

матрицы   

Размер 

матрицы   

1 1 4 16 2 )22(   

2 2 )22(   17 1 6 

3 1 5 18 2 )23(   

4 2 )32(   19 1 5 

5 1 4 20 2 )32(   

6 2 )23(   21 1 4 

7 1 5 22 2 )22(   

8 2 )22(   23 1 6 

9 1 6 24 2 )32(   

10 2 )32(   25 1 5 

11 1 7 26 2 )22(   

12 2 )23(   27 1 4 

13 1 8 28 2 )23(   

14 2 )32(   29 1 3 

15 1 7 30 2 )32(   

 

7.4. Контрольные вопросы 

 

1. Дайте определение случайной многомерной дискретной матрицы. 

2. Дайте определения начальных и центральных моментов случайной 

многомерной матрицы. 
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