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Предлагается и исследуется статистический критерий обнаружения неоднородностей случайных после-
довательностей на основе вейвлета Хаара.

Введение

Информация и изучение ее свойств пред-
ставляют огромную важность в мире современ-
ных компьютерных технологий. Все более ши-
рокое распространение при обработке информа-
ционных массивов данных приобретают методы
вейвлет-анализа [1–3]. Вейвлеты в последнее де-
сятилетие нашли также широкие применения в
обработке сигналов и изображений. Теория вей-
влетов является альтернативной анализу Фурье
и дает более гибкую технику обработки сигна-
лов. Одно из основных преимуществ вейвлет-
анализа заключается в том, что он позволяет за-
метить хорошо локализированные свойства сиг-
нала. Анализ Фурье этого не дает, так как в ко-
эффициентах Фурье отражается поведение сиг-
нала за все время его существоввания. Целью
данной работы является обнаружение неодно-
родностей случайных последовательностей при
помощи данных методов.

I. Вейвлет Хаара

Определение 1. Функция ψ ∈ L2(R) назы-
вается ортогональным вейвлетом, если семей-
ство {ψj,k}, определенное формулой ψj,k(t) =
2j/2ψ(2jt − k), j, k ∈ Z, является ортонорми-
рованным базисом в L2(R); это означает, что

〈ψj,k, ψl,m〉 = δj,l · δk,m, j, k, l,m ∈ Z,

и любая функция f ∈ L2(R) может быть пред-
ставлена как

f(t) =

∞∑
j,k=−∞

cj,kψj,k(t), (1)

где ряд (1) сходится в L2(R), а именно

lim
M1,N1,M2,N2→∞

∥∥∥∥∥∥f −
N2∑

j=−M2

N1∑
j=−M1

cj,kψj,k

∥∥∥∥∥∥
2

= 0.

Ряды, представляющие функции f в (1), называ-
ются вейвлет-рядами. Вейвлет-коэффициенты
cj,k определяются формулой

cj,k = 〈fψj,k〉.

Определим интегральное преобразование Wψ в
L2(R) как

(Wψf)(b, a)=|a|−1/2

∞∫
−∞

f(t)ψ

(
t− b
a

)
dt, f∈L2(R),

то вейвлет-коэффициенты в (2) принимают вид

cj,k = (Wψf)

(
k

2j
,

1

2j

)
.

Рассматривается случайная последовательность:

Ξ =
{
ξt|ξt ∈ {0, 1}, t = 0, N − 1

}
(2)

Положим, не теряя общности, N = 2n, где
n ∈ N .

Нулевая гипотеза о распределении вероят-
ностей данной последовательности формулиру-
ется в виде:
H0 : {ξt} – последовательность случайных, неза-
висимых и одинаково распределенных величин.
Альтернативная гипотеза:
H1 : ξt = ηt ⊕ at, t = 0, 2n − 1, где A ={
at|at ∈ {0, 1}, t = 0, 2n − 1

}
– переодическая с

периодом T последовательность детерминиро-
ванных величин;
G =

{
ηt|ηt ∈ {0, 1}, t = 0, 2n − 1

}
– последова-

тельность независимых случайных величин, рас-
пределенных по закону Бернулли Bi(1, p), при-
чем p� 1/2.

Определение 2. Дискретное вейвлет-
преобразование случайной последовательности
(2) задается путем вычисления коэффициен-
тов:

d
(ψ)
j,k =

2n−1∑
t=0

ξtψj,k(t).

В качестве вейвлет-функции выберем вейвлет
Хаара :

ψH(t) =


1, 0 ≤ t < 1

2
,

−1,
1

2
≤ t < 1,

0, иначе.

Для последовательности (2) и дискретного
вейвлет-преобразования Хаара детализирующие
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(уточняющие) коэффициенты преобразования
имеют дискретное распределение вероятностей.
Найдем это распределение вероятностей.

Ортонормированная система вейвлетов Ха-
ара выглядит следующим образом:

ψHj,k(t) =


2−

j
2 , 2jk≤t<

(
2jk + 2j−1

)
,

−2−
j
2 ,

(
2jk + 2j−1

)
≤t<

(
2jk + 2j

)
,

0, иначе.

Можно показать, что множеством значений d(ψ)
j,k

является±2
j
2−1;±

(
2
j
2−1−2−

j
2

)
;±
(

2
j
2−1−2·2−

j
2

)
;

. . .; ±
(

2
j
2−1 − (2j−1 − 1) · 2−

j
2

)
; 0.

Т. е. окончательно можно записать:

d
(ψ)
j,k = ±

(
2
j
2−1−i · 2−

j
2

)
, i = 0, 2j−1, j = 1, n.

II. Результаты компьютерных
экспериментов

Приведем теорему, которая отражает свой-
ства вейвлет-коэффициентов и является основой
для построения статистического χ2-критерия
проверки гипотезы об однородности исследуемой
случайной последовательности.

Теорема [4]. Пусть элементы последова-
тельности (2) Ξ =

{
ξt|ξt ∈ {0, 1}, t = 0, 2n − 1

}
независимы и одинаково распределены
P{ξt=0}=P{ξt=1}=j/2, тогда детализирующие
коэффициенты имеют следующее распределение

P
{
d

(ψ)
j,k = ±

(
2
j
2−1 − j · 2−

j
2

)}
=

=

i∑
K=0

CK2j−1C
i−K
2j−1

22t
,

i = 0, 2j−1, j = 1, n.

На основе этой теоремы построен крите-
рий проверки гипотезы H0, он использует χ2-
статистику Пирсона для проверки гипотезы со-
ответствия эмпирического и теоретического рас-
пределений вероятностей детализирующих ко-
эффициентов. Проверка проводилась для каж-
дого уровня детализации j = 1, n, гипотеза H0

принимается, если на всех уровнях принималась
нулевая гипотеза χ2-критерия.

Методом статистического моделирования
были получены оценки вероятностей ошибок
первого и второго рода. Оценка вероятно-
сти ошибки первого рода составила 0,045 при
уровне значимости α=0, 05. Для оценки вероят-
ности ошибки второго рода β моделировалась
случайная последовательность с вероятностью
p=P{ξt=1}, которая изменялась от 0 до 0,45. Ре-
зультаты моделирования приведены в таблице.

p 0 0,05 0,01 0,1 0,2 0,3 0,4 0,45
β 0 0,01 0,02 0,25 0,028 0,032 0,2 0,54

Результаты моделирования показывают эф-
фективность применения вейвлета Хаара в за-
даче обнаружения неоднородностей в дискрет-
ных случайных последовательностях, которые
являются основными математическими моделя-
ми дискретных сигналов.
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