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Обобщен один из результатов А. Ауслендера и Р. Коминетти, касающийся дифференцируе-

мости по направлениям функции оптимального значения в параметрических задачах нели-

нейного программирования при наличии условия регулярности Мангасаряна–Фромовица 

по направлению. Показывается, что достаточно жесткие дополнительные требования, ис-

пользованные в работе А. Ауслендера и Р. Коминетти, могут быть заменены ослабленным 

условием регулярности постоянного ранга. 

Ключевые слова: оптимизация, многозначные отображения, псевдолипшицевость отобра-

жений. 

Введение 

Производные по направлениям функции оптимального значения широко используются 

в исследовании устойчивости и чувствительности экстремальных задач относительно возмуще-

ний параметров, при построении алгоритмов решения минимаксных задач, 

в квазидифференциальном исчислении и в его приложениях [1–6]. 

Пусть ( , ), ( , ) 1,...,if x y h x y i p  — непрерывно дифференцируемые функции 

из 
n mR R  в R. В данной работе мы рассматриваем функцию оптимального значения 

( ) inf ( , ) | ( )x f x y y F x , определенную для задачи минимизации ( , ) inf
y

f x y  

на множестве 
0( ) | ( , ) 0 , ( , ) 0m

i iF x y R h x y i I h x y i I , где 
nRx  — вектор 

параметров, {1,..., }I s , 0 { 1,..., }I s p . 

Обозначим через ( ) ( ) | ( , ) ( )x y F x f x y x  множество оптимальных решений 

поставленной задачи, через F — многозначное отображение, ставящее в соответствие каждой 

точке х
nR  множество ( ) mF x R . Будем предполагать, что для точки 0 domx F  суще-

ствуют окрестность 0( )V x  и ограниченное множество 0

mY R  такие, что 0( )x Y  для всех 

0( )x V x . 

Введем понятия и обозначения, необходимые для вывода и формулировки результатов. 

Пусть 0 0 0( , ), ( , )z x y z x y , ( , )z x y . Введем функцию Лагранжа ( , ) ( ) , ( )L z f z h z , где 

1( ,..., )p , 1( ,..., )ph h h . 

Обозначим через ( ) R | ( , ) 0, 0p

x iz L z  и ( ) 0,i ih z i I  

множество множителей Лагранжа и через ( ) { | ( ) 0}iI z i I h z  множество индексов актив-

ных ограничений в точке ( , ) grz x y F . 
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Пусть 
nRx . Для функции оптимального значения изучим существование производ-

ной по направлению x  в точке 0x : 

1

0 0 0
0

( ; ) lim ( ( ) ( ))
t

x t x t xxx . 

Известно, что дифференцируемость по направлениям функции оптимального значения 

требует выполнения определенных условий регулярности в оптимальных точках и некоторых 

дополнительных предположений о структуре многозначного отображения F . Таким образом, 

в работах, посвященных исследованию дифференцируемости функции оптимального значения, 

получены результаты, дающие достаточные условия дифференцируемости по направлениям 

функции . В виду сложности изучаемой проблемы, наряду с достаточными условиями, обес-

печивающими дифференцируемость функций оптимального значения по всем направлениям, 

в литературе представлены результаты, гарантирующие их дифференцируемость по некоторым 

конкретным направлениям, удовлетворяющим определенным требованиям. К такого рода ре-

зультатам в первую очередь следует отнести известную работу А. Aуслендера и Р. Коминетти 

[3], использующую понятие регулярности Мангасаряна–Фромовица по направлению, введен-

ное Б. Голланом в [6], и так называемые сильные достаточные условия второго порядка по 

направлению (SSOSC x ) А. Шапиро [4]. В данной статье показывается, что последнее требова-

ние можно заменить на введенное в [7, 8] ослабленное условие регулярности постоянного ран-

га. 

Следуя [3], будем говорить, что в точке 0 0 0( , ) grz x y F  выполнено условие регу-

лярности Мангасаряна–Фромовица по направлению 
nRx  (коротко MF x ), если система век-

торов 0 0( )y ih z i I  линейно независима и существует вектор 0y  такой, что 

0 0 0 0 0 0( ), ( , ) 0 , ( ), ( , ) 0 ( ).i ih z i I h z i I zx y x y  

В [7, 8] предложено ослабленное условие регулярности постоянного ранга (RCR), кото-

рое представляет собой ослабленный вариант условия Р. Жанена [9] и по своей природе отлич-

но от условия Мангасаряна–Фромовица. Напомним [7], что в точке 0 0 0( , )z x y grF  выпол-

нено ослабленное условие регулярности постоянного ранга, если для любого подмножества 

индексов J такого, что 0 0 0( )I J I z I , система векторов ( ),y ih z i J  имеет постоян-

ный ранг в некоторой окрестности точки 0z . 

Изучим условия существования производной 

1

0 0 0
0

( ; ) lim ( ( ) ( ))
t

x t x t xx x  

функции  в точке 0x  по направлению 
nRx . 

Производные функции оптимального значения 

Следуя [2], введем нижнюю производную Дини многозначного отображения F в точке 

0 0 0( , ) grz x y F  по направлению x : 

0

0 0

( ; ) { |  функция ( ) такая,что ( ) / 0 для 0

и ( ) ( ) 0}

mDF z R o t o t t t

y t o t F x t t

x y

y x
 

и множество 

0 0 0 0 0( ; ) | ( ), 0 ( ), ( ), 0m

i iz R h z i I z h z i Ix y z z , ( , )z x y . 
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Лемма 1 ([3]). Если в точке 0 0 0( , ) grz x y F  выполнено условие регулярности Ман-

гасаряна–Фромовица по направлению x , то 0 0( ; ) ( ; ) .DF z zx x  

Лемма 2 ([7]). Пусть в точке 0 0 0( , ) grz x y F  выполнено условие регулярности RCR. 

Тогда существуют окрестности 0( )V x , 0( )V y  точек 0 0,x y  и число M >0 такие, что для 

любого 0( )x V x  и любого 0( ) ( )y V y F x  найдется точка 01 0( )y F x , для которой вы-

полнены условия: 

a) 01 0| | | | , const 0,y y M x x M  

b) 0 01 0 0( , ) ( , ) 0 ( , )i ih x y h x y i I x y . 

Теорема 1. Пусть во всех точках 0 0 0( , )z x y  таких, что 0 0( )y x , выполнены усло-

вия RCR и MF x . Тогда функция  дифференцируема в точке 0x  по направлению x , причем 

0 0 0 0 0 0

0 0 0
( ) ( ; ) ( ) ( )

( ; ) min min ( ), min max ( , ),x
y x z y x z

x f z L zz x
y x

x . (1) 

Доказательство. 1) Пусть 0 0( )y x . В силу леммы 1 имеем 0( ; )z x  

0( ; )DF z x . Тогда для любого 0( ; )zy x  существует функция ( )o t  такая, что 

( ) / 0o t t  при 0t  и 0 0( ) ( )y t o t F x ty x  для всех 0t . Следовательно, 0( )x tx  

0 0 0 0 0( ) ( , ( )) ( , )x f x t y t o t f x yx y , откуда 
1

0 0 0
0

( ; ) limsup ( ) ( )
t

D x t x t xx x  

0( ),f z z  для всех ( , )z x y  таких, что 0( ; )zy x . Из данного неравенства следует 

0 0 0

0 0
( ) ( ; )

( ; ) inf inf ( ),
y x z

D x f zx z
y x

. (2) 

2) Пусть предел 
1

0 0 0
0

( ; ) liminf ( ( ) ( ))
t

D x t x t xx x  достигается на последова-

тельности 0kt  и пусть 0k kx x t x , ( )k ky x  k=1, 2,… Не ограничивая общности, можно 

считать последовательность ky  сходящейся. Более того, 0 0( )ky y F x  вследствие за-

мкнутости многозначного отображения F . Поскольку 0 0( ) ( ) ( ; ) ( )k k kx x t D x o tx , 

то переход к пределу в равенстве ( , ) ( )k k kf x y x  даст нам 0 0 0( , ) limsup ( ) ( )k
k

f x y x x , 

откуда следует, что 0 0( )y x . 

В силу леммы 2 найдется последовательность 0ky  такая, что 0 0( )ky F x , 

0 0| | | | , const 0,k k ky y M x x M  0 0 0 0( , ) ( , ) 0 ( , )i k k i kh x y h x y i I x y . 

Не убавив общности, можно считать, что 
1

0 0( )k k kt y y y  и, следовательно, 

0 0 ( )k k k ky y t o ty . Тогда 

0 0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) 0 ( , ), ( , ) ( , ) 0 ,i k k i k i k k i kh x y h x y i I x y h x y h x y i I  

откуда после перехода к пределу получим 

0 0 0 0 0 0 0 0 0( , ), ( , ) 0 ( , ), ( , ), ( , ) 0 ,i ih x y i I x y h x y i Ix y x y  

то есть 0 0 0(( , ); )x yy x . 

С другой стороны, 



 

87 

1

0 0 0 0
0

1

0 0 0 0 0 0 0 0
0

( ; ) liminf ( ( , ) ( , ))

liminf ( ( , ( )) ( , )) ( , ), ( , ) ,

k

k

k k k
t

k k k k k k
t

D x t f x t y f x y

t f x t y t o t f x y f x y

x x

x y x y
 

следовательно, 

0 0
0 0 0 0 0

( ) (( , ); )
( ; ) ( , ), ( , ) inf inf ( , ),

y x x y
D x f x y f x yx x y z

y x
, 

где ( , )z x y . 

Сравнивая последнее неравенство с оценкой (2), получаем, что существует конечная 

производная по направлению 

0 0 0

0 0
( ) ( ; )

( ; ) min min ( ),
y x z

x f zx z
y x

. 

Применяя теорему двойственности линейного программирования [10], получаем (1). 

Выводы 

Получены достаточные условия дифференцируемости по направлениям функции опти-

мального значения, которые позволяют избежать более жестких предположений работы [3], за-

меняя требование выполнения в оптимальной точке так называемых сильных достаточных 

условий оптимальности второго порядка по направлениям [4], более приемлемым во многих 

случаях ослабленным условием постоянного ранга. Полученные результаты являются обобще-

нием теоремы 1 [3] для достаточно широкого круга задач нелинейного программирования. 

ON CONSTRAINT QUALIFICATIONS AND DIFFERENTIABILITY OF VALUE 

FUNCTION 

S.V. AKTANAROVICH, L.I. MINCHENKO, A.N. TARAKANOV 

Abstract 

Parametric programming problems are studied and the existences of the first directional deriv-

atives for value function are proved under the directional version of Mangasarian–Fromovitz con-

straint qualifications without second order sufficient optimality conditions. 
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