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Ââåäåíèå

Â ðàìêàõ èñïîëüçîâàíèÿ òåîðèè ðåëÿòèâèñòñêèõ âîëíîâûõ óðàâíåíèé ñ ðàñøèðåííû�
ìè íàáîðàìè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Ëîðåíöà [1�3] â ðàáîòå [4] ðàçâèòà òåîðèÿ äëÿ ÷àñòèöû
ñ åäèíñòâåííûì ñïèíîì 1/2 è âíóòðåííèì ñïåêòðîì äâóõ ðàçëè÷àþùèõñÿ ìàññ M1 è M2. Â
èñõîäíîé 16-êîìïîíåíòíîé ìîäåëè âûäåëåíû äâå îñíîâíûå áèñïèíîðíûå êîìïîíåíòû Ψ1(x) è
Ψ2(x), îñòàëüíûå âîñåìü ñòðîÿòñÿ èç íèõ. Â ñëó÷àå ñâîáîäíîé ÷àñòèöû óðàâíåíèÿ äëÿ äâóõ
îñíîâíûõ áèñïèíîðîâ íå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé, òåì íå ìåíåå ïîëíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ äîëæíà
ñòðîèòüñÿ êàê ñóïåðïîçèöèÿ Ψ(x) = c1Ψ1(x) + c2Ψ2(x) c ïðèìåíåíèåì îáû÷íîé âåðîÿòíîñò�
íîé èíòåðïðåòàöèè äëÿ êîýôôèöèåíòîâ c1, c2. Ïîñòðîåííîå îáîáùåííîå óðàâíåíèå ñîõðàíÿåò
ñâîþ ïðèìåíèìîñòü ïðè îãðàíè÷åíèè ê ìàéîðàíîâñêîìó ñëó÷àþ ýëåêòðè÷åñêè íåçàðÿæåííîãî
ôåðìèîíà, ÷òî îçíà÷àåò ïðèìåíèìîñòü ïîäõîäà äëÿ îïèñàíèÿ äâóõ ðàçëè÷àþùèõñÿ ïî ìàññå
íåéòðèíî. Òåîðèÿ áûëà îáîáùåíà â ñòàòüå [4] íà ñëó÷àé ïðèñóòñòâèÿ âíåøíèõ ýëåêòðîìàãíèò�
íûõ ïîëåé, ñ èñïîëüçîâàíèåì òåòðàäíîãî ôîðìàëèçìà ïðîâåäåí òàêæå ó÷åò ïñåâäîðèìàíîâîé
ñòðóêòóðû ïðîñòðàíñòâà âðåìåíè â ðàáîòå [5]. Äâà îñíîâíûõ áèñïèíîðà îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàí�
íûìè åäèíîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé, òàêàÿ ñâÿçü ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ íåéòðàëüíîé ÷àñòèöû, åñëè
ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè îòëè÷íà îò íóëÿ.

Â íàñòîÿùåì äîêëàäå ïîñòðîåííîå óðàâíåíèå áóäåò èññëåäîâàíî â ïðèñóòñòâèè âíåøíåãî
îäíîðîäíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Èñõîäèì èç îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ôåðìèîíà (èñïîëüçóåì
òåòðàäíûé ôîðìàëèçì)

[ iD̂ −M1 + bΛ1Σ(x) ] Ψ1(x)− aΛ1Σ(x) Ψ2(x) = 0 ,

[ iD̂ −M2 − aΛ2Σ(x) ] Ψ2(x) + bΛ2Σ(x) Ψ1(x) = 0 ; (1)

ãäå
D̂(x) = γα(x) + Γα(x) + ieAα , γα(x) = eα(b)γ

b, e/~c =⇒ e ,

Σ(x) = −ieFαβσ
αβ(x) , σαβ(x) =

γα(x)γβ(x)− γβ(x)γα(x)

4
.

Ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ [4] âõîäÿùèõ â óðàâíåíèÿ âåëè÷èí:

M1 =
M

λ1
, M2 =

M

λ2
, sin2 γ =

4σ2

ρ2
, γ ∈ (0, π/2), λ1 =

ρ

2
(1 + cos γ) , λ2 =

ρ

2
(1− cos γ),

A′ =
λ1 + λ2

2
, B′ =

√
(λ1 + λ2)2 + (4/3)λ1λ2

2
, a =

5A′ − 3B′ − λ1
M

,
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b =
5A′ − 3B′ − λ2

M
,Λ1 = (A′ +B′)

λ1 −A′ −B′

λ1(λ1 − λ2)
, Λ2 = (A′ +B′)

λ2 −A′ −B′

λ2(λ2 − λ1)
. (2)

1. Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ

Â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ìàãíèòíîå ïîëå çàäàåòñÿ ïîòåíöèàëîì Aϕ = −Br2

2 ; äàëüøå
èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ (òàêæå îòìå÷àåì ðàçìåðíîñòè âåëè÷èí)

eB

~c
=⇒ B, [B] = L−2,

mc

~
=⇒M, [M ] = L−1 .

Òîãäà (ïóñòü Ψ = ψ/
√
r):

D̂ = iγ0
∂

∂t
+ iγ1

∂

∂r
+ γ2(

i∂ϕ
r

+
Br

2
) + iγ3

∂

∂z
, eσαβ(x)Fαβ(x) = iBγ2γ1 = iBΣ3, (3)

è ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

[ iD̂ −M1 + 2bΛ1BΣ3 ] ψ1(x)− aΛ1BΣ3 ψ2(x) = 0 ,

[ iD̂ −M2 − 2aΛ2BΣ3 ] ψ2(x) + bΛ2BΣ3 ψ1(x) = 0 . (4)

Äàëüøå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ

2bΛ1B = Γ1 , aΛ1B = R1 , 2aΛ2B = −Γ2 , bΛ2B = −R2 ,

m

r
− Br

2
=⇒ µ(r) ,

ϵ

~c
=⇒ ϵ , [ϵ] = L−1 ; (5)

ïàðàìåòðû Γ1,2 è R1,2 èìåþò ðàçìåðíîñòü äëèíû.
Äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè ψ = { ψ1(x)⊗ ψ2(x) }: ïðèìåíÿåì ïîäñòàíîâêó

ψ1 = e−iϵteimϕeikz

∣∣∣∣∣∣∣∣
f1(r)
f2(r)
f3(r)
f4(r)

∣∣∣∣∣∣∣∣ , ψ2 = e−iϵteimϕeikz

∣∣∣∣∣∣∣∣
g1(r)
g2(r)
g3(r)
g4(r)

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (6)

Èñïîëüçóÿ ñïèíîðíûé áàçèñ äëÿ ìàòðèö Äèðàêà, íàõîäèì âîñåìü óðàâíåíèé:

(ϵ+ k)f3 + (Γ1 −M1)f1 −R1g1 = +D+f4 ,

(ϵ− k)f1 + (Γ1 −M1)f3 −R1g3 = −D+f2 ,

(ϵ+ k)g3 + (Γ2 −M2)g1 −R2f1 = +D+g4 ,

(ϵ− k)g1 + (Γ2 −M2)g3 −R2f3 = −D+g2 ; (7)

(ϵ− k)f4 − (Γ1 +M1)f2 +R1g2 = +D−f3 ,

(ϵ+ k)f2 − (Γ1 +M1)f4 +R1g4 = −D−f1 ,

(ϵ− k)g4 − (Γ2 +M2)g2 +R2f2 = +D−g3 ,

(ϵ+ k)g2 − (Γ2 +M2)g4 +R2f4 = −D−g1 , (8)

ãäå

i(
d

dr
+ µ) = D+ , i(

d

dr
− µ) = D− .
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2. Àíàëèç ñèñòåìû óðàâíåíèé

Ðåøèì ýòè äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî f1, f3, g1, g3 è f2, f4, g2, g4.
Ïóñòü

A′′ =
{
R2

1R2
2 + 2[−(Γ1 −M1)(Γ2 −M2) + k2 − ϵ2]R2R1

+[(Γ1 −M1)
2 − ϵ2 + k2][(Γ2 −M2)

2 − ϵ2 + k2]
}−1

,

òîãäà

f1 = A′′
{
(ϵ+ k)

[
R1R2 + (Γ2 −M2)

2 − ϵ2 + k2
]
D+f2

+
[
(Γ1 −M1)

(
(Γ2 −M2)

2 − ϵ2 + k2
)
−R1R2 (Γ2 −M2)

]
D+f4

+R1 (Γ2 −M2 −M1 + Γ1) (ϵ+ k) D+g2

+
[
−R1

2R2 +
(
(Γ2 −M2) (Γ1 −M1) + ϵ2 − k2

)
R1

]
D+g4

}
,

f3 = A′′
{[
R2 (Γ2 −M2)R1 + (M1 − Γ1)

(
(Γ2 −M2)

2 − ϵ2 + k2
)]
D+f2

+(−ϵ+ k)
[
R1R2 + (Γ2 −M2)

2 − ϵ2 + k2
]
D+f4

+
[
R1

2R2 +R1

(
− (Γ2 −M2) (Γ1 −M1) + k2 − ϵ2

)]
D+g2

+R1 (Γ2 −M2 + Γ1 −M1) (−ϵ+ k) D+g4} ,

g1 = A′′ {R2 (Γ2 −M2 + Γ1 −M1) (ϵ+ k) D+f2

+
[
−R1R2

2 −R2

(
− (Γ2 −M2) (Γ1 −M1) + k2 − ϵ2

)]
D+f4

+
[
(ϵ+ k)R1R2 + (ϵ+ k)

(
(Γ1 −M1)

2 − ϵ2 + k2
)]
D+g2

+
[
−R1R2 (Γ1 −M1) + (Γ2 −M2)

(
(Γ1 −M1)

2 − ϵ2 + k2
)]
D+g4

}
,

g3 = A′′ {[R1R2
2 +R2

(
− (Γ2 −M2) (Γ1 −M1) + k2 − ϵ2

)]
D+f2

+R2 (Γ2 −M2 + Γ1 −M1) (−ϵ+ k) D+f4

+
[
R1R2 (Γ1 −M1) + (−Γ2 +M2)

(
(Γ1 −M1)

2 − ϵ2 + k2
)]
D+g2

+(−ϵ+ k)
[
R1R2 + (Γ1 −M1)

2 − ϵ2 + k2
]
D+g4

}
;

ò.å. ∣∣∣∣∣∣∣∣
f1
f3
g1
g3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
A11 A12 A13 A14

A21 A22 A23 A24

A31 A32 A33 A34

A41 A42 A43 A44

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
D+f2
D+f4
D+g2
D+g4

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (9)

Ïóñòü
B′′ =

{
R2

1R2
2 + 2 [−(Γ1 +M1)(Γ2 +M2)− ϵ2 + k2]R1R2

+[−ϵ2 + k2 + (Γ1 +M1)
2][(Γ2 +M2)

2 − ϵ2 + k2]
}−1

,

òîãäà

f2 = B′′
{
(ϵ− k)

[
R1R2 + (Γ2 +M2)

2 − ϵ2 + k2
]
D−f1

+
[
R1R2 (Γ2 +M2)−

(
(Γ2 +M2)

2 − ϵ2 + k2
)
(Γ1 +M1)

]
D−f3
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+(Γ2 +M2 + Γ1 +M1) (ϵ− k)R1D−g1

+
[
R1

2R2 +
(
− (Γ2 +M2) (Γ1 +M1)− ϵ2 + k2

)
R1

]
D−g3

}
,

f4 = B′′
{[

−R1R2 (Γ2 +M2) +
(
(Γ2 +M2)

2 − ϵ2 + k2
)
(Γ1 +M1)

]
D−f1

+
[
− (ϵ+ k)

(
R1R2 + (Γ2 +M2)

2 − ϵ2 + k2
)]
D−f3

+
[
−R1

2R2 +
(
(Γ2 +M2) (Γ1 +M1) + ϵ2 − k2

)
R1

]
D−g1

− (Γ2 +M2 + Γ1 +M1) (ϵ+ k)R1D−g3} ,

g2 = B′′ {− (Γ2 +M2 + Γ1 +M1) (−ϵ+ k)R2D−f1

+
[
R1R2

2 +
(
− (Γ2 +M2) (Γ1 +M1)− ϵ2 + k2

)
R2

]
D−f3

+(ϵ− k)
[
R1R2 + (Γ1 +M1)

2 − ϵ2 + k2
]
D−g1

+
[
R1R2 (Γ1 +M1)−

(
(Γ1 +M1)

2 − ϵ2 + k2
)
(Γ2 +M2)

]
D−g3

}
,

g4 = B′′ {[−R1R2
2 +

(
(Γ2 +M2) (Γ1 +M1) + ϵ2 − k2

)
R2

]
D−f1

− (Γ2 +M2 + Γ1 +M1) (ϵ+ k)R2D−f3

+
[
−R1R2 (Γ1 +M1) +

(
(Γ1 +M1)

2 − ϵ2 + k2
)
(Γ2 +M2)

]
D−g1

− (ϵ+ k)
[
R2R1 + (Γ1 +M1)

2 − ϵ2 + k2
]
D−g3

}
;

ò. å. ∣∣∣∣∣∣∣∣
f2
f4
g2
g4

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
B11 B12 B13 B14

B21 A22 A23 A24

A31 B32 B33 B34

B41 B42 B43 B44

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
D−f1
D−f3
D−g1
D−g3

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (10)

Êîìáèíèðóÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, ïîëó÷èì∣∣∣∣∣∣∣∣
f1
f3
g1
g3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
A11 A12 A13 A14

A21 A22 A23 A24

A31 A32 A33 A34

A41 A42 A43 A44

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
B11 B12 B13 B14

B21 A22 A23 A24

A31 B32 B33 B34

B41 B42 B43 B44

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
D+D−f1
D+D−f3
D+D−g1
D+D−g3

∣∣∣∣∣∣∣∣ , (11)

∣∣∣∣∣∣∣∣
f2
f4
g2
g4

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
B11 B12 B13 B14

B21 A22 A23 A24

B31 B32 B33 B34

B41 B42 B43 B44

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
A11 A12 A13 A14

A21 A22 A23 A24

A31 A32 A33 A34

A41 A42 A43 A44

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
D−D+f2
D−D+f4
D−D+g2
D−D+g4

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (12)

Äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü óðàâíåíèÿ äëÿ f1, f3, g1, g3:∣∣∣∣∣∣∣∣
f1
f3
g1
g3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
C11 C12 C13 C14

C21 C22 C23 C24

C31 C32 C33 C34

C41 C42 C43 C44

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
D+D−f1
D+D−f3
D+D−g1
D+D−g3

∣∣∣∣∣∣∣∣ , C = AB , (13)

â ìàòðè÷íîì âèäå èìååì
(D+D−) F = Λ F , Λ = C−1. (14)
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Äëÿ ìàòðèöû Λ íàõîäèì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå (ïóñòü ϵ2 − k2 = E2, ïåðå÷èñëÿåì ýëå�
ìåíòû ìàòðèöû ïî ñòîëáöàì)

Λ = C−1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
Γ1

2 −M1
2 +R2R1 + E2 2(ϵ+ k)Γ1

−2(−ϵ+ k)Γ1 Γ1
2 −M1

2 +R2R1 + E2

−R2(Γ1 + Γ2 −M1 +M2) −2R2(ϵ+ k)
2(−ϵ+ k)R2 −R2(Γ1 + Γ2 −M1 +M2)

−R1(Γ1 + Γ2 +M1 −M2) −2R1(ϵ+ k)
2R1(−ϵ+ k) −R1(Γ1 + Γ2 +M1 −M2)

Γ2
2 −M2

2 +R2R1 +E2 2(ϵ+ k)Γ2

−2(−ϵ+ k)Γ2 Γ2
2 −M2

2 +R2R1 +E2

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (15)

Îïóñêàÿ äåòàëè ïðîöåäóðû äèàãîíàëèçàöèè ìàòðèöû Λ:

D+D−F = ΛF, F = TF ′, T−1D+D−TF
′ = T−1ΛTF ′,

D+D−F
′ = (T−1ΛT )F ′, T−1ΛT = Λ′ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ1 0 0 0
0 λ2 0 0
0 0 λ3 0
0 0 0 λ4

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
ïðèâåäåì òîëüêî âûðàæåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ λi:

λ1 = ϵ2 − k2 +R1R2 −
1

2
(M1

2 +M2
2) +

1

2
(Γ1

2 + Γ2
2)−

√
(ϵ2 − k2) (Γ1 + Γ2)

2

−1

2

[
4R1R2

(
(Γ1 + Γ2)

2 − (M1 −M2)
2 + 4

(
ϵ2 − k2

))
+4

(
ϵ2 − k2

)
(Γ1 − Γ2)

2 +
(
Γ1

2 − Γ2
2 −M1

2 +M2
2
)2

−4

(
4R1R2 (Γ1 + Γ2)

2 +
(
Γ1

2 − Γ2
2
) (

Γ1
2 − Γ2

2 −M1
2 +M2

2
)) (

ϵ2 − k2
)√

(ϵ2 − k2) (Γ1 + Γ2)
2


1
2

,

λ2 = ϵ2 − k2 +R1R2 −
1

2
(M1

2 +M2
2) +

1

2
(Γ1

2 + Γ2
2)−

√
(ϵ2 − k2) (Γ1 + Γ2)

2

+
1

2

[
4R1R2

(
(Γ1 + Γ2)

2 − (M1 −M2)
2 + 4 (ϵ2 − k2)

)
+4

(
ϵ2 − k2

)
(Γ1 − Γ2)

2 +
(
Γ1

2 − Γ2
2 −M1

2 +M2
2
)2

−4

(
4R1R2 (Γ1 + Γ2)

2 +
(
Γ1

2 − Γ2
2
) (

Γ1
2 − Γ2

2 −M1
2 +M2

2
)) (

ϵ2 − k2
)√

(ϵ2 − k2) (Γ1 + Γ2)
2


1
2

,

λ3 = ϵ2 − k2 +R1R2 −
1

2
(M1

2 +M2
2) +

1

2
(Γ1

2 + Γ2
2) +

√
(ϵ2 − k2) (Γ1 + Γ2)

2

−1

2

[
4R1R2

(
(Γ1 + Γ2)

2 − (M1 −M2)
2 + 4 (ϵ2 − k2)

)
+4

(
ϵ2 − k2

)
(Γ1 − Γ2)

2 +
(
Γ1

2 − Γ2
2 −M1

2 +M2
2
)2
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+4

(
4R1R2 (Γ1 + Γ2)

2 +
(
Γ1

2 − Γ2
2
) (

Γ1
2 − Γ2

2 −M1
2 +M2

2
)) (

ϵ2 − k2
)√

(ϵ2 − k2) (Γ1 + Γ2)
2


1
2

,

λ4 = ϵ2 − k2 +R1R2 −
1

2
(M1

2 +M2
2) +

1

2
(Γ1

2 + Γ2
2) +

√
(ϵ2 − k2) (Γ1 + Γ2)

2

+
1

2

[
4R1R2

(
(Γ1 + Γ2)

2 − (M1 −M2)
2 + 4 (ϵ2 − k2)

)
+4

(
ϵ2 − k2

)
(Γ1 − Γ2)

2 +
(
Γ1

2 − Γ2
2 −M1

2 +M2
2
)2

+4

(
4R1R2 (Γ1 + Γ2)

2 +
(
Γ1

2 − Γ2
2
) (

Γ1
2 − Γ2

2 −M1
2 +M2

2
)) (

ϵ2 − k2
)√

(ϵ2 − k2) (Γ1 + Γ2)
2


1
2

.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì îäíîòèïíûå óðàâíåíèÿ

D+D−F
′
(i) = λ(i)F

′
(i) , i = 1, 2, 3, 4 ;

äëÿ êðàòêîñòè âíîñèì ìíîæèòåëü 1/2 â ñèìâîë B, ò.å. eB/2~c−− > B. Â ÿâíîì âèäå óðàâíåíèÿ
âûãëÿäÿò òàê:

[
d2

dr2
+ λi +

m

r2
+B − (

m

r
−Br)2 ] Φi(r) = 0 , i = 1, 2, 3, 4 . (16)

Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê âûðîæäåííîìó ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîìó óðàâíåíèþ. Èìååì äâå ôîðìóëû
äëÿ ñïåêòðîâ (èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ïðåäïîëàãàåì, ÷òî λ > 0):

m = −1

2
,−3

2
, ... λ = 4B(n+

1

2
−m) , n = 1, 2, ... ;

m = +
1

2
,+

3

2
, ... λ = 4B n, n = 0, 1, 2, ... . (17)

Ýòè äâå ôîðìóëû ìîæíî îáúåäèíèòü â îäíó:

λ = 4b N, N ∈ {0, 1, 2...} . (18)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

ϵ2 − k2 = E2 , M1 +M2 = µ , M1 −M2 = ν ,

R1R2 = R , Γ1 + Γ2 = x, Γ1 − Γ2 = y .

Òîãäà äëÿ êîðíåé λi èìååì ïðåäñòàâëåíèÿ (îíè îáúåäèíåíû â ïàðû):

± 2
√

(16R+ 4y2)E2 − 4 [4Rx+ y(yx− νµ)]E + 4R(x2 − ν2) + (yx− νµ)2 =

= 4E2 − 4Ex+ 4R+ x2 + y2 − µ2 − ν2 − 4λ1,2 , (19)

± 2
√

(16R+ 4y2)E2 + 4 [4Rx+ y(yx− νµ)]E + 4R(x2 − ν2) + (yx− νµ)2 =

= 4E2 + 4Ex+ 4R+ x2 + y2 − µ2 − ν2 − 4λ3,4 . (20)

Ôàêòè÷åñêè äâà ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿ îòëè÷àþòñÿ îò äâóõ ïåðâûõ òîëüêî çíàêîì ïðè E; ñëåäîâà�
òåëüíî, äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü òîëüêî îäíó ïàðó (19); ïîëàãàåì, ÷òî ôèçè÷åñêèìè ÿâëÿþòñÿ
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ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ E > 0. Èìååì ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòð E (ñëåäèì çà
ïàðîé λ1 , λ2):

4E2 − 4Ex+ 4R+ x2 + y2 − µ2 − ν2 − 4λ1 > 0 ,

4E2 − 4Ex+ 4R+ x2 + y2 − µ2 − ν2 − 4λ2 < 0 ,

îòêóäà ñëåäóåò

(E − x

2
)2 >

4λ1 + µ2 + ν2 − y2

4
, (E − x

2
)2 <

4λ2 + µ2 + ν2 − y2

4
; (21)

íèæå ìû óáåäèìñÿ, ÷òî y = 0. Èç íåðàâåíñòâ (21) çàêëþ÷àåì, ÷òî ñïåêòð ïîëîæèòåëüíûõ
è íåîãðàíè÷åííûõ ñïðàâà çíà÷åíèé E âîçìîæåí òîëüêî äëÿ âàðèàíòà λ1. Ïðè ýòîì ñïåêòð
îòðèöàòåëüíûõ è íåîãðàíè÷åííûõ ñëåâà çíà÷åíèé E òàêæå âîçìîæåí, îí ìîæåò áûòü îòíåñåí ê
âàðèàíòó λ3 : E → −E.

3. ×èñëåííûé àíàëèç ñïåêòðîâ ýíåðãèè

×òîáû èññëåäîâàòü âîçìîæíûå óðîâíè ýíåðãèè ÷èñëåííî, íàéäåì ÿâíûé âèä âñåõ âõîäÿùèõ â
àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå ïàðàìåòðîâ. Ó÷èòûâàÿ âñå ïðîìåæóòî÷íûå îáîçíà÷åíèÿ, óáåæäàåìñÿ
â ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâ (ïóñòü M0 =M/ρ):

x = −4

3

B sin2 γ

M0 cos γ
, y = 0 , R =

1

9

B2 sin4 γ

M0
2 cos2 γ

.

µ =M1 +M2 =
4M0

sin2 γ
, ν =M1 −M2 = −4M0 cos γ

sin2 γ
. (22)

Ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì âåëè÷èíàì:

E

M0
⇒ E,

x

M0
⇒ x,

y

M0
⇒ y,

µ

M0
⇒ µ,

ν

M0
⇒ ν ,

B

M2
0

⇒ B,
R

M2
0

⇒ R .

Äëÿ E èìååì àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå 4-é ñòåïåíè (íàïîìèíàåì, ÷òî λ = 4BN)

E4 +
8

3

B sin2 γE3

cos γ
+ (

22

9

B2 sin4 γ

cos2 γ
− 8 (1 + cos2 γ)

sin4 γ
− 8BN)E2+

+(
8

9

B3 sin6 γ

cos3 γ
− 32

3

B(1 + cos2 γ)

sin2 γ cos γ
− 32

3

B2 sin2 γN

cos γ
)E+

+
16

sin4 γ
− 8

3
B2 − 40

9

B2

cos2 γ
+

1

9

B4 sin8 γ

cos4 γ
− 40

9

B3 sin4 γN

cos2 γ
+

+
32BN(1 + cos2 γ)

sin4 γ
+ 16B2N2 = 0 . (23)

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ:

B = 1 , sin γ =
1

10
,

N = 1 , E1 = 2.23 , E2 = 399.00 , E3 = 2.24 , E4 = 399.01 ;

N = 5 , E1 = 4.58 , E2 = 399.02 , E3 = 4.59 , E4 = 399.03 ;

N = 10 , E1 = 6.40 , E2 = 399.04 , E3 = 6.41 , E4 = 399.05 .
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B = 1 , sin γ =
1

2
,

N = 1 , E1 = 2.08 , E2 = 14.87 , E3 = 2.46 , E4 = 15.25 ;

N = 5 , E1 = 4.41 , E2 = 15.39 , E3 = 4.79 , E4 = 15.78 ;

N = 10 , E1 = 6.22 , E2 = 16.02, , E3 = 6.61 , E4 = 16.41 .

B = 1 , sin γ =
9

10
,

N = 1 , E1 = 1.00 , E2 = 3.03 , E3 = 3.48 , E4 = 5.51 ;

N = 5 , E1 = 3.16 , E2 = 4.75 , E3 = 5.64 , E4 = 7.23 ;

N = 10 , E1 = 4.90 , E2 = 6.35 , E3 = 7.38 , E4 = 8.83 .

Óðîâíè ýíåðãèè ðàñïðåäåëåíû ïî ÷åòûðåì ñåðèÿì. Àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû ìîãóò áûòü íàéäå�
íû òàêæå, íî ýòè âûðàæåíèÿ îêàçûâàþòñÿ ñëîæíûìè è ïðàêòè÷åñêè áåñïîëåçíûìè.

Â çàêëþ÷åíèå, âîñïîëüçîâàâøèñü óñòàíîâëåííûìè ðàâåíñòâàìè y = 0 è Γ1 = Γ2 = Γ,
óïðîñòèì ïðåäñòàâëåíèå îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ôåðìèîíà â ìàãíèòíîì ïîëå:

(iD̂ −M1 + ΓΣ3)ψ1 −R1Σ3 ψ2 = 0 , (iD̂ −M2 + ΓΣ3)ψ2 −R2Σ3 ψ1 = 0 . (24)

Â ýòîé ñèñòåìå äâå äèðàêîâñêèå âîëíîâûå ôóíêöèè äëÿ ÷àñòèö ñ ðàçíûìè ìàññàìè (M1 èM2), ñ
îäèíàêîâûìè àíîìàëüíûìè ìàãíèòíûìè ìîìåíòàìè Γ ñâÿçûâàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì ÷åðåç ÷ëåíû
R1Σ3 è R2Σ3. Ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

√
R1 ψ1 ⇒ Ψ1 ,

√
R2 ψ2 = Ψ2 , Γ = −2

3

B sin2 γ

M0 cos γ
,

√
R =

√
R1R2 =

B

3

sin2 γ

cos γ
,

ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â áîëåå ñèììåòðè÷íîé ôîðìå:

(iD̂ −M1 + ΓΣ3)Ψ1 −
√
R Σ3 Ψ2 = 0 , (iD̂ −M2 + ΓΣ3)Ψ2 −

√
R Σ3 Ψ1 = 0 . (25)
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