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ПАРЕТОВСКИХ СЛОЕВ В ЗАДАЧЕ О РАНЦЕ
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Разработан алгоритм нахождения структуры оптимального подмножества в задаче о ранце на основе пред-
лагаемой многокритериальной оптимизационной модели. Между элементами множества начальных данных вве-
дено двухкритериальное отношение предпочтения и выполнено разбиение этого множества на паретовские слои. 
Сформулировано понятие глубины недоминирования отдельного паретовского слоя. На его основе приняты усло-
вия, при выполнении которых решение задачи о ранце содержит в себе первые паретовские слои, определенные 
на заданном множестве начальных данных. Представлена структура оптимального подмножества, включающая 
в себя отдельные паретовские слои. Для построения паретовских слоев во введенном пространстве предпочтений 



98

Журнал Белорусского государственного университета. Математика. Информатика. 2020;2:97–104
Journal of the Belarusian State University. Mathematics and Informatics. 2020;2:97–104

не требуется применение переборных алгоритмов к элементам начального множества. Эти алгоритмы исполь-
зуются  при  нахождении  лишь  некоторой  части  оптимального  подмножества,  что  уменьшает  число  операций, 
необходимых для решения рассматриваемой комбинаторной задачи. Метод определения найденных паретовских 
слоев показывает, что число операций зависит от объема ранца и структуры паретовских слоев, на которые раз-
бивается множество начальных данных во введенном двухкритериальном пространстве.

Ключевые слова: задача о ранце; многокритериальная оптимизация; множество Парето; паретовский слой.
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An algorithm is developed for finding the structure of the optimal subset in the knapsack problem based on the pro-
posed multicriteria optimization model. A two-criteria relation of preference between elements of the set of initial data 
is  introduced. This set has been split  into separate Pareto  layers. The depth concept of  the elements dominance of an 
individual Pareto layer is formulated. Based on it, conditions are determined under which the solution to the knapsack 
problem includes the first Pareto layers. They are defined on a given set of initial data. The structure of the optimal subset 
is presented, which includes individual Pareto layers. Pareto layers are built in the introduced preference space. This does 
not require algorithms for enumerating the elements of the initial set. Such algorithms are used when finding only some 
part of the optimal subset. This reduces the number of operations required to solve the considered combinatorial problem. 
The method for determining the found Pareto layers shows that the number of operations depends on the volume of the 
knapsack and the structure of the Pareto layers, into which the set of initial data in the entered two-criteria space is divided.

Keywords: knapsack problem; multicriteria optimization; Pareto set; Pareto layer.

Введение
В  статье  предложена  двухкритериальная  оптимизационная модель  решения  комбинаторной  задачи 

о ранце со множеством объектов N и заданным объемом Т. Любому элементу ni из множества началь-
ных данных соответствуют две характеристики – величина используемого ресурса ti , являющаяся частью 
объе ма Т, и вес vi. Допустимым будет такое подмножество элементов из N, чья суммарная величина ре-
сурса не превосходит объем ранца Т, но при добавлении в подмножество любого элемента из N стано-
вится больше Т. Среди всех допустимых подмножеств требуется найти оптимальное подмножество Q 
с максимальным суммарным значением веса. Пусть число элементов во множестве N равно r. Тогда 
формальное описание задачи о ранце можно представить следующим образом:

f x x t x T xi i
i

r

i i
i

r

i( ) = → ≤ ∈{ }
= =
∑ ∑v max, , , ,

1 1
0 1

  x x x x t T i rr i i= …( ) > < ≤ = …1 2 0 0 1, , , , , , , , .v
Методы решения указанной оптимизационной задачи приведены в работах [1; 2]. Предложенные 

в них способы основаны на различных алгоритмах перебора элементов множества начальных данных. 
В случаях, когда количество элементов достаточно велико, число операций, необходимых для решения 
задачи,  существенно возрастает. Следовательно,  актуальной является разработка алгоритмов, позво-
ляющих нивелировать трудности, возникающие при увеличении количества элементов во множестве 
начальных данных.

Определена структура оптимального подмножества, включающая в себя при выполнении сформу-
лированных условий элементы отдельных паретовских слоев во введенном двухкритериальном про-
странстве. Предложенная структура позволяет сформировать часть оптимального подмножества Q без 
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применения алгоритмов перебора. Это может существенно сократить число операций, требуемых для 
решения рассматриваемой оптимизационной задачи. 

Определение глубины недоминирования паретовского слоя
В работе  [3]  на множестве начальных данных N введено двухкритериальное пространство пред-

почтений, где координатами каждого элемента ni из N являются его ресурс ti и вес vi. Между любыми 
двумя элементами  n t1 1 1= ( ), v  и n t2 2 2= ( ), v  из N определено следующее транзитивное отношение до-
минирования. 

Определение 1.  Элемент  n1  доминирует  элемент  n2  тогда  и  только  тогда,  когда  t t t t1 2 1 2 1 1 2 2≤ ≥ ( ) ≠ ( ), , , , .v v v v
t t t t1 2 1 2 1 1 2 2≤ ≥ ( ) ≠ ( ), , , , .v v v v

Множество всех недоминируемых элементов на множестве N представляет собой множество Парето 
на множестве начальных данных N во введенном двухкритериальном пространстве.

Определение 2. Паретовский слой с номером m  (обозначим его Pm ) представляет собой совокуп-

ность недоминируемых элементов на множестве  ′ =
=

−

N N Pi
i

m

\ ,
1

1



 где Pi – паретовский слой с номером i. 

Множество Парето, определенное на всем множестве N, является первым паретовским слоем. 
Следовательно, для каждого элемента из N, входящего во второй и последующие паретовские слои, 

существует хотя бы один элемент из предыдущего слоя, который его доминирует. 
Определение 3. Верхней критериальной границей некоторого паретовского слоя Pm является вектор 

Lm
+ , чьи координаты представляют собой максимум по предпочтению по каждой координате (наимень-

шее значение по координате ti и наибольшее значение по координате vi ) среди всех элементов, образую-
щих этот паретовский слой. 

Определение 4. Нижней  критериальной  границей паретовского  слоя Pm  является  вектор  Lm
− ,  чьи 

координаты представляют собой минимум по предпочтению по каждой координате (наибольшее зна-
чение по координате ti и наименьшее значение по координате vi ) среди всех элементов данного паре-
товского слоя.

Из способа построения векторов  Lm
+ , Lm

−  следует, что вектор  Lm
+  доминирует все элементы паретов-

ского слоя Pm , а вектор  Lm
−  доминируется каждым его элементом. В работе [4] доказано утверждение, 

что верхняя критериальная граница любого паретовского слоя Pi доминирует верхние критериальные 
границы всех последующих слоев P P Pm m y+ + …1 2, , , ,  где y – общее число паретовских слоев.

Сформулируем утверждение о доминируемости элементов отдельных паретовских слоев.
Утверждение 1. Для того чтобы каждый элемент паретовского слоя Pm доминировал любой элемент 

паретовского слоя Px с бóльшим номером, необходимо и достаточно, чтобы нижняя критериальная гра-
ница слоя Pm доминировала верхнюю критериальную границу слоя Px.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть  нижняя  критериальная  граница  слоя Pm  доминирует  верхнюю крите-
риальную границу слоя Px. Следовательно, исходя из указанного выше свойства верхних и нижних кри-
териальных границ и транзитивности введенного отношения предпочтения, каждый элемент слоя Pm 
доминирует любой элемент слоя Px.

Пусть каждый элемент слоя Pm доминирует любой элемент слоя Px . Требуется показать, что нижняя 
критериальная граница слоя Pm доминирует верхнюю критериальную границу слоя Px. Предположим, 
что эти критериальные границы находятся между собой в отношении Парето. Тогда по определению 2 
существует хотя бы один элемент слоя Pm, чья координата принадлежит нижней критериальной гра-
нице слоя Pm. Кроме того, этот элемент находится в паретовском отношении с некоторым элементом 
слоя Px , чья координата принадлежит верхней критериальной границе слоя Px. Это противоречит ус-
ловию о том, что любой элемент слоя Pm доминирует каждый элемент слоя Px . Утверждение доказано.

Приведем алгоритм нахождения структуры оптимального подмножества в задаче о ранце.
1. Построение паретовских слоев.
2. Определение условий, при выполнении которых множество Парето включается в оптимальное 

подмножество Q, на основе сформулированного понятия глубины недоминирования паретовского слоя.
3. Нахождение структуры оптимального подмножества.
Рассмотрим более подробно реализацию алгоритма.
На первом шаге осуществляется нахождение множества Парето и всех остальных паретовских слоев, 

на которые разбивается множество начальных данных N во введенном двухкритериальном пространстве.
На  втором шаге  определяется  понятие  глубины  недоминирования  некоторого  паретовского  слоя. 

Любой элемент слоя с номером m + 1 может либо доминироваться каким-либо элементом предыдущего 
слоя m, либо находиться с ним в отношении Парето. Для слоя с номером m + 2 в слое с номером m + 1 
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могут существовать элементы, которые находятся в отношении Парето. Тогда возможен случай, когда 
для некоторого элемента из слоя m + 2 в паретовском слое с номером m также существует элемент, на-
ходящийся с ним в отношении Парето. Согласно утверждению 1 в этом случае нижняя граница слоя 
с номером m не может доминировать верхнюю границу слоев с номерами m + 1 и m + 2. 

Пусть каждый элемент следующего слоя с номером m + 3 доминируется всеми элементами слоя m, 
т. е. в слое m + 3 уже не существует элементов, которые находятся в отношении Парето с элементами 
слоя m. 

Определение 5. Паретовский слой m доминирует паретовский слой m + i, i  ≥ 1, если любой элемент 
слоя m доминирует все элементы слоя m + i.

Определение 6. Глубиной недоминирования паретовского слоя с номером m называется количество 
следующих после m паретовских слоев, которые не доминируются слоем m. 

Справедливость утверждения 1 позволяет сделать вывод, что глубина недоминирования паретов-
ского слоя с номером m равняется количеству следующих после m паретовских слоев, верхняя граница 
которых не доминируется нижней границей слоя m.

Условия включения элементов  
множества Парето в оптимальное подмножество

В работе [4] показана справедливость следующих отношений. Оптимальное подмножество Q при-
надлежит множеству W допустимых подмножеств. Первым элементом любого Wi из W должен быть 
какой-либо элемент из множества Парето во введенном двухкритериальном пространстве. На каждом 
шаге формирования любого допустимого подмножества Wi  выбор очередного  элемента должен осу-
ществляться только из соответствующих паретовских множеств Xij , где  j – номер выбираемого элемен-
та в формируемом подмножестве Wi. Каждое из паретовских множеств Xij представляет собой набор 
недоминируемых элементов на всем наборе начальных данных N, за исключением элементов, уже во-
шедших в формируемое допустимое подмножество Wi [4]. Таким образом, процесс построения допус-
тимых подмножеств Wi из W состоит в нахождении соответствующих паретовских множеств Xij с по-
следующим выбором в них очередного элемента. Этим элементом может быть любой элемент из Xij. 
По  структуре  множества Xij  могут  либо  совпадать  с  некоторым  паретовским  слоем,  либо  включать 
в себя часть элементов одного из нескольких соседних паретовских слоев в соответствии с заданной 
глубиной недоминирования.

На первом шаге формирования всех Wi множества Xi1 совпадают и представляют собой множество 
Парето на наборе начальных данных N. Любой его элемент может быть выбран в качестве первого эле-
мента некоторого допустимого подмножества Wi . Покажем далее, что при выполнении определенных 
условий все допустимые подмножества Wi из W, каждое из которых должно иметь своим первым эле-
ментом некоторый элемент множества Парето, содержат и все остальные его элементы. В этом случае 
нет необходимости в нахождении паретовских множеств Xij , включающих в себя элементы множества 
Парето, и можно сразу переходить к рассмотрению элементов второго паретовского слоя. 

Предположим, что нижняя критериальная граница множества Парето доминирует верхнюю крите-
риальную границу второго паретовского слоя. Тогда его глубина недоминирования равна 0, и каждый 
элемент множества Парето доминирует все элементы второго паретовского слоя. 

Покажем общую схему построения допустимого подмножества W1 из W, первым элементом кото-
рого будет некоторый элемент w1 множества Парето. Каждый элемент множества Парето доминирует 
любой элемент как второго, так и всех последующих паретовских слоев [4]. Тогда второе паретовское 
множество Х12, из которого выполняется выбор очередного элемента подмножества W1, содержит все 
элементы множества Парето, кроме w1. Поскольку существует полная доминируемость элементов вто-
рого паретовского слоя, то ни один из его элементов также не может быть включен в следующие мно-
жества X13, X14, …, X1k , … до тех пор, пока все элементы множества Парето не войдут в формируемое 
подмножество W1. 

Пусть первым элементом другого допустимого подмножества W2 из W будет любой элемент множе-
ства Парето, за исключением w1. Тогда все соответствующие ему множества X2 j также будут содержать 
элементы только множества Парето до тех пор, пока оно полностью не войдет в W2. Только после этого 
множества X2 j , из которых должен выбираться очередной элемент W2, могут включать в себя элементы 
второго паретовского слоя. Аналогичные рассуждения будут справедливы и для всех остальных допус-
тимых подмножеств Wi. 

Пусть выполняются следующие условия: сумма ресурса ti всех элементов множества Парето мень-
ше Т и разница между этой суммой и величиной T больше соответствующей координаты верхней кри-
териальной  границы второго слоя. Тогда допустимые подмножества Wi  из W  невозможно построить 
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только из  элементов множества Парето,  и  хотя  бы один  элемент  второго паретовского  слоя  должен 
войти в каждое из них. Следовательно, при выполнении этих двух условий и глубине недоминирова-
ния, равной 0, все допустимые подмножества Wi из W имеют совпадающую часть, т. е. каждое из них 
включает в себя все элементы множества Парето. 

Предположим, что нижняя критериальная граница множества Парето доминирует верхнюю крите-
риальную границу не второго, а третьего паретовского слоя, т. е. глубина недоминирования множества 
Парето равна 1. В этом случае все элементы как третьего, так и последующих паретовских слоев доми-
нируются любым элементом множества Парето. Тогда множество Х12, из которого должен быть выбран 
второй элемент для подмножества W1, содержит все элементы множества Парето, кроме w1. Пусть во 
втором паретовском слое существуют элементы, которые доминируются только элементом w1, а с осталь-
ными находятся в отношении Парето. Тогда все указанные элементы второго слоя также принадлежат 
множеству Х12 и могут быть включены на следующем шаге в допустимое подмножество W1.

Пусть сумма ресурса ti элементов первых двух слоев меньше Т. Как следует из способа построения 
множеств Xij, при глубине недоминирования, равной 1, любое допустимое подмножество из W вклю-
чает в себя все элементы (или только их часть) первых двух паретовских слоев. Предположим, что раз-
ница между этой суммой и величиной Т больше значения ресурса ti верхней критериальной границы 
третьего слоя. Это означает, что любое допустимое подмножество из W нельзя построить только из 
элементов первых двух паретовских слоев и каждое из них должно включать в себя хотя бы один эле-
мент третьего паретовского слоя.

Элементы всех множеств Xij, которые формируются в процессе построения допустимых подмно-
жеств из W, должны находиться между собой в паретовском отношении. Поскольку глубина недомини-
рования множества Парето равна 1, то каждый его элемент доминирует весь третий паретовский слой. 
Элементы,  входящие  в  различные  допустимые  подмножества,  выбираются  только  из  соответствую-
щих Xij. Следовательно, существование какого-либо множества Xij, которое включает в себя хотя бы 
один элемент третьего слоя, невозможно, если в него входят элементы множества Парето. Тогда для 
включения элемента третьего слоя в любое формируемое подмножество Wi из W требуется, чтобы все 
множество Парето уже вошло в Wi. Значит, каждое подмножество Wi будет включать в себя все мно-
жество Парето.

Аналогичные рассуждения о составе множеств Xij будут справедливы и при любом другом значении 
глубины недоминирования элементов множества Парето. Отсюда вытекает следующее утверждение.

Утверждение 2. Пусть глубина недоминирования множества Парето равняется n, n ≥ 0, и выпол-
няются следующие условия: 

а) количество паретовских слоев составляет не менее n + 2;
б) величина объема ранца Т такова, что сумма ресурса ti элементов первых (n + 1) паретовских слоев 

меньше Т; 
в) разница между суммой ресурса ti элементов первых (n + 1) паретовских слоев и величиной Т больше 

соответствующей координаты верхней критериальной границы (n + 2) паретовского слоя. 
Тогда все элементы множества Парето принадлежат каждому из допустимых подмножеств Wi из W. 
Таким образом, учитывая способ формирования паретовских множеств Xij и выполнение условий 

утверждения 2, оказалось возможным частично сформировать все допустимые подмножества Wi из W. 
Поскольку оптимальное подмножество Q представляет собой некоторое Wi, то при выполнении ус-

ловий утверждения 2 все элементы множества Парето являются также частью подмножества Q. 

Представление оптимального подмножества Q
На последнем шаге алгоритма определяется структура оптимального подмножества Q. Пусть выпол-

няются условия утверждения 2 и все элементы множества Парето включены в оптимальное подмноже-

ство Q. Найдем значение величины T T ti
i

k

1
1

= −
=
∑ , где k – количество элементов множества Парето. Она 

представляет собой измененный объем ранца, который должен использоваться при последующем фор-
мировании допустимых подмножеств из W. Для дальнейшего построения подмножества Q тре буется 
решить задачу о ранце с объемом T1 и множеством начальных данных N1, включающим в себя все 
паретовские слои, кроме множества Парето. Обозначим эту задачу Z1. Оптимальное подмножество Q 
имеет следующий вид:
  Q P Q= 0 1,

  (1)
где P0 – множество Парето на множестве начальных данных N, а Q1 – оптимальное подмножество в за-
даче Z1.
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Элементы второго паретовского слоя представляют собой множество Парето в задаче Z1. Для нее 
требуется сформировать свой набор W допустимых подмножеств, каждое из которых содержит хотя бы 
один элемент второго паретовского слоя. Набор W включает в себя и подмножество Q1 [4]. Пусть глу-
бина недоминирования  второго паретовского  слоя  равна некоторой  величине n1. Поскольку  элемен-
ты второго паретовского слоя являются множеством Парето в задаче Z1, то для них справедливо ут-
верждение 2. Следовательно, все элементы слоя включаются в решение Q1 задачи Z1 и, в соответствии 
с выраже нием (1), являются частью оптимального подмножества Q. 

Далее определим значение величины T T ti
i

k

2 1
1

= −
=
∑ , где k – количество элементов второго паретов-

ского слоя. Рассмотрим задачу о ранце Z2 с объемом T2 и множеством начальных данных N2, представ-
ляющим собой все паретовские слои, начиная с третьего. Решение Q1 задачи Z1 имеет следующий вид:

  Q P Q1 1 2= ,


  (2)

где P1 – второй паретовский слой, а Q2 – решение задачи Z2. Следовательно, выражение (1) примет вид

  Q P P Q= 0 1 2

.   (3)

Элементы третьего слоя P2 являются паретовскими элементами для задачи Z2. Для нее требуется 
сформировать  свой  набор W  допустимых  подмножеств,  каждое  из  которых  содержит  хотя  бы  один 
элемент третьего паретовского слоя. Рассматриваемый набор W  включает в себя решение Q2. Пусть 
глубина недоминирования третьего паретовского слоя равна собственной величине n2. Предположим, 
для величины T2 и глубины недоминирования n2 выполняются условия утверждения 2. В результате 
третий паретовский слой включается в решение Q2 задачи Z2 и, в соответствии с выражениями (2) и (3), 
является частью оптимального подмножества Q. 

Аналогичным образом осуществляется расчет величин Т3 и всех последующих Ti , а также анализ 
соответствующих им задач Zi. Затем последовательно рассматриваются паретовские слои с заданными 
значениями глубины недоминирования. При выполнении требуемых условий для величин Ti элементы 
указанных слоев являются как частью решений Qi задач Zi , так и частью оптимального подмножества Q. 
Анализ слоев продолжается до тех пор, пока для очередного паретовского слоя S оставшийся объем 
ранца Tост не будет меньше либо равен суммарному значению ресурса ti элементов всех паретовских 
слоев, соответствующих глубине недоминирования слоя S. В результате нарушится одно из условий 
утверждения 2, и элементы слоя S не смогут войти в формируемые допустимые подмножества W в со-
ответствующей задаче Zi + 1. Множество начальных данных Ni + 1 в ней представляет собой элементы 
всех оставшихся паретовских слоев, начиная с S. Для нахождения решения Qi + 1 задачи Zi + 1 необходимо 
реализовать переборный алгоритм построения всех ее допустимых подмножеств. Нахождение Qi + 1 
задачи Zi + 1, а следовательно, и оптимального подмножества Q требует разработки алгоритмов опреде-
ления множеств Wi , Xij для различных значений глубины недоминирования слоя S и последующих па-
ретовских слоев. Кроме того, на способ формирования множеств Wi, Xij влияет величина объема ран-
ца Tост . Следовательно, данная задача ввиду ее сложности нуждается в отдельном рассмотрении. Тогда 
оптимальное подмножество Q в задаче о ранце со множеством начальных данных N и объемом Т при ис-
пользовании предложенной двухкритериальной модели может быть представлено следующим образом:

  Q P Qj
j

i

i=
=

+
0

1 

,   (4)

где Pj  – набор первых паретовских  слоев, на которые разбивается множество N  во  введенном двух-
критериальном пространстве. Алгоритм нахождения структуры оптимального подмножества закончен. 

Структура допустимых подмножеств Wi теперь может быть представлена следующим образом:

W P Yi j
j

k

i=
= 0
 

,

где Yi – некоторое допустимое подмножество задачи Zi + 1, а i – их общее количество. 
В работе [4] показано, что оптимальное подмножество Q является объединением ряда подмножеств, 

каждое из которых принадлежит одному из первых паретовских слоев. Однако при этом не были пред-
ложены конкретные способы их нахождения. Исходя из выражения (4), данные подмножества могут 
представлять собой паретовские слои. 

Из  выражения  (4)  следует,  что  для  решения  первоначальной  задачи  о  ранце  требуется  решить  за-
дачу Zi +  1  с объемом ранца Tост и набором начальных данных Ni +  1. В частном случае эти две  задачи 
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могут совпадать. Пусть объем ранца и структура связей элементов первых паретовских слоев таковы, 
что утверждение 2 не выполняется для элементов множества Парето на множестве начальных данных N. 
Следовательно, ни один паретовский слой не может быть включен в выражение (4). В этом случае объе м 
ранца T равен величине Tост и множество начальных данных N совпадает со множеством Ni + 1, т. е. перво-
начальная задача о ранце и задача Zi + 1 имеют одинаковые решения. 

Элементы множества Парето в двухкритериальном пространстве предпочтений отвечают следую-
щему соотношению из теории многокритериальной оптимизации [5]: если упорядочить их по возрас-
танию предпочтения одного из критериев, то по второму критерию они будут следовать друг за дру-
гом по убыванию предпочтения. Тогда для построения во введенном двухкритериальном пространстве 
как множества Парето,  так и любого паретовского  слоя не  требуется применение переборных алго-
ритмов к элементам начального множества N. Для этого достаточно использовать только алгоритмы 
поиска в упорядоченных структурах данных. Указанное отличие двухкритериальных пространств от 
пространств с большей размерностью позволяет утверждать следующее: алгоритмы перебора при на-
хождении оптимального подмножества Q будут применяться лишь при определении множества Qi + 1, 
представляющего собой только некоторую часть оптимального подмножества Q.

Пусть  паретовские  слои,  которые  входят  в  выражение  (4),  существуют.  Тогда  чем меньше  вели-
чина Tост , тем большая часть оптимального подмножества Q не требует для своего формирования опе-
раций перебора элементов начального множества N. Покажем, что величина Tост зависит от значения 
глубины недоминирования паретовских слоев, которые вошли в выражение (4). Объем ранца Tост равен 
разности между объемом ранца Ti в задаче Zi и суммой ресурса ti элементов последнего паретовского 
слоя Pi , входящего в (4). Величина Ti по утверждению 2 зависит от глубины недоминирования этого 
слоя. Значение глубины недоминирования слоя и величина Ti находятся в прямо пропорциональной за-
висимости, а Ti и Tост – в обратно пропорциональной. 

Очевидно, что чем больше паретовских слоев войдет в оптимальное подмножество Q, тем меньше 
элементов начальных данных будет содержать множество Ni + 1. Тогда потребуется меньше операций 
перебора для формирования множества Qi + 1 при решении задачи Zi + 1. На основании предложенного 
алгоритма  число паретовских  слоев,  вошедших  в  (4),  определяется  следующим соотношением:  чем 
больше объем ранца T, тем большее количество паретовских слоев может войти в (4). Это означает, что 
число операций, необходимых для нахождения оптимального подмножества Q, зависит от заданного 
объема ранца Т и отношений между элементами паретовских слоев. Представление оптимального под-
множества Q в виде выражения (4), кроме определения соответствующих паретовских слоев, требует 
перехода к задаче о ранце Zi + 1. Ее множество начальных данных Ni + 1 представляет собой объединение 
элементов всех оставшихся паретовских слоев, начиная с S. При построении допустимых подмножеств 
задачи Zi + 1 сохраняется выбор очередных элементов из некоторых множеств Xij , содержащих элементы 
данных слоев. Это позволяет предположить, что может существовать паретовский слой, элементы кото-
рого, равно как и всех последующих слоев, не могут войти в решение Qi + 1. Значит, их можно исключить 
из рассмотрения при нахождении Q. Определение указанного слоя приведет к максимально возможному 
сокращению множества Ni + 1. Алгоритм поиска такого слоя требует отдельного изучения.

Заключение
В статье предложен алгоритм нахождения структуры оптимального подмножества в задаче о ранце на 

основе разработанной многокритериальной оптимизационной модели. Сформулировано понятие глубины 
недоминирования паретовского слоя. На его основе приняты условия, при выполнении которых оптималь-
ное подмножество Q включает в себя паретовские слои, построенные на множестве начальных данных N 
во введенном двухкритериальном пространстве. Определена структура оптимального подмножества, из 
которой следует, что алгоритм перебора элементов множества начальных данных будет использоваться 
при нахождении лишь части оптимального подмножества Q. Это может привести к уменьшению времени 
решения комбинаторной задачи. Реализация алгоритма определения паретовских слоев, которые вклю-
чаются в оптимальное подмножество, показывает следующее. Число операций, требуемых для нахожде-
ния структуры оптимального подмножества в задаче о ранце, зависит от объема ранца Т и структуры па-
ретовских слоев, на которые разбивается множество N во введенном двухкритериальном пространстве.
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