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Рассмотрены вопросы анализа дискретной системы методами уравнений моментов на примере систе- 

мы первого порядка. При анализе данной дискретной системы будем следовать структуре исследования 

непрерывной системы фазовой автоподстройки частоты. 
 

Введение 

Среди множества актуальных задач синте- 

Тогда основное соотношение между момен- 

тами примет вид: 

за систем с фазовым Составление и решение си- 

стемы уравнений моментов для дискретных си- 

стем, в принципе, не отличается от аналогичных 

действий в случае непрерывных систем. Одна- 

E {xn} = E 

n 

n 
 
 

k=0 

Ckξkfn−k(x)

) 

= 

ко в каждом конкретном случае исследуемой си- 

стемы процедуру составления системы уравне- 

ний моментов необходимо проводить заново, то- 

гда как для непрерывных систем уже получено 

основное соотношение между моментами для си- 

стемы, описываемой стохастическим дифферен- 

циальным уравнением произвольного порядка. 

Это и заставило ограничиться рассмотрением, в 

основном, непрерывных систем. Основные осо- 

бенности метода уравнений моментов проявля- 

ются здесь наиболее выпукло, так как они могут 

быть рассмотрены независимо от процедуры со- 

ставления системы уравнений моментов. Тем не 

менее, принципиальные вопросы анализа систем 

не зависят от того, дискретной или непрерыв- 

ной она является. Это же относится и к каче- 

ственным выводам о влиянии способов полино- 

миальной аппроксимации нелинейных характе- 

ристик на точность решения, получаемого мето- 

дом уравнений моментов. Разумеется, при этом 

появляются специфические особенности. На наш 

взгляд, они важны и интересны, но не носят 

принципиального характера. 

 
Основной раздел 

Рассмотрим вопросы анализа дискретной 

системы методами уравнений моментов на при- 

мере системы первого порядка. При анализе дан- 

ной дискретной системы будем следовать струк- 

туре исследования непрерывной системы фазо- 

вой автоподстройки частоты. 

Пусть дискретная система описывается 

уравнением 

= CkE[ξk]E[fn−k(x)] (1) 
k=0 

Основной интерес представляют системы урав- 

нений возможно меньшего порядка. Не трудно 

показать, что в рассматриваемом случае все мо- 

менты нечетного порядка E xn = 0.Поэтому 

можно ограничиться рассмотрением основных 

соотношений только между моментами четного 

порядка. Первые из упомянутых соотношений 

имеют вид: 

θ2 = E  f 2(x)   + a; 

θ4 = E  f 4(x)  + 6aE  f 2(x)  + 3a2; (2) 

θ6 = E f 6(x)  + 15aE  f 4(x)  + 

+45a2E   f 2(x)   + 15a3; (3) 

θ8 = E f 8(x)  + 28aE  f 6(x)  + 

+210a2E  f 4(x)   + 420a3E   f 2(x)   + 105a4.  (4) 

Здесь использовано выражение высших мо- 

ментов центрированного нормального распреде- 

ления величин ξ через второй центральный мо- 

мент (2). При этом речь идет не о нормализации 

(решения), а используется свойство распределе- 

ния помехи, которое по определению нормаль- 

ное. 

Для того чтобы рассматриваемая дискрет- 

ная система имела непосредственное отношение 

к рассмотренной ранее системе ФАПЧ первого 

порядка, исследуем случай, когда 

f (x) = x − F (x) =∼ 1/3!x3 − 1/5!x5. 

x+ = f (x) + ξ 

где x = x(t); x+ = f (x + 1);ξ = ξ(t);ξ ∼ N (0, σ); 

E{ξ2} = a; E{xξ} = 0;t = 0, 1, 2, .... 
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Как уже отмечалось, для получения системы 

уравнений моментов из основных соотношений 

между моментами необходимо представить все 

нелинейные функции, входящие в упомянутые 
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1/6iE x3i(1 − 1/20x2)i . 

  }   } 

  }   } 

  } 

соотношения, конечными отрезками степенных 

рядов. Если иметь в виду систематическое ис- 

пользование рядов Тейлора при исследовании си- 

стемы, то для получения полиномиальной ап- 

проксимации любой функции в произвольной 

степени достаточно располагать конечным от- 

резком ряда Тейлора только этой функции. Как 

и в непрерывном случае, ограничимся тремя чле- 

нами ряда Тейлора при разложении дискримина- 

ционной характеристики (4) (k < 4) и примерно 

таким же числом уравнений моментов. 

При ограничении двумя членами ряда Тей- 

лора (k = 2) в разложении дискриминацион- 

ной характеристики f (x) = 1/3!x3, E fi(x) = 
1/6iθ3i.Тогда уравнения (2) – (4) принимают вид: 

моментами выше шестого порядка придется пре- 

небречь. 

В этом случае система уравнений (2) – (4) 

с учетом выражений (9) – (10) примет вид си- 

стемы уравнений (7). Другими словами, решение 

получившейся системы уравнений моментов бу- 

дет иметь вид выражения (8). Это означает, что 

третий член разложения дискриминационной ха- 

рактеристики не может быть учтен при исполь- 

зовании только трех уравнений моментов. 

Применение метода уравнений моментов 

для анализа дискретных систем, в принципе, по- 

чти не отличается  от  применения  этого  мето- 

да для анализа непрерывных систем. При этом, 

правда, использовались только ряды Тейлора 

θ2 = 1/62θ6 + a; θ4 = 1/64θ12 + 1/6aθ6 + 3a2; (5) 
для полиномиальной аппроксимации всех нели- 

нейных зависимостей, входящих в основные со- 

θ6 = 1/66θ18 + 15/64aθ12 + 45/36a2θ6 + 15a3.  (6) 

Систематическое использование рядов Тей- 

лора предполагает отбрасывание высших момен- 

тов. Это означает, что из одного уравнения мо- 

ментов может быть определен только второй мо- 

мент θ2, из двух уравнений – два момента θ2 и 

θ4из трех – три и т.д. В условиях настоящего при- 

мера определение двух моментов θ2 и θ4 по двум 

уравнениям (5) не привносит ничего нового в по- 

лученный ранее результат (при k = 1, n = 1), так 

как в полном соответствии с изложенной выше 

методикой следует положитьθ6 = θ12 = 0. По- 

этому для получения следующего приближения 

(k = 2) рассмотрим три первых уравнения мо- 

ментов. При θ12 = θ18 = 0 они принимают вид 

θ2 = 1/62θ6 + a; θ4 = 1/6aθ6 + 3a2; 

θ6 = 45/36a2θ6 + 15a3. (7) 

Отсюда получим 
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отношения между моментами. 

Покажем, что сказанное относится и к ме- 

тоду нормализации. В этом случае моменты выс- 

ших порядков исследуемой координаты не от- 

брасываются, а выражаются через низшие мо- 

менты.. В нем рассмотрена последовательность 

примеров, некоторые из которых можно почти 

дословно повторить, чтобы проиллюстрировать 

применимость этого метода не только для непре- 

рывных, но для дискретных систем. 

Пусть дискриминационная характеристика 

представлена двумя членами ряда Тейлора, т.е. 

k = 2 Тогда уравнение (2) принимает вид урав- 

нения (5). Вместо отбрасывания момента θ6, как 

это делалось раньше, можно выразить этот мо- 

мент через момент второго порядка α некоторо- 

го распределения. В соответствии с выражением 

(2) положим θ6 = 5!!α3. Тогда уравнение примет 

вид θ2 = 1/62θ6 + a = 15/36α3 + a. 

Аналогично, при k = 3 получим 

θ2  = 1/62(θ6−1/10θ8)+a = 1/36(15α3−10, 5α4)+a. 
5a 

θ2 = a + 
12 − 15a2 

. (8) (11) 
Сравним  последние  выражения  с  анало- 

При учете трех членов ряда Тейлора (k = 
3)   f (x ) = 1/6x3(1  −} 1/20x2);   E    f i(x) = 

гичными выражениями для непрерывных си- 

стем. Продолжим аналогию и в части их ис- 

 
Отсюда следует: 

E  f 2(x)   = 1/62E   x6(1 − 1/20x2)2   = 

= 1/62(θ6 − 1/10θ8 + 1/400θ10) (9) 

E  f 4(x)   = 1/64E   x12(1 − 1/20x2)4   = 

= 1/64(θ12 − 1/5θ14 + 6/400θ16 − ...) (10) 

θ2 = α,получим, что второй центральный момент 

(дисперсия θ2)может быть найден из решения ал- 

гебраического уравнения четвертой степени, ко- 

торое следует из (11) при данном значении пара- 

метра α. 

Различия в применении метода уравнений 

моментов к непрерывным и дискретным систе- 

мам имеются только на этапе составления основ- 

E   f 6(x)   = 1/66(θ12 − ...); 

E 
  

f 8(x)
} 

= 1/68(θ24 − ...) 
 

 
Очевидно,  что    моменты    E   f 6(x)      и 

E f 8(x) являются линейными комбинациями 

моментов не ниже 18-го и 24-го порядков соот- 

ветственно. Если при анализе системы ограни- 

читься тремя уравнениями моментов, то всеми 

ных соотношений между моментами. Для дис- 

кретных систем они имеют более громоздкий 

вид, из-за чего без соответствующего программ- 

ного обеспечения вычисления могут быть дове- 

дены до конца только в случае систем невысоко- 

го порядка [1]. 
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пользования  для  анализа  системы.  Положив 


