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ЛИНЕЙНЫЕ АЛГЕБРЫ ЛИ НА ЧЕТЫРЕХМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

Исследование линейных групп Ли сопряжено, с одной стороны, с более общей задачей изуче-
ния произвольных линейных групп, с другой стороны, линейные группы Ли тесно связаны с алгеб-
раическими группами. Цель работы – описание с точностью до сопряженности подалгебр алгебры 
Ли (4, ).gl   Определены основные понятия: линейная алгебра Ли, разделяющая алгебра Ли, раз-
деляющая оболочка, автосопряжение, специальное автосопряжение, подалгебра Леви – Картана, 
линейный нильрадикал, подалгебра Мальцева. Приведен алгоритм классификации разделяющих 
алгебр Ли с данным линейным нильрадикалом, а именно: сначала строится нормализатор ниль-
потентной подалгебры, далее фиксируется некоторая подалгебра Мальцева нормализатора и стро-
ится разделяющая алгебра Ли, потом, с точностью до сопряженности, описываются подалгебры ал-
гебры Мальцева, являющиеся редуктивными, и выписываются разделяющие подалгебры. Затем ре-
шается задача классификации неразделяющих линейных алгебр Ли с данной разделяющей 
оболочкой. С применением этих алгоритмов проведено в явном виде описание линейных алгебр Ли 
на четырехмерном пространстве. Алгоритмы, приведенные в работе, могут быть компьютеризованы 
и использованы для решения аналогичных задач в больших размерностях. 
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LINEAR LIE ALGEBRAS IN FOUR-DIMENSIONAL SPACE 

The study of linear Lie groups is connected, on the one hand, with the more general problem of 
studying arbitrary linear groups, on the other hand, linear Lie groups are closely connected with algebraic 
groups. The purpose of the work is a description up to conjugacy of subalgebras of a Lie algebra (4, ).gl   
The basic concepts are defined – linear Lie algebra, dividing Lie algebra, dividing cover, auto-conjuga-
tion, special auto-conjugation, Levi – Cartan subalgebra, linear nilradical, Maltsev’s subalgebra. The 
classification algorithm for dividing Lie algebras with a given linear nilradical is presented, namely: first, 
the normalizer of the nilpotent subalgebra is constructed, then a certain Maltsev’s subalgebra of norma-
lizer is fixed and a dividing Lie algebra is constructed, then, up to conjugacy, the subalgebras of the 
Maltsev’s algebra that are reductive are described and written out dividing subalgebras. Then the problem 
of classifying non-dividing linear Lie algebras with a given dividing cover is solved. Using these algo-
rithms, an explicit description of linear Lie algebras on four-dimensional space is carried out. The algo-
rithms described in the work can be computerized and used to solve similar problems in large dimensions. 

Key words: nilpotent endomorphism, linear Lie group, Lie algebra, dividing Lie algebra. 

Введение. Исследование линейных групп 
Ли сопряжено с более общей задачей изучения 
произвольных линейных групп, о таких группах 
см., например, [1, 2]. Линейные группы Ли 
также тесно связаны с алгебраическими груп-
пами над полями .и  Подалгебры алгебры 
Ли (4, ),gl   состоящие из нильпотентных 
эндоморфизмов, описаны автором в работе [3]. 
Целью данной работы является описание любых 
подалгебр алгебр Ли (4, ),Pgl  где или ,P =    
с точностью до сопряженности. 

Основная часть. Пусть V  – фиксированное 
конечномерное векторное пространство над полем 
нулевой характеристики. Напомним, что подал-
гебры алгебры Ли ( )Vgl  называются линейными 
алгебрами Ли. Линейная алгебра Ли называется 
разделяющей, если она содержит полупростую 

и нильпотентную компоненты каждого своего 
элемента [4]. Разделяющей оболочкой линейной 
алгебры Ли g  называется минимальная разделя-
ющая линейная алгебра Ли, содержащая ,g  она 
обозначается как ( )e g  [4]. 

Группа ( )GL V  действует на алгебре Ли 
( )Vgl  при помощи ее автоморфизмов:  

1. = ,x x −ϕ ϕ⋅ ⋅ϕ  

где ( )GL Vϕ∈  и ( ).x V∈gl  Если n  – ниль-
потентный эндоморфизм пространства ,V  то 

(exp )( ) = (exp ) (exp( )) = (exp ).adn x n x n n x⋅ ⋅ −  

для всех ( ).x V∈gl  Если g  – линейная алгебра 
Ли (т. е. ( )),V⊂g gl  то элементы группы 

( ) = { ( ) | . = }A GL Vϕ∈ ϕg g g  
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назовем автосопряжениями линейной алгебры  
Ли g.  Если r  – радикал алгебры Ли ,g  то авто-
сопряжения вида exp ( [ , ])n n∈ g r  называются спе-
циальными. Они образуют подгруппу группы ( ).A g  

Пусть s  – подалгебра Леви алгебры Ли g  
и h  – подалгебра Картана алгебры Ли ( ).Zg s  
Подалгебра = ⊕q s h  называется подалгеброй 
Леви – Картана алгебры Ли g.  

Лемма 1. Пусть g  – линейная разделяющая 
алгебра Ли; M  – множество подалгебр алгебры 
Ли ,g  редуктивных в ( )Vgl  и дополнительных 
в g  к идеалу = ( ),Vn n g  и Q  – множество 
подалгебр Леви – Картана алгебры Ли g . Тогда: 

(i) Существует взаимно однозначное 
соответствие между множествами M  и .Q  

Если ;M∈m  = ⊕m s t  ( = [ , ]s m m  и t  – 
центр алгебры Ли ),m  то  

= ( )( )Z
Z
g

h t
s

 – 

подалгебра Картана алгебры Ли ( )Zg s  
и .Q⊕ ∈s h  

Если ;Q∈q  = ⊕q s h  и ( )ϕ h  – множество 
полупростых эндоморфизмов, лежащих в ,h  то 

( ) .M⊕ ϕ ∈s h  
(ii) Группа специальных автосопряжений 

алгебры Ли g  действует на множестве M  
транзитивно.  

Действительно, в случае (i) пусть M∈m  
и = ,⊕m s t  где s  – подалгебра Леви алгебры 
Ли g  и t  – максимальный элемент множества 
коммутативных подалгебр радикала r  алгебры 
Ли ,g  состоящих из полупростых эндомор-
физмов. Ясно, что ( ) ,Z ⊂g s r  так как 

= [ , ] ( ) = [ , ] ( );Z Z⊕ ⊕ ⊕g gg s g s s s r s  

= [ , ] ( ( ) )Z⊕ ∩gr s r s r  и 

dim ( ) = dim( ( ) )Z Z ∩g gs s r  и ( ).Z⊂ gt s  

Поэтому t  – максимальный элемент 
множества коммутативных подалгебр алгебры 
Ли ( ),Zg s  состоящих из полупростых эндо-
морфизмов. Подалгебра ( )Zg s  является раз-
деляющей и .Q⊕ ∈s h  

Обратно, пусть Q∈q  и = ,⊕q s h  где s  – 
подалгебра Леви алгебры Ли g  и h  – подалгебра 
Картана алгебры Ли ( ).Zg s  Подалгебра h  является 
разделяющей [4] и ( ) = [ ( ), ( )].Z Z Z+g g gs h s s  Если 

( )ϕ h  – множество полупростых эндоморфиз- 
мов, лежащих в ,h  то ( ) = ( ) ( ( )).VZ Zϕ ⊕g gs h n s   
Из того, что = ( ) [ , ] = ( )Z Z⊕ +g gr s s r s n  и 

( ( )) ,V Z ⊂gn s n  следует, что = ( ) .ϕ ⊕r h n  Итак, 
( )ϕ h  – максимальный элемент множества ком-

мутативных подалгебр радикала r  алгебры Ли ,g  
состоящих из полупростых эндоморфизмов, и 
[ , ( )] = {0}.ϕs h  Поэтому ( ) .M⊕ ϕ ∈s h  Построен-
ное соответствие будет взаимно однозначным. 

В случае (ii) группа специальных авто-
морфизмов алгебры Ли g  действует на мно-
жестве Q  транзитивно [4]. 

Напомним, что идеал = ( )Vn n g  называется 
линейным нильрадикалом разделяющей алгебры 
Ли ,g  а элементы множества M  – подалгебрами 
Мальцева разделяющей алгебры Ли .g  

Лемма 2. Пусть g  – линейная разделяющая 
алгебра Ли; n  – ее линейный нильрадикал и m  – 
ее подалгебра Мальцева. Тогда: 

(i) Если a  – подалгебра алгебры Ли ,g  ре-
дуктивная в ( ),Vgl  то существует специальное 
автосопряжение алгебры Ли ,g  переводящее a  
в некоторую подалгебру в .m   

(ii) m  является максимальным элементом 
множества подалгебр алгебры Ли ,g  редук-
тивных в ( ).Vgl  

Действительно, рассмотрим случай (i). Пусть 
= ,+b a n  тогда b  – разделяющая подалгебра [4]. 

Пересечение ∩a n  является нильпотентным 
идеалом алгебры Ли ,a  состоящим из ниль-
потентных эндоморфизмов. Из редуктивности a  в 

( )Vgl  следует = {0}∩a n  и = .⊕b a n  Поэтому 
отображение проектирования a  на m  парал-
лельно n  задает изоморфизм алгебр Ли a  и 

= .′ ∩a m b  Пусть x  – элемент центра редук-
тивной алгебры Ли a  и = ,x y z+  где y ∈m  и 

.z ∈ n  Тогда x  – полупростой эндоморфизм; и 
если мы докажем, что y  также является полу-
простым эндоморфизмом, то тем самым мы до-
кажем редуктивность подалгебры ′a  в ( ).Vgl  
Действительно, элемент x  и, следовательно, 
элемент y  лежат в радикале алгебры Ли ,b  ко-
торый является разделяющей подалгеброй. 
Подалгебра m  также является разделяющей [4]. 
Поэтому нильпотентная компонента элемента y  
лежит в ( ) = = {0}.V ∩ ∩n b m n m  Итак, a  и ′a  – 
подалгебры Мальцева разделяющей алгебры Ли .b  
Следовательно, a  переводится в ′a  при помощи 
некоторого специального автосопряжения алге-
бры Ли ,b  которое автоматически является спе-
циальным автосопряжением алгебры Ли .g  

Утверждение (ii) является непосредствен-
ным следствием утверждения (i). 

Лемма 3. Если h  – подалгебра алгебры Ли ,g  
содержащая ее коммутант = [ , ],g g g  то подал-
гебры +h m  и +h n  являются разделяющими. 

Действительно, пусть x∈ +h m  и =x s n+  – 
разложение Жордана эндоморфизма x. Мы дока-
зали, что существует такое специальное авто-
сопряжение f  алгебры Ли ,g  что .f s ∈m.  Из 
того, что . ,f s s s∈ + ⊂ +g h  следует .s ∈ +h m  
Поэтому подалгебра +h m  является разделяющей. 

Пусть ' = +h h n  и = '.′ ∩m m h  Из того, что h  
является идеалом алгебры Ли ,g  следует, что 

′m  является идеалом алгебры Ли .m  Если t  – 
центр алгебры Ли ,m  то ′ ∩m t  является радика-
лом алгебры Ли ,′m  состоящим из полупростых 



44 Ëèíåéíûå àëãåáðû Ëè íà ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2020 

эндоморфизмов. Поэтому подалгебры ′m  
и ' = ′ ⊕h m n  являются разделяющими.  

Лемма 4. Пусть g  – линейная разделяющая 
алгебра Ли, n  – ее линейный нильрадикал и m  – 
ее подалгебра Мальцева. Если подалгебры 1m  
и 2m  алгебры Ли m  сопряжены при помощи 
группы ( ),A g  то они сопряжены посредством 
группы ( , ) = ( ) ( ).A A A∩g m g m  

Действительно, пусть ( )Aϕ∈ g  и 1 2. = .ϕm m  
Тогда 2 . .⊂ ϕm m  Ренее было показано, что 
существует такое ,x∈n  что (exp ).( . ) = .x ϕm m  
Поскольку 2 2 2(exp ). = exp ( ) ,x adx ⊂ ⊕m m m n  то 

2(exp ).x ⊂m  2( ) =⊕ ∩m n m 2.m  Следовательно, 
(exp ) ( , )x A⋅ ϕ∈ g m  и 1 2((exp ) ). = .x ⋅ ϕ m m  

Зафиксируем некоторую линейную алгебру 
Ли ,n  состоящую из нильпотентных эндо-
морфизмов. Нормализатор ( )N n  подалгебры n  
в ( )Vgl  является разделяющей подалгеброй. 
Зафиксируем некоторую подалгебру Мальце-
ва m  алгебры Ли ( )N n и положим = .⊕g m n  
Ясно, что g  является разделяющей алгеброй 
Ли, n  – ее линейным нильрадикалом и m  – ее 
подалгеброй Мальцева. Все разделяющие ал-
гебры Ли указанного вида сопряжены алгебре 
Ли ,g  так как специальные автосопряжения 
алгебры Ли ( )N n  сохраняют идеал .n  

Утверждение 1. (i) Любая разделяющая 
алгебра Ли с линейным нильрадикалом n  сопря-
жена некоторой разделяющей алгебре Ли g  с 
подалгеброй Мальцева = .∩m g m  

(ii) Пусть 1m  и 2m  – подалгебры алгебры 
Ли ,m  редуктивные в ( ).Vgl  Тогда для того, 
чтобы алгебра Ли 1 1= ⊕g m n  была сопряжена 
алгебре Ли 2 2= ,⊕g m n  необходимо и доста-
точно, чтобы подалгебра 1m  переводилась в 
подалгебру 2m  при помощи группы ( , ).A g m  

Рассмотрим случай (i). Пусть 'g  – разделяющая 
алгебра Ли с линейным нильрадикалом n  и 
подалгеброй Мальцева .′m  Тогда существует такое 
специальное самосопряжение f  алгебры Ли 

( ),N n  что . .f ′ ⊂m m  Из того, что . = ,f n n  
следует, что = . 'f ⊂g g g  и = . = .f ′ ∩m m g m  

В случае (ii) пусть ( )GL Vϕ∈  и 1 2. = ,ϕ g g  
тогда . =ϕ n n  и найдется такое 2( ),Aψ ∈ g  
что 1 2.( . ) = .ψ ϕm m  Ясно, что ( ( ), ),A Nψ ⋅ ϕ∈ n n  

1 2( ). =ψ ⋅ ϕ g g  и 1 2( ). = .ψ ⋅ ϕ m m  Повторяя рас-
суждения, приведенные выше, выбираем такое 

( ( )),Vx N∈n n  что ((exp ) ). = ,x ⋅ ψ ⋅ ϕ m m  и заме-
чаем, что 2 2(exp ). = ,x m m  (exp ). = ,x n n  
(exp ) ( , )x A⋅ ψ ⋅ ϕ∈ g m  и 1 2((exp ) ). .x ⋅ ψ ⋅ ϕ =m m  

Итак, алгоритм классификации разделяю-
щих алгебр Ли с данным линейным нильра-
дикалом n  выглядит следующим образом: 

– строится нормализатор ( )N n  подалгебры n  
в ( );Vgl  

– фиксируется некоторая подалгебра Маль-
цева m  алгебры Ли ( )N n  и строится разделя-
ющая алгебра Ли = ;⊕g m n  

– с точностью до сопряженности относительно 
группы ( , )A g m  описываются подалгебры αm  ал-
гебры Ли ,m  редуктивные в ( ),Vgl  и выписы-
ваются разделяющие подалгебры = .α α ⊕g m n  

Утверждение 2. Пусть g  – линейная раз-
деляющая алгебра Ли; n  – ее линейный ниль-
радикал; m  – ее подалгебра Мальцева и h  – не-
которая подалгебра алгебры Ли .g  Тогда для 
того, чтобы ( ) = ,e h g  необходимо и доста-
точно, чтобы выполнялись следующие условия:
1. ; 2. = ; 3. = .⊂ + +g h h m g h n g  

Действительно, покажем необходимость. 
Если = ( ),eg h  то выполняется условие 1, а подал-
гебры +h m  и +h n  являются разделяющими. 
Поэтому выполняются условия 2 и 3. 

Достаточность. Предположим, что выполнены 
условия 1–3. Пусть 'n  – линейный нильрадикал 
алгебры Ли ( ).e h  Ясно, что ( )e ⊂h g  и ( ) = .e +h n g  
Поэтому ;′ ⊂m g  [ ', ] ( ) 'e⊂ ∩ ⊂ ∩ ⊂n m g n h n n  
(так как ( )e ∩h n  является нильпотентным 
идеалом в ( ),e h  состоящим из нильпотентных 
эндоморфизмов) и [ ', ] = [ ' ( )] [ ', ] '.e + ⊂n g n h n n n  
Следовательно, ' ⊂n n  и ' = ( ) .e ∩n h n  Пусть ′m  – 
подалгебра Мальцева алгебры Ли ( ),e h  тогда 
dim = dim′m m  и = {0}′ ∩m n  (поскольку 

′ ∩m n  является нильпотентным идеалом в ,′m  
состоящим из нильпотентных эндоморфизмов). 
Следовательно, ′m  является подалгеброй Маль-
цева алгебры Ли .g  Пусть x  – такой нильпо-
тентный эндоморфизм из ,g  что (exp ). = .x ′m m  
Тогда ,x ∈h  (exp ). ( ) = ( )x e eh h  и ( ).e⊂m h  Из ус-
ловия 2 следует, что = ( ) = ( ).e e+g h m h  

Пусть = /a g g  и :p →g a  – каноническая 
сюръекция. Группа ( )A g  естественным об-
разом действует в пространстве .a  При этом 
ограничение этого действия на подгруппу спе-
циальных автосопряжений алгебры Ли g  
тривиально. 

Следствие. (i) Существует взаимно одно-
значное соответствие между множеством 
подалгебр h  алгебры Ли ,g  для которых 

( ) = ,e h g  и множеством подпространств U  
пространства ,a  для которых ( ) =U p+ m a  
и ( ) = .U p+ n a  При этом соответствии 

1( ); ( ).p U p U− h h  
(ii) Если 1h  и 2h  – такие подалгебры алгебры 

Ли ,g  что 1( ) =e h g  и 2( ) = ,e h g  то подалгебры 
1h  и 2h  сопряжены друг другу тогда и только 
тогда, когда соответствующие им под-
пространства 1( )p h  и 2( )p h  сопряжены друг 
другу относительно действия группы ( , ).A g m  

Действительно, первое утверждение очевидно. 
Если ( )GL Vϕ∈  и 1 2. = ,ϕh h  то ( ).Aϕ∈ g  Осталось 
заметить, что = (exp( ))xϕ − ⋅ ψ  для некоторого 
нильпотентного эндоморфизма 1 2x∈ ⊂ ∩g h h  
(такого, что (exp ).( . ) = )x ϕm m  и ( , ).Aψ ∈ g m  

Итак, задача классификации неразделяющих 
линейных алгебр Ли с разделяющей оболочкой g  
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сводится к классификации подпространств 
,U ⊂ a  таких, что ,U ≠ a  ( ) =U p+ m a  и 
( ) = ,U p+ n a  с точностью до сопряженности от-

носительно действия группы ( , ).A g m  
Замечание. Если t  – центр алгебры Ли ,m  

то ( ) = ( ).p pm t  Из этого, в частности, сле-
дует, что = ( ) ( ).p p⊕a t n  

Утверждение 3. Пусть g  – линейная алгебра 
Ли, L  – множество подалгебр алгебры Ли ,g  
редуктивных в ( ),Vgl  и M  – множество ма-
ксимальных элементов в множестве .L  Тогда 
группа специальных автосопряжений алгебры Ли g  
действует на множестве M  транзитивно. 

Действительно, пусть m  – подалгебра Маль-
цева разделяющей алгебры Ли ( );e g  = [ , ]s m m  и  
t  – центр алгебры Ли ,m  тогда [ ( ), ( )] ,e e⊂ ⊂s g g g  

= ( )∩ ⊕ ∩g m s g t  и ∩g t  является радикалом 
алгебры Ли ,∩g m  состоящим из полупростых 
эндоморфизмов. Следовательно, .L∩ ∈g m  Если 

M′∩ ⊂ ∈g m m  и 1m  – подалгебра Мальцева 
алгебры Ли ( ),e g  содержащая ,′m  то из равенств 

( ) =e g ,+g m  1( ) =e +g g m  и 1dim = dimm m  сле-
дует dim( ) =∩g m 1dim( )∩g m  и =∩g m  

1= M∩ ∈g m  (так как 1′∩ ⊂ ⊂g m m m  и 
1)′ ⊂ ∩m g m . Обратно, если M′∈m  и m  – 

подалгебра Мальцева алгебры Ли ( ),e g  
содержащая ,′m  то = .′ ∩m g m  

Пусть s  – подалгебра Леви и r  – радикал ал-
гебры Ли ,g  тогда ( )e r  является разрешимым идеа-
лом алгебры Ли ( )e g  и ( ) = ( ( )) =e e e⊕g s r ( ),e⊕s r
т. е. ( )e r  является радикалом алгебры Ли ( ).e g  
Следовательно, нильпотентные радикалы алгебр Ли 
g  и ( )e g  совпадают. Осталось заметить, что группа 
специальных автосопряжений алгебры Ли g  сов-
падает с группой специальных автосопряжений 
алгебры Ли ( ),e g  которая транзитивно действует на 
множестве подалгебр Мальцева алгебры Ли ( ).e g  

Проиллюстрируем вышесказанное на при-
мере. Пусть (4, )⊂n gl   – подалгебра, состо-
ящая из нильпотентных элементов: 

0

0 0 0
= , , .

0 0 0

0 0 0 0

y x z

x
x y z

y

 − 
  
   ∈       

n   

В качестве примера приведем класси-
фикацию подалгебр в (4, ),gl   для которых 
линейный нильрадикал разделяющей оболочки 
совпадает с .n  Имеем 

2

0

( ) = .0

0 0 0

, , , , , , , , ,

u v w p q

x u y r

N z x u s

v

x y z u v w p q r s

 + 
  +    − + 
  −  
 ∈ 

n



 

Как нетрудно проверить, подалгебра  

2 0 0 0

0 0

= 0 0

0 0 0

, , , ,

u v

x u y

z x u

v

x y z u v

 + 
  +    − + 
  −  
 ∈ 

m



 

редуктивна в (4, )gl   и дополнительна в ( )N n  
к ( ( )).V Nn n  Таким образом, она является подал-
геброй Мальцева алгебры Ли ( ).N n  При этом 
алгебра Ли = ⊕g m n  имеет вид 

2

0

= .0

0 0 0

, , , , , , ,

u v w p q

x u y p

z x u w

v

x y z u v w p q

 + − 
  +    − + 
  −  
 ∈ 

g



 

Группа ( , )A g m  изоморфна *(2, )GL ×   и  

*
1

det( ) 0 0
(2, ),

( , ) = 0 0 .

0 0

A a
A GL

A A
a

a−

 ⋅ 
∈  

   ∈  
  

g m


  

Алгебра Ли m  изоморфна 2(2, ) .⊕ sl  
Группа ( , )A g m  действует сопряжением элемен-
тами из (2, )GL   на компоненту (2, )sl   и три-
виальна на 2.  

Описывая все подалгебры ,⊂m m  редук-
тивные в (4, ),sl   получаем, что искомые раз-
деляющие подалгебры = ⊕g m n  сопряжены 
одной и только одной из следующих: 

1. 

0

0 0 0
.

0 0 0

0 0 0 0

x y z

y

x

− 
 
 
 
 
 
 

 

2. 
0 0 0

.
0 0 0

0 0 0

x y z u

z

y

x

− 
 
 
 
 
 − 

 

3. 

(2 )

0 0
.

0 0

0 0 0

x y z u

x z

x y

x

+ λ − 
 
 
 
  −λ 
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4. 

(2 )

0 (1 ) 0
.

0 0 ( 1 )

0 0 0

x y z u

x z

x y

x

λ + μ − 
 + λ 
 − + λ
 −μ 

 

5. 

(2 )

0 0
.

0 0

0 0 0

x y z u v

x y u

x y z

x y

λ + + μ − 
 + 
 − +
 −λ − μ 

 

6. 

2

0 (1 ) 0
.

0 0 ( 1 )

0 0 0

x y z u v

x u

x z

y

λ + − 
 + λ 
 − + λ
 

− 

 

7. 

2

0 0
.

0 0

0 0 0

x y z u v

x u

x z

y

+ − 
 
 
 
 

− 

 

8. 

2

0 0
.

0 0

0 0 0

y z u v w

x y v

x y u

z

+ − 
 + 
 − +
 

− 

 

9. 

0

0
.

0

0 0 0 0

u v w

x y v

z x u

− 
 
 
 −
 
 

 

10. 

(2 )

0
.

0

0 0 0

u v w p

x u y w

z x u v

u

+ λ − 
 + 
 − +
 

−λ 

 

11. 
0

.
0

0 0 0

u v w p

x y w

z x v

u

− 
 
 
 −
 

− 

 

12. 

2

0

0

0 0 0

u v w p q

x u y p

z x u w

v

+ − 
 + 
 − +
 

− 

. 

Замечание. Отношение сопряженности 
подалгебр является отношением эквивалентности 
на множестве параметров λ  и .μ  Это отноше-
ние эквивалентности имеет вид: для подалгебры 
под номером 4 – ( , ) ( , ),λ μ −λ −μ  под номе- 
ром 5 – ( , ) ( , ),λ μ −λ μ  под номером 6 – .λ −λ  

Перейдем к классификации неразделяющих 
подалгебр h  с данной разделяющей оболочкой 

= ⊕g m n  из перечисленных выше. Для этого 
требуется описать такие собственные под-
пространства U  в = / ,a g g  что ( ) =U p+ n  

( ) = ,U p= + m a  с точностью до группы ( , )A g m  
(следствие утверждения 2). 

Заметим, что для подалгебры под номером 1 
имеем ( ) = 0,p m  а для подалгебр под номерами 2, 
6–12 выполняется условие ,⊂n g  т. е. ( ) = 0.p n  
Таким образом, для подалгебр с указанными 
номерами не существует неразделяющих подал-
гебр с данной разделяющей оболочкой. 

В качестве примера рассмотрим разделя-
ющую подалгебру под номером 3. Если 1,λ ≠ −  
то ⊂n g  и ( ) = 0.p n  Следовательно, достаточ-
но ограничиться случаем, когда = 1.λ −  Тогда 

0 0 0

0 0 0 0
=

0 0 0 0

0 0 0 0

x

x

  
  
   ∈       

g   

и выберем в a  базис 1 2 3{ , , },v v v  где  

1 2 3

0

0 0
= ,

0 0

0 0 0

, , .

x z y

x y
xv yv zv

x z

x

x y z

− 
 
 + + +
 
 
 

∈

g
 

Тогда 1( ) = ,p v m  2 3( ) = , .p v v n  
Нетрудно проверить, что 

1

*

2

det( )

0

0 0( , ) = .

(2, ), ,

, ,

tA a B d

A C

aA

A GL a

B C d

−

  ⋅
  
  
    
 

∈ ∈ 
 ∈ ∈ 

 
 

g m  

В выбранном базисе 1 2 3{ , , }v v v  пространст-
ва a  действие группы ( , )A g m  индуцирует сле-
дующую группу преобразований:  

*1 0
(2, ), .

0
A GL a

a A

   ∈ ∈  ⋅   
   
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Условие ( ) =U p+ m a  означает, что 
dim = 2,U  а условие ( ) =U p+ n a  влечет 
dim ( ) = 1.U p∩ n   

При действии группы ( , )A g m  всякое такое 

подпространство U  сопряжено подпространст-
ву вида 2 1 3, .v v v +   Соответствующая подал-

гебра 1= ( ):p U−h  

0 0
= , , .

0 0

0 0 0

x x y z

x y
x y z

x x

x

 − 
  
   ∈       

h 

 

Случаи 4 и 5 рассматриваются аналогично. 
Окончательно получаем, что все искомые 

неразделяющие подалгебры h  сопряжены одной 
и только одной из следующих подалгебр: 

3.1. 
0 0

.
0 0

0 0 0

x x y z

x y

x x

x

− 
 
 
 
 
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4.1. 

(1 )

0 (1 ) 0
.

0 0 ( 1 )

0 0 0 ( 1 )

x x y z

x y

x x

x

+ λ − 
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+ λ 
 − + λ 
 − + λ 

 

5.1.

(1 )

0 (1 ) 0
.

0 0 ( 1)

0 0 0 ( 1)

x y y z u

x y z

x y y

x y

+λ + − 
 +λ + 
 λ− +
 

λ− + 

 

5.2. 
0 0

.
0 0

0 0 0

x y y z u

x y z

x y y

x y

+ − 
 + 
 −
 

− 

 

Аналогичным образом могут быть рас-
смотрены все оставшиеся случаи и получена 
классификация подалгебр в (4, ).gl   

Заключение. Приведен алгоритм классифи-
кации разделяющих алгебр Ли с данным линей-
ным нильрадикалом, а именно: сначала строится 
нормализатор нильпотентной подалгебры, далее 
фиксируется некоторая подалгебра Мальцева 
нормализатора и строится разделяющая алгебра 
Ли, потом, с точностью до сопряженности, опи-
сываются подалгебры алгебры Мальцева, являю-
щиеся редуктивными, и выписываются разделя-
ющие подалгебры. Затем решается задача клас-
сификации неразделяющих линейных алгебр Ли 
с данной разделяющей оболочкой. С примене-
нием этих алгоритмов описаны с точностью до 
сопряженности подалгебры алгебры Ли (4, ).gl   
Алгоритмы, приведенные в работе, могут быть 
компьютеризованы и использованы для решения 
аналогичных задач в больших размерностях. 
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