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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ëîêàëèçàöèè ñïåöèàëüíûõ ïðîãðàììèðóåìûõ óñòðîéñòâ ✭ñåíñîðîâ✮ â óçëàõ äâó✲

íàïðàâëåííîé ñåòè äëÿ ñáîðà✱ îáðàáîòêè✱ àíàëèçà èíôîðìàöèè î ôóíêöèè ïîòîêà â öåëÿõ îöåíêè ïîòîêà

â òîé ÷àñòè ñåòè✱ êîòîðàÿ íåïîñðåäñòâåííî íå íàáëþäàåòñÿ✳ ➬àäà÷à ìèíèìèçàöèè ðàçìåðà ìíîæåñòâà

îáîçðåâàåìûõ óçëîâ ✭îïòèìàëüíîå ðåøåíèå✮ îòíîñèòñÿ ê êëàññó ◆P✲ïîëíûõ çàäà÷✳ Ðàññìàòðèâàåòñÿ çà✲

äà÷à ïîèñêà ïðèåìëåìîãî ÷èñëà îáîçðåâàåìûõ óçëîâ ✭ñóáîïòèìàëüíîå ðåøåíèå✮✳

➶âåäåíèå

Ðàññìàòðèâàåòñÿ àêòóàëüíàÿ çàäà÷à ðàñ✲
ïîëîæåíèÿ ñïåöèàëüíûõ ïðîãðàììèðóåìûõ
óñòðîéñòâ ✭ñåíñîðîâ✮ â óçëàõ äâóíàïðàâëåííîé
ñåòè äëÿ ñáîðà èíôîðìàöèè î ôóíêöèè ïîòîêà ñ
öåëüþ îöåíêè îäíîðîäíîãî ïîòîêà â ñåòè✳ ➬àäà÷à
ìèíèìèçàöèè ðàçìåðà ìíîæåñòâà îáîçðåâàåìûõ
óçëîâ✱ â êîòîðûõ ëîêàëèçîâàíû ñåíñîðû ❬✶✱✷❪✱
ïîòðåáóåò îãðîìíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò✱
ïîñêîëüêó ýòà çàäà÷à ïðèíàäëåæèò êëàññó ◆P✲
ïîëíûõ çàäà÷ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè ❬✸❪✳ ➘ëÿ
óñòàíîâëåíèÿ ïîëíîé íàáëþäàåìîñòè ñåòè îòíî✲
ñèòåëüíî áîëüøîé ðàçìåðíîñòè îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïîèñê ïðèåìëåìîãî ÷èñëà óçëîâ ✭ñóáîïòèìàëüíîå
ðåøåíèå✮✳ Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå ñòðàòå✲
ãèé èäåíòèôèêàöèè ðàñïîëîæåíèÿ ñïåöèàëüíûõ
ïðîãðàììèðóåìûõ óñòðîéñòâ ✭ñåíñîðîâ✮ â óçëàõ
ñåòè äëÿ ñáîðà✱ îáðàáîòêè✱ àíàëèçà èíôîðìàöèè
î ôóíêöèè ïîòîêà â öåëÿõ îöåíêè äóãîâûõ ïîòî✲
êîâ â òîé ÷àñòè ñåòè✱ êîòîðàÿ íåïîñðåäñòâåííî íå
íàáëþäàåòñÿ✳ ➶ êà÷åñòâå ìîäåëè ïîòîêîâîé ñåòè
ñ ëîêàëèçàöèåé ñïåöèàëüíûõ ïðîãðàììèðóåìûõ
óñòðîéñòâ ✭ñåíñîðîâ✮ â óçëàõ äâóíàïðàâëåííîé
ñåòè èñïîëüçóåòñÿ ðàçðåæåííàÿ íåäîîïðåäåëåí✲
íàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå✲
íèé✳ Ñôîðìèðóåì ðàçðåæåííóþ ñèñòåìó ñïåöè✲
àëüíîãî âèäà íà îñíîâå àïðèîðíîé èíôîðìàöèè
îò ñåíñîðîâ✱ óñòàíîâëåííûõ â îáîçðåâàåìûõ óç✲
ëàõ ñåòè ❬✹❪✳

■✳ ❒îäåëü äâóíàïðàâëåííîé ñåòè ñ
ëîêàëèçàöèåé ñåíñîðîâ â óçëàõ

➘ëÿ êàæäîãî óçëà i ∈ I êîíå÷íîãî✱ ñâÿç✲
íîãî✱ îðèåíòèðîâàííîãî äâóíàïðàâëåííîãî ãðà✲
ôà G = (I, U) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ
ïîòîêà

∑

j∈I+
i
(U)

xi,j −
∑

j∈I−

i
(U)

xj,i =

{
xi, i ∈ I∗,
0, i ∈ I \ I∗,

(1)
ãäå x = (xi,j , (i, j) ∈ U ; xi, i ∈ I∗) ✕ âåêòîð íåèç✲
âåñòíûõ äóãîâûõ è âíåøíèõ ïîòîêîâ✳

➘ëÿ êàæäîé äóãè (i, j) ∈ U èçâåñòíî ÷èñëåí✲
íîå çíà÷åíèå pi,j ∈ (0, 1]✱ êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ äîëåé

îáùåãî ïîòîêà✱ èñõîäÿùåãî èç óçëà i ∈ I✿

xi,j = pi,j
∑

j∈I+
i
(U)

xi,j ,
∑

j∈I+
i
(U)

pi,j = 1.
(2)

Óçëû i ∈ M ñåòè G✱ â êîòîðûõ ðàç✲
ìåùåíû ñïåöèàëüíûå ïðîãðàììèðóåìûå óñòðîé✲
ñòâà✭ñåíñîðû✮ ✕ îáîçðåâàåìûå óçëû✱ M ⊆ I✳ ➘ó✲
ãà (i, j) ✕ êàíîíè÷åñêàÿ äóãà óçëà i✱ åñëè pi,j ̸= 0✱
j ∈ I+i (U)✱ i ∈ I✳ ➘ëÿ äâóíàïðàâëåííîãî ãðàôà
G ïðè óñëîâèè pi,j ∈ (0, 1], (i, j) ∈ U ñóùåñòâóåò
êàíîíè÷åñêàÿ äóãà (i, k), k ∈ I+i (U) ñ íåíóëåâûì
äóãîâûì ïîòîêîì xi,k äëÿ êàæäîãî óçëà i ∈ I✳

➶ ðåçóëüòàòå ðàçìåùåíèÿ ñåíñîðîâ â îáîçðå✲
âàåìûõ óçëàõ M ⊂ I ãðàôà G èçâåñòíà ñëåäóþ✲
ùàÿ èíôîðìàöèÿ î ôóíêöèè ïîòîêà✿

❼ ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ fi,j ✱ fj,i äóãîâûõ ïîòî✲
êîâ ñîîòâåòñòâåííî äëÿ èñõîäÿùèõ è âõî✲
äÿùèõ äóã êàæäîãî îáîçðåâàåìîãî óçëà i ∈
M ✿

xi,j = fi,j , j ∈ I+i (U),

xj, i = fj, i, j ∈ I−i (U), i ∈M, (3)

❼ ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ âíåøíåãî ïîòîêà fi â
óçëàõ i ∈M ⋂

I∗ ̸= ∅✿

xi = fi, i ∈M
⋂
I∗. (4)

❼ ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ äóãîâûõ ïîòîêîâ✱ ïî✲
ëó÷åííûå ïîñðåäñòâîì èçâåñòíîé èíôîðìà✲
öèè✱ ïîëó÷åííîé îò ñåíñîðîâ✿

xi,j = βi,jfi,ki
, j ∈ I+i (U)\{ki},

βi,j =
pi,j
pi,ki

, |I+i (U)| > 1; (5)

βi,j = pi,ki
= 1, |I+i (U)| = 1.

■■✳ ❮åíàáëþäàåìàÿ ÷àñòü ñåòè

Ïîñòðîèì ãðàô G = (I, U) ✕ íåíàáëþäàå✲
ìóþ ÷àñòü ãðàôà G✳ Óäàëèì èç ãðàôà G äóãè è
óçëû✱ äëÿ êîòîðûõ èçâåñòíû ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ
✭✸✮ ✕ ✭✺✮✳ Ñèñòåìà äëÿ âû÷èñëåíèÿ íåèçâåñòíûõ
äóãîâûõ ïîòîêîâ ãðàôà G = (I, U) ïðèìåò âèä✿

∑

j∈I+
i
(U)

xi,j−
∑

j∈I−

i
(U)

xj,i =

{
xi + bi, i ∈ I∗,
bi, i ∈ I \ I∗,

(6)

✶✺✽



xi,j = βi,jxi,ki
, j ∈ I+i (U)\{k},

βi,j =
pi,j
pi,ki

, |I+i (U)| > 1;

ãäå bi, i ∈ I ✕ êîíñòàíòû✱ ïîëó÷åííûå íà îñíîâà✲
íèè àïðèîðíîé èíôîðìàöèè ✭✸✮ ✕ ✭✺✮✳

➹ðàô G = (I, U) ✕ íåíàáëþäàåìàÿ ÷àñòü
ãðàôà G = (I, U) ✕ ìîæåò áûòü íåñâÿçíûì✳ ❮åêî✲
òîðûå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà G ìîãóò íå
ñîäåðæàòü óçëîâ èç ìíîæåñòâà I

∗
ñ íåíóëåâûì

âíåøíèì ïîòîêîì✳ ➶ ýòîì ñëó÷àå áàçèñíûé ãðàô
ÿâëÿåòñÿ îñòîâíûì äåðåâîì✳ ➘ëÿ äðóãèõ êîì✲
ïîíåíò ñâÿçíîñòè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå I

∗ ̸= ∅ è
áàçèñíûé ãðàô ✕ ëåñ äåðåâüåâ✱ ñî ñïåöèàëüíû✲
ìè ñâîéñòâàìè✳

■■■✳ Óñëîâèÿ ïîëíîé íàáëþäàåìîñòè
ñåòè

Ðàçðåæåííàÿ ñèñòåìà ✭✻✮ ìîæåò áûòü îäíî✲
ãî èç ñëåäóþùèõ òèïîâ✿

❼ íåäîîïðåäåëåííàÿ

❼ ïåðåîïðåäåëåííàÿ

❼ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

❰ñíîâíûå âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû ïî
îïðåäåëåíèþ òèïà ñèñòåìû ✭✻✮ ✭ÿâëÿåòñÿ íåäî✲
îïðåäåëåííîé✱ ïåðåîïðåäåëåííîé èëè èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå✮ îòíîñÿòñÿ ê âû÷èñëåíèþ
ðàíãà ìàòðèöû ñèñòåìû ✭✻✮✳

Òåîðåìà ✶✳ ➴ñëè äëÿ ìíîæåñòâà îáîçðåâà✲
åìûõ óçëîâ M ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû (6) ðàâåí
÷èñëó åå íåèçâåñòíûõ✱ òî ñèñòåìà èìååò åäèí✲
ñòâåííîå ðåøåíèå✳

Òåîðåìà ✷✳ Ïóñòü A ✕ ìàòðèöà èíöè✲
äåíòíîñòè ñâÿçíîãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G✳
Ñòðîêè óñå÷åííîé ìàòðèöû Ã✱ îáðàçîâàííîé
óäàëåíèåì ëþáîé ñòðîêè ìàòðèöû A✱ ëèíåéíî
íåçàâèñèìû✳

Òåîðåìà ✸✳ Ïóñòü G ✕ ñâÿçíûé îðèåíòè✲
ðîâàííûé äâóíàïðàâëåííûé ãðàô ñ ôóíêöèåé ïî✲
òîêà ✭✶✮✱ ñîäåðæàùèé k = |I∗| óçëîâ ñ âíåøíèì
ïîòîêîì xi✱ k ̸= 0✳ ➮çâåñòíû êîýôôèöèåíòû
pi,j , (i, j) ∈ U ðàçáèåíèÿ ïîòîêà✳ ➘ëÿ îïðåäåëå✲
íèÿ ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé äóãîâûõ ïîòîêîâ âñåãî
ãðàôà äîñòàòî÷íî ðàçìåñòèòü k = |I∗| ñåíñîðîâ
â óçëàõ ìíîæåñòâà I∗✳ ❬✹❪

➶åðõíÿÿ ãðàíèöà h èíòåðâàëà [h, h]✱ ãäå
h = 1, h = |I|✱ èçìåíåíèÿ êîëè÷åñòâà îáîçðå✲
âàåìûõ óçëîâ ãðàôà G = (I, U) ñóáîïòèìàëü✲
íîãî ðåøåíèÿ óìåíüøåíà äî çíà÷åíèÿ h = |I∗|✱
I∗ ̸= ∅✳ Óñòàíîâêà ñïåöèàëüíûõ ïðîãðàììèðóå✲
ìûõ óñòðîéñòâ✭ñåíñîðîâ✮ â óçëû ìíîæåñòâà I∗

ãàðàíòèðóåò ïîëíóþ íàáëþäàåìîñòü ñåòè G✳
Ýôôåêòèâíûé ìåòîä äåêîìïîçèöèè îäíî✲

ðîäíîãî ïîòîêà ðàçðàáîòàí â ❬✺✱ ✻❪✳

Ïîäìíîæåñòâî M ⊆ I∗ îáîçðåâàåìûõ óçëîâ
ñåòè G ✕ t✲îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è èäåíòè✲
ôèêàöèè ñåíñîðíîé êîíôèãóðàöèè✱ |M | ∈ [h, h ]✱
h = 1✱ h = |I∗|✱ åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ✿
|xi| ≥ t, i ∈ I∗✱ xi = 0, i ∈ I\I∗✱ t ∈ [ t, t ] è ñèñòåìà
✭✻✮ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå✳ ➘ëÿ çàäàííîãî
âíåøíåãî ïîòîêà t✱ |xi| ≥ t, i ∈ I∗ íàéòè ïîä✲
ìíîæåñòâî M ⊆ I∗ îáîçðåâàåìûõ óçëîâ ãðàôà
G✱ |M | ∈ [1, |I∗|]✱ |M | ≤ |I∗|✱ òàêîå✱ ÷òî ñèñòåìà
✭✻✮ äëÿ ãðàôà G = (I, U) ✕ íåíàáëþäàåìîé ÷à✲
ñòè ãðàôà G èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ✭ïîë✲
íàÿ íàáëþäàåìîñòü ñåòè G✮✳

➘ëÿ äàëüíåéøåãî óìåíüøåíèÿ ÷èñëà |I∗|
îáîçðåâàåìûõ óçëîâ è ïîñòðîåíèÿ ñåíñîðíîé
êîíôèãóðàöèè ìíîæåñòâà óçëîâ M ⊆ I∗ t✲
îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ äëÿ çàäàííîãî ïîðîãà èí✲
òåíñèâíîñòè t ïðèìåíÿþòñÿ ñòðàòåãèè ñëó÷àéíî✲
ãî ïîèñêà ÷èñëà |M |✱ ïðèíàäëåæàùåãî èíòåðâàëó
[h, h]✱ ãäå h = 1, h = |I∗|✳

➬àêëþ÷åíèå

➮ññëåäîâàíû ñâîéñòâà ñèñòåì ñ ðàçëè÷íû✲
ìè òèïàìè ðàçðåæåííîñòè✱ êîòîðûå âîçíèêàþò
ïðè ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíûõ è ñóáîïòèìàëüíûõ
✭t✕îïòèìàëüíûõ✮ ðåøåíèé çàäà÷è îöåíêè îäíî✲
ðîäíîãî ïîòîêà â ñåòè✳ ➶ ñèíòåçå ñ ñîâðåìåííû✲
ìè èííîâàöèîííûìè òåõíîëîãèÿìè ðàçðåæåííî✲
ãî ìàòðè÷íîãî àíàëèçà✱ òåîðèè ãðàôîâ✱ òåîðåòè✲
÷åñêîé èíôîðìàòèêè ñîçäàíû ýôôåêòèâíûå ÷èñ✲
ëåííûå ìåòîäû äåêîìïîçèöèè✳ Ïîëó÷åíû óñëî✲
âèÿ ïîëíîé íàáëþäàåìîñòè îäíîðîäíîãî ïîòîêà
äëÿ ñëó÷àÿ ëîêàëèçàöèè ñïåöèàëüíûõ ïðîãðàì✲
ìèðóåìûõ óñòðîéñòâ ✭ñåíñîðîâ✮ â óçëàõ äâóíà✲
ïðàâëåííîé ñåòè✳
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✹✳ Ïèëèï÷óê ❐✳ ➚✳ ➮äåíòèôèêàöèÿ ñåíñîðíîé êîíôè✲
ãóðàöèè è óïðàâëåíèå ïîòîêàìè ✴ Ïèëèï÷óê ❐✳ ➚✳✱
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➷óðíàë ➪åëîðóññêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòå✲
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✻✳ Ïèëèï÷óê✱ ❐✳ ➚✳ Ðàçðåæåííûå íåäîîïðåäåëåííûå
ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ✴
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