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Ïîëÿ÷îê ➴✳ ❮✳
✃àôåäðà êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé è ñèñòåì✱ Ó❰ ➽➪åëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò➾

❒èíñê✱ Ðåñïóáëèêà ➪åëàðóñü

❊✲♠❛✐❧✿ ❛rs③♣✶✵❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà ðàçðàáîòêè àëãîðèòìè÷åñêèõ✱ ñòðóêòóðíûõ è òåõíîëîãè÷åñêèõ ðåøåíèé çà✲

äà÷è î êðàò÷àéøèõ ïóòÿõ èç çàäàííîãî óçëà â äîñòèæèìûå óçëû îðãðàôà è èññëåäîâàíèå îñîáåííîñòåé

÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ìåòîäîâ✳ ➚ëãîðèòìû ➘åéêñòðû è ➪åëëìàíà✲Ôîðäà îñíîâàíû íà ïðèìåíåíèè ïðèíöè✲

ïà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ✳ ➘ëÿ áàçèñíîãî ìåòîäà ïîñòðîåíû ñòðóêòóðíûå è àëãîðèòìè÷åñêèå

ðåøåíèÿ çàäà÷è î êðàò÷àéøèõ ïóòÿõ ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóõ òåõíîëîãèé õðàíåíèÿ ñòîèìîñòåé äóã ãðàôà✳

➶âåäåíèå

➚êòóàëüíûì íàïðàâëåíèåì íàó÷íûõ è ïðè✲
êëàäíûõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå àëãî✲
ðèòìè÷åñêîé òåîðèè ãðàôîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷
î êðàò÷àéøèõ ïóòÿõ â îðãðàôàõ✳ ➮ññëåäîâàíèå
è ñîçäàíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è èõ ðåàëèçà✲
öèé áàçèðóåòñÿ íà äâóõ ïîäõîäàõ✿ ✶✮ ïðèìåíå✲
íèå ïðèíöèïà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
è ✷✮ èñïîëüçîâàíèå êîðíåâûõ äåðåâüåâ äëÿ ïðåä✲
ñòàâëåíèÿ è ïðåîáðàçîâàíèÿ áàçèñíîãî ìíîæå✲
ñòâà äóã✳ ➶ ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ àëãîðèòìè✲
÷åñêèå✱ ñòðóêòóðíûå è òåõíîëîãè÷åñêèå ðåøåíèÿ
çàäà÷ î êðàò÷àéøèõ ïóòÿõ â îðèåíòèðîâàííûõ
ãðàôàõ è ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå èõ ýôôåêòèâ✲
íîñòè✳

■✳ ➮íäåêñíûå è áàçèñíûå ìåòîäû

➶ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññàõ èíäåêñíûõ àë✲
ãîðèòìîâ ✭➘åéêñòðû✱ ➪åëëìàíà✲Ôîðäà✮ ïîñòðî✲
åíèå êðàò÷àéøåãî ïóòè èç íà÷àëüíîãî óçëà s â
äîñòèæèìûé óçåë j ãðàôà G = (V,E) îñíîâà✲
íî íà ïðèìåíåíèè ïðèíöèïà äèíàìè÷åñêîãî ïðî✲
ãðàììèðîâàíèÿ✳ ❮à êàæäîé èòåðàöèè âûïîëíÿ✲
åòñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ➪åëëìàíà✿

Bj = min
i∈V −

j
(E)
{Bi + ci,j}, j ̸= s, j ∈ V, ✭✶✮

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Bs = 0✱ ãäå Bj ✕ äëèíà
êðàò÷àéøåãî ïóòè èç íà÷àëüíîãî óçëà s â óçåë j
ãðàôà✱ V −

j (E) ✕ ìíîæåñòâî óçëîâ ãðàôà✱ èç êî✲
òîðûõ èñõîäÿò äóãè✱ âõîäÿùèå â óçåë j✳

❰ïîðíûå ✭áàçèñíûå✮ ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ
êðàò÷àéøèõ ïóòåé îñíîâàíû íà èññëåäîâàíèè
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ❬✶❪✱ ñòðóêòóðíûõ ñâîéñòâ
áàçèñîâ✱ ïðåäñòàâëåííûõ ñ ïîìîùüþ êîðíåâûõ
äåðåâüåâ✱ òåõíîëîãèè ïðåîáðàçîâàíèÿ äîïóñòè✲
ìûõ ðåøåíèé íà èòåðàöèÿõ ïîèñêà êðàò÷àéøèõ
ïóòåé èç íà÷àëüíîãî óçëà s â äîñòèæèìûå óçëû
ãðàôà G✳

■■✳ Ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâ è òåõíîëîãèè

ðåàëèçàöèè

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ïîèñêà äó✲
ãè✱ íà êîòîðîé íàðóøàþòñÿ óñëîâèÿ îïòèìàëü✲
íîñòè ❬✶❪✿ à✮ ïðîñìîòð äóã â ïðîèçâîëüíîì ïî✲
ðÿäêå✱ ïîêà íå âñòðåòèòñÿ äóãà✱ ñâèäåòåëüñòâó✲
þùàÿ î íàðóøåíèè óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè òå✲
êóùåãî îïîðíîãî ïîòîêà❀ á✮ ïðîñìîòð äóã ïîêà
íå âñòðåòèòñÿ äóãà✱ ñâèäåòåëüñòâóþùàÿ î ìèíè✲
ìàëüíîé îöåíêå íàðóøåíèÿ óñëîâèé îïòèìàëüíî✲
ñòè❀ â✮ õðàíåíèå äóã â êîëüöåâîì ñïèñêå✳ ✃àæ✲
äûé ðàç✱ êîãäà òðåáóåòñÿ íàéòè äóãó✱ íà êîòî✲
ðîé íàðóøàþòñÿ óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè✱ åå ïî✲
èñê íà÷èíàåòñÿ ñ äóãè✱ ñëåäóþùåé çà òîé✱ íà êî✲
òîðîé òàêîé ïîèñê îñòàíîâèëñÿ íà ïðåäûäóùåì
øàãå àëãîðèòìà✳ ➴ñëè íà î÷åðåäíîì øàãå àëãî✲
ðèòìà ïðè ïîèñêå áûëî ïðîéäåíî m = |E| äóã✱
òî àëãîðèòì çàâåðøàåòñÿ✱ òàê êàê òåêóùèé îïîð✲
íûé ïîòîê ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì✳ Ýòîò ñïîñîá
ïîèñêà äóãè ãðàôà ñ íàðóøåíèåì óñëîâèé îïòè✲
ìàëüíîñòè äàåò ëó÷øèå âðåìåííûå õàðàêòåðè✲
ñòèêè✳

➶ ïàìÿòè êîìïüþòåðà ñòîèìîñòè äóã ìî✲
ãóò õðàíèòüñÿ â ñïèñêå èíöèäåíòíîñòè ãðàôà
G ✭óçåë✱ äóãà✱ ñòîèìîñòü äóãè✮✳ ➴ñëè èç óçëà
èñõîäèò k äóã✱ òî ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ïîèñ✲
êà ñòîèìîñòè äóãè ñîñòàâëÿåò O(k) îïåðàöèé â
õóäøåì ñëó÷àå ❬✷❪✳ ❒îæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ õåø✲
òàáëèöåé✱ ãäå êëþ÷îì ÿâëÿåòñÿ äóãà✱ à çíà÷åíèåì
åå ñòîèìîñòü✳ Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ïîèñêà çíà✲
÷åíèÿ â õåø✲òàáëèöå ïî êëþ÷ó ñîñòàâëÿåò O(1) è
O(n) îïåðàöèé â ñðåäíåì è õóäøåì ñëó÷àÿõ ñî✲
îòâåòñòâåííî✳

➶ ❬✸❪ ïîëó÷åí ðåçóëüòàò✱ ïîçâîëÿþùèé âîñ✲
ñòàíîâèòü ïîòîêè ïî äóãàì îïòèìàëüíîãî êîðíå✲
âîãî äåðåâà✳

■■■✳ ➹åíåðàöèÿ ãðàôîâ

➘ëÿ ãåíåðàöèè àöèêëè÷åñêèõ îðèåíòèðî✲
âàííûõ ãðàôîâ✱ íå ñîäåðæàùèõ îðèåíòèðîâàí✲
íûõ öèêëîâ✱ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ çàðàíåå
îïðåäåëåííûì òîïîëîãè÷åñêèì ïîðÿäêîì ãðàôà✱
íàïðèìåð✱ òîïîëîãè÷åñêèì ïîðÿäêîì 1, 2, . . . , n✱

✶✻✵



ãäå n ✕ êîëè÷åñòâî óçëîâ ãåíåðèðóåìîãî ãðàôà✳
Ïðè íåîáõîäèìîñòè ãåíåðàöèè ãðàôà✱ â êîòîðîì
íå âñå óçëû äîñòèæèìû èç íà÷àëüíîãî óçëà✱ íà
âõîä àëãîðèòìà òàêæå äîëæíî ïîñòóïàòü êîëè÷å✲
ñòâî äóã ãåíåðèðóåìîãî ãðàôà✳ Ïîêà êîëè÷åñòâî
äóã ïðè ãåíåðàöèè íå äîñòèãíåò æåëàåìîãî çíà✲
÷åíèÿ✱ ãåíåðèðóþòñÿ äâà ñëó÷àéíûõ öåëûõ ÷èñëà
èç èíòåðâàëå [1, n] ✕ óçëû è ñòîèìîñòü ãåíåðèðó✲
åìîé äóãè✳ ➶ ìíîæåñòâî äóã ãðàôà äîáàâëÿåòñÿ
íîâàÿ äóãà â çàâèñèìîñòè îò ïîðÿäêà ñëåäîâàíèÿ
ýòèõ äâóõ óçëîâ â òîïîëîãè÷åñêîì ïîðÿäêå✱ åñëè
òàêàÿ äóãà íå ïðèíàäëåæèò ãðàôó✳ Ïóñòü ñãåíå✲
ðèðîâàíû äâà óçëà u è v✳ ➴ñëè óçåë v ñëåäóåò
ïîñëå óçëà u â òîïîëîãè÷åñêîì ïîðÿäêå ãåíåðè✲
ðóåìîãî ãðàôà✱ òî â ãðàô ìîæíî äîáàâèòü äóãó
(u, v)✱ èíà÷å (v, u)✳ ❮à÷àëüíûì óçëîì äëÿ ïîèñ✲
êà êðàò÷àéøèõ ïóòåé â ïîëó÷åííîì ãðàôå ìîæíî
ïîëîæèòü ëþáîé èç óçëîâ✳

Òàêèì îáðàçîì✱ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå
êîëè÷åñòâî ñãåíåðèðîâàííûõ äóã ðàâíî (n−1)/2✱
òàê êàê ïåðâûé óçåë òîïîëîãè÷åñêîãî ïîðÿäêà
ìîæíî ñîåäèíèòü íå áîëåå ÷åì ñ n − 1 óçëîì✱
âòîðîé óçåë ✕ ñ n − 2 óçëàìè✱ è òàê äàëåå✳ Ïðè
ãåíåðàöèè ãðàôà✱ â êîòîðîì âñå óçëû äîñòèæè✲
ìû èç íà÷àëüíîãî óçëà íà êàæäîì øàãå ïîñëå
ãåíåðàöèè î÷åðåäíîé äóãè è åå ñòîèìîñòè íóæíî
ïðîâåðÿòü ñóùåñòâîâàíèå óçëîâ â ãåíåðèðóåìîì
ãðàôå✱ íå äîñòèæèìûõ èç íà÷àëüíîãî óçëà✳ ➴ñ✲
ëè ñóùåñòâóþò✱ òî ãåíåðàöèþ äóã íóæíî ïðîäîë✲
æèòü✳

■❱✳ ➶ðåìåííûå õàðàêòåðèñòèêè

Ðåàëèçîâàíû äâà âàðèàíòà áàçèñíîãî àëãî✲
ðèòìà✱ ðàçëè÷àþùèåñÿ ñïîñîáîì õðàíåíèÿ ñòîè✲
ìîñòåé äóã ãðàôà✿ õðàíåíèå ñòîèìîñòåé äóã âíóò✲
ðè ñïèñêîâ èíöèäåíòíîñòè ✭àëãîðèòì ➚✶✮ è õðà✲
íåíèå ñòîèìîñòåé äóã â õåø✲òàáëèöå ✭àëãîðèòì
➚✷✮✳ ➶ðåìåííûå õàðàêòåðèñòèêè â ñåêóíäàõ äëÿ
ãðàôîâ✱ â êîòîðûõ äîñòèæèìû âñå óçëû èç íà✲
÷àëüíîãî óçëà ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå ✶✳

Òàáëèöà ✶ ✕ ➶ðåìåííûå õàðàêòåðèñòèêè àëãîðèòìîâ
➚✶ è ➚✷

|V | |E| t✱ ➚✶ t✱ ➚✷ t1/t2
✶✵✵ ✹ ✾✺✵ ✵✳✶✵✽✷ ✵✳✵✸✷✺ ✸✳✸✸

✷✵✵ ✶✾ ✾✵✵ ✵✳✹✺✽✼ ✵✳✶✸✺✺ ✸✳✸✾

✸✵✵ ✹✹ ✽✺✵ ✶✳✶✼✽✵ ✵✳✷✹✽✾ ✹✳✼✸

✹✵✵ ✼✾ ✽✵✵ ✷✳✷✾✶✾ ✵✳✹✺✶✷ ✺✳✵✽

✺✵✵ ✶✷✹ ✼✺✵ ✹✳✸✷✵✼ ✵✳✻✻✻✶ ✻✳✹✾

✼✺✵ ✷✽✵ ✼✽✺ ✶✸✳✻✽✸✶ ✶✳✹✵✷✶ ✾✳✼✻

✶ ✵✵✵ ✹✾✾ ✺✵✵ ✸✶✳✼✹✵✵ ✷✳✺✺✸✶ ✶✷✳✹✸

➮ñõîäÿ èç äàííûõ òàáëèöû ÿâíî ïðîñëå✲
æèâàåòñÿ òîò ôàêò✱ ÷òî âðåìÿ ðàáîòû áàçèñ✲
íîãî àëãîðèòìà ñ õðàíåíèåì ñòîèìîñòåé äóã â
ñïèñêàõ èíöèäåíòíîñòè ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåð✲
íîñòåé ãðàôà ðàñòåò ãîðàçäî áûñòðåå✱ ÷åì ïðè
èñïîëüçîâàíèè õåø✲òàáëèöû✳ Ñëåäîâàòåëüíî✱ â
äàëüíåéøèõ ýêñïåðèìåíòàõ✱ äëÿ õðàíåíèÿ ñòîè✲
ìîñòåé äóã èñïîëüçóåòñÿ õåø✲òàáëèöà✳

➶ ðàáîòå ðåàëèçîâàíû äâà àëãîðèòìà ïîèñ✲
êà êðàò÷àéøèõ ïóòåé â ãðàôå✿ àëãîðèòì ➘åéêñò✲
ðû è àëãîðèòì ➪åëëìàíà✲Ôîðäà✳ Ñðàâíåíèå âðå✲

ìåííûõ õàðàêòåðèñòèê ýòèõ àëãîðèòìîâ ïðèâå✲
äåíû â òàáëèöå ✷✳

Òàáëèöà ✷ ✕ ➶ðåìåííûå õàðàêòåðèñòèêè àëãîðèòìîâ
➪åëëìàíà✲Ôîðäà ✭➶✶✮✱ áàçèñíîãî ìåòîäà ✭➶✷✮ è

àëãîðèòìà ➘åéêñòðû ✭➶✸✮✳

|V | |E| ➶ðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìîâ✱ ñ

➶✶ ➶✷ ➶✸

✶✵✵ ✹ ✾✺✵ ✵✳✵✻✼✶ ✵✳✵✸✷✺ ✵✳✵✵✵✽

✷✵✵ ✶✾ ✾✵✵ ✵✳✶✾✹✷ ✵✳✶✸✺✺ ✵✳✵✵✸✺

✸✵✵ ✹✹ ✽✺✵ ✵✳✷✻✾✼ ✵✳✷✹✽✾ ✵✳✵✵✼✽

✹✵✵ ✼✾ ✽✵✵ ✵✳✺✷✷✷ ✵✳✹✺✶✷ ✵✳✵✶✹✽

✺✵✵ ✶✷✹ ✼✺✵ ✶✳✸✽✻✷ ✵✳✻✻✻✶ ✵✳✵✷✸✷

✼✺✵ ✷✽✵ ✽✼✺ ✹✳✷✵✺✼ ✶✳✹✵✷✶ ✵✳✵✺✵✾

✶ ✵✵✵ ✹✾✾ ✺✵✵ ✼✳✻✻✻✺ ✷✳✺✺✸✶ ✵✳✵✾✸✷

➶ ýêñïåðèìåíòàõ èñïîëüçîâàëàñü ðåàëèçà✲
öèÿ àëãîðèòìà ➘åéêñòðû ñ èñïîëüçîâàíèåì êó✲
÷è Ôèáîíà÷÷è✳ ❰äíàêî äëÿ àëãîðèòìà ➘åéêñòðû
ñòîèìîñòè äóã äîëæíû áûòü ïîëîæèòåëüíûìè✱
äëÿ àëãîðèòìîâ ➪åëëìàíà✲Ôîðäà è áàçèñíîãî ìå✲
òîäà ñòîèìîñòè ìîãóò áûòü ëþáîãî çíàêà✳

➶ òàáëèöå ✸ ïðèâåäåíî îòíîøåíèå âðåìåí
ðàáîòû àëãîðèòìà ➪åëëìàíà✲Ôîðäà ê áàçèñíîìó
ìåòîäó✳

Òàáëèöà ✸ ✕ ❰òíîøåíèå âðåìåíè t1 ðàáîòû
àëãîðèòìà ➪åëëìàíà✲Ôîðäà ✭➶✶✮ è t2 ✕ áàçèñíîãî

àëãîðèòìà ✭➶✷✮

|V | |E| t1✱ ñ t2✱ ñ t1/t2
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➬àêëþ÷åíèå

Ðàçðàáîòàí ãåíåðàòîð ñâÿçíûõ îðèåíòèðî✲
âàííûõ àöèêëè÷åñêèõ ãðàôîâ✳ Ðåàëèçîâàí áàçèñ✲
íûé ìåòîä ïîèñêà êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç íà÷àëü✲
íîãî óçëà â äîñòèæèìûå óçëû ñ èñïîëüçîâàíèåì
äâóõ òåõíîëîãèé õðàíåíèÿ ñòîèìîñòè äóã ãðàôà
è ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå åãî áûñòðîäåéñòâèÿ✳ ➶û✲
ïîëíåíî ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå ýôôåêòèâíîñòè
òðåõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ î êðàò÷àéøèõ ïóòÿõ
â îðèåíòèðîâàííûõ àöèêëè÷åñêèõ ãðàôàõ✳

✶✳ Ïèëèï÷óê✱ ❐✳➚✳ ❰ïòèìàëüíûå ïóòè✿ àëãîðèòìè÷å✲
ñêèå✱ ñòðóêòóðíûå è òåõíîëîãè÷åñêèå ðåøåíèÿ ✴ ❐✳➚✳
Ïèëèï÷óê✱ ➚✳Ñ✳ Ïèëèï÷óê✱ ➴✳❮✳ Ïîëÿ÷îê ✴✴ ➶åñí✐ê
➹ðîäçåíñêàãà äçÿðæà➨íàãà ➨í✐âåðñ✐òýòà ✐ìÿ ßíê✐ ✃ó✲
ïàëû✳ Ñåðûÿ ✷✳ ❒àòýìàòûêà✳ Ô✐ç✐êà✳ ■íôàðìàòûêà✱
âûë✐÷àëüíàÿòýõí✐êà ✐ ê✐ðàâàííå✳ ✕ Ò✳ ✶✵✳ ➑✸✳ ✕ ✷✵✷✵✳
✕ Ñ✳ ✶✹✸✕✶✺✶✳

✷✳ ➱åíñåí✱ Ï✳ Ïîòîêîâîå ïðîãðàììèðîâàíèå✳ Ïåð✳ ñ àí✲
ãë✳ ✴ Ï✳ ➱åíñåí✱ ➘✳ ➪àðíåñ✳ ✕ ❒✳ ✿ Ðàäèî è ñâÿçü✱
✶✾✽✹✳ ✕ ✸✾✷ ñ✳

✸✳ Ïèëèï÷óê ❐✳➚✳ ❰ ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ è òåõíîëîãèÿõ
ïîñòðîåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé ✴ ➚✳Ñ✳ Ïèëèï÷óê✱ ➴✳❮✳
Ïîëÿ÷îê✱ ➚✳Ý✳ ❐îáêî✱ ➘✳➚✳ Øêóðñêèé ✴✴ ❒àòåðèà✲
ëû ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ➽➮íôîð✲
ìàöèîííûå òåõíîëîãèè è ñèñòåìû ✷✵✷✵ ✭➮ÒÑ ✷✵✷✵✮ ❂
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