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Öåãåëüíèê ➶✳ ➶✳
✃àôåäðà âûñøåé ìàòåìàòèêè✱

➪åëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èíôîðìàòèêè è ðàäèîýëåêòîðîíèêè

❒èíñê✱ Ðåñïóáëèêà ➪åëàðóñü

❊✲♠❛✐❧✿ ts❡❣✈✈❅❜s✉✐r✳❜②

➮ññëåäîâàí õàðàêòåð âîçìîæíûõ ïîäâèæíûõ îñîáûõ òî÷åê ðåøåíèé ñåìåéñòâà òðåõìåðíûõ ïÿòèýëå✲

ìåíòíûõ äèññèïàòèâíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ õàîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì✳ Ïîêàçàíî✱ ÷òî íè îäíà èç

äåâÿòè ñèñòåì äàííîãî ñåìåéñòâà íå ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé Ïåíëåâå ✲òèïà✳

➶âåäåíèå

Ïîñòðîåíèå êàê ìîæíî áîëåå ïðîñòîé õàîòè✲
÷åñêîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ èíòåðåñíîé è çíà÷èìîé
òåìîé â èçó÷åíèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì✱ à òàêæå
ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé â áåçîïàñíîé ñâÿçè è
øèðîêîïîëîñíîé ãåíåðàöèè ñèãíàëîâ✳ ❰ñíîâûâà✲
ÿñü íà êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ ❬✶✱ ✷❪✱ Ñïðîòò ❬✸✱ ✹❪
ïîñòðîèë ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðî✲
âàíèÿ ðÿä ïðîñòûõ àâòîíîìíûõ äèôôåðåíöèàëü✲
íûõ óðàâíåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ íåñêîëüêèìè
êâàäðàòè÷íûìè íåëèíåéíîñòÿìè è ïîêàçàë✱ ÷òî
îíè îáëàäàþò õàîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì✳ Ðàáîòû
Ñïðîòòà ñòàâÿò âîïðîñ✱ íàñêîëüêî ïðîñòîé ìî✲
æåò áûòü òðåõìåðíàÿ àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà íåïðå✲
ðûâíîãî âðåìåíè✱ åñëè îíà õàîòè÷íà✳ ❰òâåò íà
äàííûé âîïðîñ áûë ÷àñòè÷íî äàí â ðàáîòàõ ❬✺✱
✻❪✳ ➶ ❬✺❪ áûëî ïîêàçàíî✱ ÷òî âñå äèññèïàòèâíûå
òðåõìåðíûå àâòîíîìíûå êâàäðàòè÷íûå ñèñòåìû
ñ îáùèì ÷èñëîì ÷ëåíîâ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ðàâíûì
✹✱ íåõàîòè÷íû✳ ➚íàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ êîí✲
ñåðâàòèâíûõ ñèñòåì ✭çà èñêëþ÷åíèåì îäíîé✮ áûë
ïîëó÷åí â ❬✻❪✳

➶ ðàáîòå ❬✼❪ èññëåäîâàíû êà÷åñòâåííûå
ñâîéñòâà ðåøåíèé êëàññà òðåõìåðíûõ ïÿòèýëå✲
ìåíòíûõ äèññèïàòèâíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ
îäíîé êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ✳ ➮ñïîëüçóÿ
òàêæå ñèñòåìàòè÷åñêèé êîìïüþòåðíûé ïîèñê â
❬✼❪ áûëî óñòàíîâëåíî íàëè÷èå õàîñà ✭â ÷àñòíîñòè✱
ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ✮ â ñèñòåìàõ äèôôåðåíöè✲
àëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = y2 − x+Az, ẏ = x, ż = y, (1)

ẋ = yz − x+Ay, ẏ = z, ż = x, (2)

ẋ = y2 +Az, ẏ = x− y, ż = y, (3)

ẋ = yz +Az, ẏ = x− y, ż = x, (4)

ẋ = yz +Az, ẏ = x− y, ż = y, (5)

ẋ = −x+ y +A, ẏ = xz, ż = y, (6)

ẋ = yz − x, ẏ = z +A, ż = x, (7)

ẋ = −x+ z, ẏ = x+A, ż = xy, (8)

ẋ = −x+ z, ẏ = z +A, ż = xy (9)

ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà A✳ ✃àæ✲
äàÿ èç ñèñòåì ✭✶✮✕✭✾✮ ÿâëÿåòñÿ äèññèïàòèâíîé✳

■✳ Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå õà✲
ðàêòåðà âîçìîæíûõ ïîäâèæíûõ îñîáûõ òî÷åê
✭ò✳å✳ òî÷åê✱ ïîëîæåíèå êîòîðûõ çàâèñèò îò íà✲
÷àëüíûõ óñëîâèé✮ ðåøåíèé ñèñòåì ✭✶✮✕✭✾✮ ñ íåèç✲
âåñòíûìè ôóíêöèÿìè x✱ y✱ z â ïðåäïîëîæåíèè✱
÷òî íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ t ÿâëÿåòñÿ êîì✲
ïëåêñíîé✳

Ñèñòåìû ✭óðàâíåíèÿ✮✱ îáùèå ðåøåíèÿ êîòî✲
ðûõ íå èìåþò ïîäâèæíûõ êðèòè÷åñêèõ îñîáûõ
òî÷åê✱ íàçûâàþò ñèñòåìàìè ✭óðàâíåíèÿìè✮ Ïåí✲
ëåâå ✲òèïà èëè P ✲òèïà✳

■■✳ ➚ëãîðèòì

➘ëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è èñïîëü✲
çîâàí òåñò Ïåíëåâå ❬✽❪✱ ïðåäñòàâëÿþùèé íàáîð
óñëîâèé✱ íåîáõîäèìûõ äëÿ îòñóòñòâèÿ ó îáùåãî
ðåøåíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ïîäâèæíûõ êðèòè÷åñêèõ îñîáûõ òî÷åê ✭ñâîé✲
ñòâî Ïåíëåâå✮✳ Òåñò ❬✽❪ ïðèìåíÿåòñÿ ê ñèñòåìàì
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé✱ ïðåäñòàâëåííûõ
â âèäå

x′i ·Qi(x1, x2, ..., xn, τ) = Pi(x1, x2, ..., xn), i = 1, n.
(10)

➬äåñü τ = t−t0✱ t0 ✖ ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îáëàñòè
G ⊂ C✱ à Pi✱ Qi ✖ ïîëèíîìû îò x1✱ x2, ...✱ xn ñ
àíàëèòè÷åñêèìè ïî τ êîýôôèöèåíòàìè❀ ′ = d

dτ ✳
Òåñò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîå âû✲
ïîëíåíèå ñëåäóþùèõ øàãîâ✳

Ïåðâûé øàã✳ ❰ïðåäåëÿþòñÿ íàèìåíüøèå
âîçìîæíûå ñòåïåíè ïåðåìåííîé τ â ôîðìàëü✲
íûõ ðàçëîæåíèÿõ i✲õ êîìïîíåíò ðåøåíèÿ ñèñòå✲
ìû óðàâíåíèé ✭✶✵✮ âèäà

xi =

∞∑

j=0

cijτ
j−pi , i = 1, n. (11)

➘ëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàð (c0, p)✱ c0 =
(c10, c20, ..., cn0)✱ p = (p1, p2, ..., pn) â ñèñòåìó
✭✶✵✮ ïîäñòàâëÿþòñÿ âûðàæåíèÿ ✭✶✶✮✳ ➴ñëè íå
âñå ci0 = 0 è ïîëó÷åííûå pi ∈ N✱ òî ïåðâûé øàã
ïðîéäåí è àíàëèç ñèñòåìû ìîæåò áûòü ïðîäîë✲
æåí✳

✶✻✻



➶òîðîé øàã✳ ❰í ñâÿçàí ñ îòûñêàíèåì èí✲
äåêñîâ Ôóêñà äëÿ êàæäîé ïàðû (c0, p)✳ ➮íäåê✲
ñàìè Ôóêñà èëè ðåçîíàíñàìè íàçûâàþòñÿ íîìå✲
ðà jr êîýôôèöèåíòîâ cij â ðàçëîæåíèÿõ i✲õ êîì✲
ïîíåíò ðåøåíèÿ ✭✶✶✮✱ äëÿ êîòîðûõ êîýôôèöèåí✲
òû cijr ñîäåðæàò ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð✳ ➮í✲
äåêñû Ôóêñà îïðåäåëÿþòñÿ ïîäñòàíîâêîé âûðà✲
æåíèé xi ∼ ci0τ−pi + βiτ

r−pi (i = 1, n) â âåäóùèå
÷ëåíû óðàâíåíèé ñèñòåìû ✭✶✵✮✳ Ïðèðàâíèâàÿ âû✲
ðàæåíèÿ✱ ëèíåéíûå îòíîñèòåëüíî βk (k = 1, n)✱
íóëþ✱ ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å✲
ñêèõ óðàâíåíèé✳ ❰ïðåäåëèòåëü ìàòðèöû êîýô✲
ôèöèåíòîâ ýòîé ñèñòåìû✱ ïðèðàâíåííûé ê íóëþ✱
îïðåäåëÿåò óðàâíåíèå ðåçîíàíñîâ Q(r) = 0✳

➶ ñëó÷àå✱ êîãäà äëÿ êàæäîé ïàðû (c0, p) âñå
êîðíè óðàâíåíèÿ ðåçîíàíñîâ ÿâëÿþòñÿ öåëûìè✱
à îòëè÷íûå îò −1 è âîçìîæíî✱ îò íóëÿ ✖ ïîëî✲
æèòåëüíûìè ÷èñëàìè✱ âòîðîé øàã ôîðìàëüíîãî
òåñòà ñ÷èòàåòñÿ ïðîéäåííûì✳

Òðåòèé øàã✳ ➴ñëè âñå êîýôôèöèåíòû â ðàç✲
ëîæåíèè ✭✶✶✮ ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû è ÷èñëî
ïðîèçâîëüíûõ ñðåäè íèõ êîýôôèöèåíòîâ ðàâíî
n − 1✱ òî ñ÷èòàåòñÿ✱ ÷òî ñèñòåìà äèôôåðåíöè✲
àëüíûõ óðàâíåíèé ✭✶✵✮ ïðîõîäèò òðåòèé øàã✱ à
âìåñòå ñ íèì ïðîõîäèò è âåñü ôîðìàëüíûé òåñò
Ïåíëåâå✳

➘ëÿ àíàëèçà ðåøåíèé ñèñòåì ✭✶✮✕✭✾✮ èñ✲
ïîëüçîâàí òàêæå ïîäõîä✱ çàêëþ÷àþùèéñÿ â çà✲
ìåíå êàæäîé èç íèõ ýêâèâàëåíòíûì óðàâíåíè✲
åì òðåòüåãî ïîðÿäêà è ñðàâíåíèåì åãî ñ èçâåñò✲
íûìè óðàâíåíèÿìè✱ ÿâëÿþùèìèñÿ óðàâíåíèÿìè
Ïåíëåâå ✲òèïà✳

■■■✳ ➶ûâîäû

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ
Òåîðåìà ✶✳ Ñèñòåìû ✭✶✮✱ ✭✸✮ ýêâèâàëåíòíû

óðàâíåíèþ

✳✳✳
y + ÿ − 2yẏ −Ay = 0, (12)

à ñèñòåìû ✭✼✮✱ ✭✽✮ ✖ óðàâíåíèþ

✳✳✳
y + ÿ − yẏ +Ay = 0. (13)

Ñèñòåìû ✭✷✮✱ ✭✹✮✱ ✭✺✮✱ ✭✻✮✱ ✭✾✮ ýêâèâàëåíòíû ñîîò✲
âåòñòâåííî óðàâíåíèÿì

✳✳✳
y + ÿ − yẏ −Ay = 0, (14)

z
✳✳✳
z − żz̈ = z2ż − zz̈ +Az2, (15)
✳✳✳
z + z̈ − zż −Az = 0, (16)

z
✳✳✳
z − żz̈ = −zz̈ + z2ż +Az2, (17)

y
✳✳✳
y − ẏÿ = −yÿ + y2ẏ −Ay2. (18)

Òåîðåìà ✷ ❬✾❪✳ ❮è îäíî èç óðàâíåíèé ✭✶✷✮✕
✭✶✹✮✱ ✭✶✻✮ íå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Ïåíëåâå ✲òèïà✳

Ñëåäñòâèå ✶✳ ❮è îäíà èç ñèñòåì ✭✶✮✕✭✸✮✱ ✭✺✮✱
✭✼✮✱ ✭✽✮ íå ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé P ✲òèïà✳

Òåîðåìà ✸✳ Ñèñòåìà ✭✹✮ íå ÿâëÿåòñÿ ñèñòå✲
ìîé Ïåíëåâå ✲òèïà✳

Ñïðàâåäëèâîñòü äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ñëå✲
äóåò èç òîãî✱ ÷òî ñèñòåìà ✭✹✮ íå ïðîõîäèò òðåòèé
øàã òåñòà Ïåíëåâå✳

Ñëåäñòâèå ✷✳ Óðàâíåíèÿ ✭✶✺✮✱ ✭✶✼✮✱ ✭✶✽✮ íå
ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè P ✲òèïà✳

Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå ✭✶✺✮ ýêâèâàëåíòíî ñè✲
ñòåìå ✭✹✮✱ à óðàâíåíèå ✭✶✽✮ ïîëó÷àåòñÿ èç ✭✶✺✮
çàìåíîé z → y✱ A → −A✱ òî íà îñíîâàíèè òåî✲
ðåìû ✸ îíè íå ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ïåíëåâå ✲
òèïà✳

Ñëåäñòâèå ✸✳ Ñèñòåìû ✭✻✮✱ ✭✾✮ òàêæå íå ÿâ✲
ëÿþòñÿ ñèñòåìàìè P ✲òèïà✳

■❱✳ Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ▲♦r❡♥③✱ ❊✳ ◆✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♥♦♥♣❡r✐♦❞✐❝ ✢♦✇ ✴
❊✳ ◆✳ ▲♦r❡♥③ ✴✴ ❏✳ ❆t♠♦s✳ ❙❝✐✳ ✕ ✶✾✻✸✳ ✕ ❱♦❧✳ ✷✵✳ ✕
P✳ ✶✸✵✕✶✹✶✳

✷✳ ❘öss❧❡r✱ ❖✳ ❊✳ ❆♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝❤❛♦s ✴
❖✳ ❊✳ ❘öss❧❡r ✴✴ P❤②s✳ ▲❡tt✳ ❆✳ ✕ ✶✾✽✼✳ ✕ ❱♦❧✳ ✺✼✳ ✕
P✳ ✸✾✼✕✸✾✽✳

✸✳ ❙♣r♦tt✱ ❏✳ ❈✳ ❙♦♠❡ s✐♠♣❧❡ ❝❤❛♦t✐❝ ✢♦✇ ✴ ❏✳ ❈✳ ❙♣r♦tt ✴✴
P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❊✳ ✕ ✶✾✾✹✳ ✕ ❱♦❧✳ ✺✵✳ ✕ P✳ ❘ ✻✹✼✕✻✺✵✳

✹✳ ❙♣r♦tt✱ ❏✳ ❈✳ ❙✐♠♣❧❡st ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❝❤❛♦t✐❝ ✢♦✇ ✴
❏✳ ❈✳ ❙♣r♦tt ✴✴ P❤②s✳ ▲❡tt✳ ❆✳ ✕ ✶✾✾✼✳ ✕ ❱♦❧✳ ✷✷✽✳ ✕
P✳ ✷✼✶✕✷✼✹✳

✺✳ ❩❤❛♥❣✱ ❋✉✳ ◆♦♥❝❤❛♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ t❤r❡❡ ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
q✉❛❞r❛t✐❝ s②st❡♠s ✴ ❋✉ ❩❤❛♥❣✱ ❏✳ ❍❡✐❞❡❧ ✴✴
◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✳ ✕ ✶✾✾✾✳ ✕ ❱♦❧✳ ✶✵✳ ✕ P✳ ✶✷✽✾✕✶✸✵✸✳
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