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Ïðåäëàãàþòñÿ óñêîðåííûå ïðîöåäóðû îöåíêè óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîèñêà êðàò÷àéøèõ ïóòåé íà

äèíàìè÷åñêèõ íàãðóæåííûõ îðãðàôàõ✱ êîãäà ïîðÿäîê ïîðîæäàåìûõ äåðåâüåâ ïóòåé ñóùåñòâåííî ìåíüøå

ïîðÿäêà ãðàôà✳ Ïîä óñòîé÷èâîñòüþ ðåøåíèÿ ïîíèìàåòñÿ åãî íå÷óâñòâèòåëüíîñòü ê íåçàâèñèìûì àääè✲

òèâíûì âîçìóùåíèÿì âåñîâ ðåáåð ãðàôà✳ ❮à îñíîâå ìåòîäà áóòñòðýïïèíãà ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ñíèæå✲

íèÿ ñëîæíîñòè îöåíêè óñòîé÷èâîñòè äî ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè îò îáúåìà ñêàíèðóåìîãî ïðîñòðàíñòâà✳

■✳ Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

➮çâåñòíî✱ ÷òî äëÿ ïîèñêà êðàò÷àéøèõ ïó✲
òåé íà íàãðóæåííîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå
G(N,A), ãäå N ✕ ìíîæåñòâî âåðøèí✱ A ✕ ìíîæå✲
ñòâî äóã ❝ âåñîâîé ôóíêöèåé W : A → R+. ëó÷✲
øèì ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì ➘åéêñòðû ❬✶❪✳ Ïðîöåññ
ïîñòðîåíèÿ äåðåâà êðàò÷àéøèõ ïóòåé èìååò âîë✲
íîâîé õàðàêòåð äî èñ÷åðïàíèÿ âîçìîæíîñòè åãî
ðàçâèòèÿ èç èñõîäíîé âåðøèíû✳ ➶ ýòîì ñëó÷àå
äëÿ êàæäîé âåðøèíû x òðåáóåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå
ìíîæåñòâà íåïîñðåäñòâåííî äîñòèæèìûõ ñìåæ✲
íûõ âåðøèí x′, x′ = {y|w(x, y) ≥ 0}, ãäå w(x, y)
✕ âåñ äóãè x→ y, x, y ∈ N.

❮à ïðàêòèêå âîçíèêàåò ïîòðåáíîñòü ïîèñêà
ïóòåé íà ãðàôàõ ñ èçìåíÿåìîé ñòðóêòóðîé✱ êîãäà
îïèñàíèå ãðàôà çàäàíà ëåãêî ìîäèôèöèðóåìûì
ñïèñêîì äóã✳ Ðåëÿöèîííàÿ ìîäåëü ãðàôà è ïðî✲
ñòðàíñòâà ïîèñêà ðåøåíèÿ ✕ îñíîâà ýôôåêòèâíîé
ðåàëèçàöèè ïîèñêà äåðåâà ïóòåé ìåòîäîì áóòñòð✲
ýïïèíãà❬✷❪✳ Òàêîé ìåòîä îòëè÷àåòñÿ îãðàíè÷åíè✲
åì ïîòðåáíîñòè â ïàìÿòè êîëè÷åñòâîì ôàêòè÷å✲
ñêè ïðîñìàòðèâàåìûõ âåðøèí áåç îöåíêè ïðå✲
äåëüíûõ çíà÷åíèé |N |✱ à òàêæå âîçìîæíîñòüþ
ðåàëèçàöèè îòêðûòûõ äëÿ ðàñøèðåíèÿ ñèñòåì✳

➚íàëèç èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ îöåíêè
óñòîé÷èâîñòè êðàò÷àéøèõ ïóòåé ❬✸✱✹❪✱ ñëîæ✲
íîñòü êîòîðûõ O(|A|log(|N |))✱ ïîêàçûâàåò âîç✲
ìîæíîñòü èõ óëó÷øåíèÿ ïóòåì îáðàáîòêè ôàê✲
òè÷åñêè ïðîñìàòðèâàåìûõ ýëåìåíòîâ ãðàôà✳

Ïðåäìåò îáñóæäåíèÿ ✕ ðàçâèòèå è îáîá✲
ùåíèå ïðèåìîâ ðåàëèçàöèè ìåòîäà áóòñòðýïïèí✲
ãà ❬✷❪ â çàäà÷àõ ïîèñêà è îöåíêè óñòîé÷èâî✲
ñòè êðàò÷àéøèõ ïóòåé íà ãðàôàõ ñ ïåðåìåííîé
ñòðóêòóðîé✳

■■✳ ➪àçîâûé àëãîðèòì

Ïðåäñòàâèì ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ ïðîöåñ✲
ñà ïîñòðîåíèÿ äåðåâà ïóòåé ýëåìåíòàìè îòíîøå✲
íèÿ T (x, d, p), ãäå x ✕ íîìåð óçëà äåðåâà ✭óíè✲
êàëüíûé ýëåìåíò✮✱ d ✕ ðàññòîÿíèå îò êîðíÿ s äî
óçëà x✱ p ✕ íîìåð ïðåäøåñòâóþùåãî óçëà êðàò✲
÷àéøåãî ïóòè â óçåë x. Ïî îïðåäåëåíèþ✱ L(s) ✕
ïðîåêöèÿ îòíîøåíèÿ T (x, d, p) ïî àòðèáóòó x.

❰÷åâèäíî✱ ÷òî ñîñòîÿíèå ïðîöåññà ïîñòðîå✲
íèÿ äåðåâà íà ëþáîì ýòàïå k ïðåäñòàâëåíî òðîé✲
êîé (xk, d(xk), p(xk)). ❮à÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ïðî✲
öåññà ïîñòðîåíèÿ äåðåâà ñ êîðíåì s ñîîòâåòñòâó✲
åò òðîéêå (s, 0, s). Óñëîâèå çàâåðøåíèÿ ïðîöåññà
✕ (L∗ = ⊘) èëè (xk = t), åñëè t ✕ êîíå÷íàÿ âåðøè✲
íà ïóòè✳ ➶ ëþáîì ñëó÷àå k ≤ |L(s)| ïîñëå îêîí÷à✲
íèÿ ïîèñêà ïóòè s → t✳ ❮óìåðàöèÿ ñîñòîÿíèé â
ÿâíîì âèäå íå ïîòðåáóåòñÿ✱ åñëè â îïåðàöèè âû✲
áîðêè î÷åðåäíîãî ýëåìåíòà xk èç L∗✱ îáîçíà÷àå✲
ìîé äàëåå êàê Lk ⊖ xk✱ êîíòðîëèðîâàòü óñëîâèå
çàâåðøåíèÿ ïðîöåññà✳

Ðåçóëüòàò îïåðàöèè Lk ⊖ xk ✕ èñòèííîñòü
óñëîâèÿ (Lk ̸= ⊘), íîâîå çíà÷åíèå xk â ñëó÷àå
(Lk ̸= ⊘) è k ← k + 1. Òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ
d(xk) ≤ d(xk+1), òî îïåðàöèÿ ′⊖′ òðåáóåò óïîðÿ✲
äî÷åíèÿ ýëåìåíòîâ L(s) ïî êëþ÷ó d(x) ⊙ x✱ ãäå
ñèìâîë ′⊙′ îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ êîíêàòåíàöèè✳

❰ïåðàöèþ ðàñøèðåíèÿ äåðåâà êðàò÷àéøèõ
ïóòåé îáîçíà÷èì ñèìâîëîì ′⊕′ . Ðåçóëüòàò îïåðà✲
öèè Lk⊕xk ✕ èñòèíà✱ åñäè xk /∈ L(s) è âûïîëíåíî
Lk ← Lk−1 ∪{xk}. ➴å ðåàëèçàöèÿ òðåáóåò óïîðÿ✲
äî÷åíèÿ ýëåìåíòîâ L(s) ïî êëþ÷ó x.

➚ëãîðèòì ➘åéêñòðû ïîèñêà êðàò÷àéøåãî
ïóòè s → t â òåðìèíàõ îïðåäåëåííûõ âûøå îïå✲
ðàöèé èìååò âèä✿

❢✉♥❝t✐♦♥ s♣✶✭s, t✮ ❜❡❣✐♥
d(s) = 0; p(s) = s;L∗ ⊕ s;
✇❤✐❧❡ (L∗ ⊖ x) ∧ (x ̸= t) ❞♦

relax(x);

➬äåñü ýòàï ðàñøèðåíèÿ äåðåâà êðàò÷àéøèõ
ïóòåé èç âåðøèû x îòðàæàåò ôóíêöèÿ

❢✉♥❝t✐♦♥ r❡❧❛①✭x✮ ❜❡❣✐♥
❢♦r❡❛❝❤ (y ∈ x′) ❞♦

r = d(x) + w(x, y);
✐❢ (L∗ ⊕ y) ∨ (d(y) > r) t❤❡♥

d(y) = r; p(y) = x

❐þáàÿ âåðøèíà x✱ ê êîòîðîé ïðèìåíÿ✲
ëàñü îïåðàöèÿ relax(x)✱ ñòàíîâèòñÿ óçëîì äåðå✲
âà êðàò÷àéøèõ ïóòåé ñ ïîñòîÿííûìè çíà÷åíèÿìè
p(x) è d(x)✳

➘åðåâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé ✕ ñâÿçíûé ãðàô
ïî îïðåäåëåíèþ✳ ➴ñëè s ✕ èñõîäíàÿ âåðøèíà✱

✷✷✷



à x ✕ ïðîèçâîëüíûé óçåë èëè ëèñò äåðåâà ïó✲
òåé✱ s, x ∈ N, òî ïîñëå çàâåðøåíèÿ ïîèñêà ïî✲
ñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñåùàåìûõ âåðøèí îáðàòíîãî
ïóòè {x, p(x), p(p(x)), . . . , s} ïðåäñòàâëÿåò èñêî✲
ìûé êðàò÷àéøèé ïóòü✳ Ðàñøèðåíèå äåðåâà êðàò✲
÷àéøèõ ïóòåé ïðîèñõîäèò òîëüêî èç íåêîòîðî✲
ãî ëèñòà áåç ïîìåòêè✱ à ëèñòüÿ èç ìíîæåñòâà
L(s)\L∗ ïðåäñòàâëÿþò ëèøü èñòîðè÷åñêèé èíòå✲
ðåñ è ñòàíîâÿòñÿ ïàññèâíûìè✳ ❰áû÷íî íà ïðàê✲
òèêå |L(s)| ≪ |N |, ÷òî îáúÿñíÿåò ïðèâëåêàòåëü✲
íîñòü ñõåìû áóòñòðýïïèíãà✳

■■■✳ ➚ëãîðèòì îöåíêè óñòîé÷èâîñòè
ðåøåíèÿ

Ðàññìîòðèì âåðøèíó y, äëÿ êîòîðîé íà
êðàò÷àéøåì ïóòè s → y, s, y ∈ N. ïîñòîÿííî
ôèêñèðóåòñÿ ðàññòîÿíèå d(y) è p(y)✳ ➮çìåíåíèå
ñòðóêòóðû òàêîãî ïóòè âîçìîæíî ïîñëå èçìåíå✲
íèÿ âåñîâ ëþáîé èç âõîäíûõ äóã âåðøèíû y ✕
{(x, y), x ∈′ y}. ➬äåñü ′y = {x|w(x, y) ≥ 0} ✖
ìíîæåñòâî âõîäíûõ âåðøèí äóã â âåðøèíó y✱ ãäå
x, y ∈ N.

➶ûõîäíûå äóãè âåðøèí èç ìíîæåñòâà ′y â
âåðøèíó y ñëåäóåò ðàçäåëèòü íà òðè êàòåãîðèè✿

ïîñëåäíÿÿ äóãà êðàò÷àéøåãî ïóòè â âåðøè✲
íó y ✭äóãà (p(y)→ y✮❀

äóãè âíå äåðåâà êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç âåð✲
øèí✱ ïðèíàäëåæàùèõ òàêîìó äåðåâó❀

äóãè èç âåðøèí✱ íå ðàññìàòðèâàåìûõ äî ìî✲
ìåíòà ïîñòîÿííîé ïîìåòêè âåðøèíû y.

➘óãè âíå äåðåâà êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç âåð✲
øèí✱ ïðèíàäëåæàùèõ òàêîìó äåðåâó✱ ìîæíî âû✲
äåëèòü íà ãðàôå â ìîìåíò âåòâëåíèÿ àëüòåðíà✲
òèâ ðàçâèòèÿ äåðåâà ïóòåé èç êàæäîé âåðøèíû
èç ìíîæåñòâà ′y. ❒íîæåñòâî âõîäíûõ äóã âíå
äåðåâà êðàò÷àéøèõ ïóòåé✱ ïîÿâëÿþùèõñÿ ïîñëå
ïîñòðîåíèÿ äåðåâà✱ îñòàþòñÿ áåç ïîìåòêè âõîæ✲
äåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ äóãàì èíöåäåíòíûõ âåð✲
øèí â ñïèñîê L∗.

❰áîçíà÷èì èíòåðâàë äîïóñòèìîãî èçìåíå✲
íèÿ âåñà äóãè êàê [wmin(x, y), wmax(x, y)] äëÿ
êàæäîé äóãè x → y, x, y ∈ L(s). ➘àëåå✱ äëÿ
óäîáñòâà ðàçëè÷åíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè èíòåðâà✲
ëîâ✱ ïîìåòèì âåðõíèì èíäåêñîì ❵✲✬ ãðàíèöû âå✲
ñîâ äóã äåðåâà êðàò÷àéøèõ ïóòåé✱ à èíäåêñîì ❵✰✬
✕ äóã âíå äåðåâà êðàò÷àéøèõ ïóòåé✳

➮íòåðâàë [w+
min(x, y), w

+
max(x, y)) äîïóñòè✲

ìîãî èçìåíåíèÿ âåñîâ äóã x → y, íå âõîäÿùèõ
â äåðåâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé✱ îïðåäåëÿåòñÿ âûðà✲
æåíèìè

w+
min(x, y) = d(y)− d(x),

w+
max(x, y) = ∞, (x ∈′ y) ∧ (x ̸= p(y)).

➮íòåðâàë (w−
min(x, y), w

−
max(x, y)] äîïóñòè✲

ìîãî èçìåíåíèÿ âåñîâ äóã x→ y, âõîäÿùèõ â äå✲
ðåâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé✱ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæå✲
íèìè

w−
min(x, y) = 0;

w−
max(x, y) = w(x, y) + δ(y)− d(y),

δ(y) = min{d(v) + w(v, y)|v ∈′ y)}.

Ïîñëåäíèå âûðàæåíèÿ îïðåäåëåíû îòíîñè✲
òåëüíî ìîìåíòà ïîñòîÿííîé ïîìåòêè î÷åðåäíîé
âåðøèíû xk ðàñòóùåãî äåðåâà êðàò÷àéøèõ ïó✲
òåé ✭ìîìåíòà âûçîâà îïåðàöèè relax(xk)✮✳

❮åòðóäíî çàìåòèòü✱ ÷òî ïðîöåññû âû÷èñ✲
ëåíèÿ ãðàíèö èíòåðâàëîâ äîïóñòèìîãî èçìåíå✲
íèÿ âåñîâ äóã îïðåäåëåíû ëèøü íà âõîäíûõ äó✲
ãàõ î÷åðåäíîé âåðøèíû✳ Òàêèå ïðîöåññû ìî✲
ãóò áûòü ñîâìåùåíû ñ öåëüþ îäíîêðàòíîãî
ñêàíèðîâàíèÿ ñïèñêà âõîäíûõ äóã âåðøèíû y✿

❢✉♥❝t✐♦♥ s♣r✭y✮ ❜❡❣✐♥
δ = ∞; q = p(y);
❢♦r❡❛❝❤ (x ∈′ y) ∧ (x ∈ L(s) \ L∗) ❞♦

δ = min(δ, d(x) + w(x, y));
w+

min(x, y) = d(y)− d(x);

w+
max(x, y) = ∞;

w−

min(q, y) = 0;

w−

max(q, y) = w(q, y) + δ − d(y);

➶àæíî îòìåòèòü✱ ÷òî óñëîâèå (x ∈ L(s)\L∗)
ïîçâîëÿåò âûäåëèòü ëèøü äåéñòâèòåëüíî âëèÿþ✲
ùèå íà óñòîé÷èâîñòü ïóòè äóãè â ìîìåíò ïîñòî✲
ÿííîé ïîìåòêè âåðøèíû y✳

❰÷åâèäíî✱ ÷òî îöåíêà ðàññìîòðåííûõ èí✲
òåðâàëîâ óñòîé÷èâîñòè ìîæåò áûòü îòëîæåíà✳
Ýòèì ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ èñêëþ÷åíèÿ
õîëîñòûõ âû÷èñëåíèé íåâîñòðåáîâàííûõ äàí✲
íûõ✳ ❮àïðèìåð✱ âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû
âûïîëíåíè③ îöåíêè èíòåðâàëîâ óñòîé÷èâîñòè✿

ïîñëå ïîñòðîåíèÿ äåðåâà êðàò÷àéøèõ ïóòåé
äëÿ âñåõ åãî äóã❀

íà êàæäîé èòåðàöèè ïîñòðîåíèÿ äåðåâà
êðàò÷àéøèõ ïóòåé❀

ïîñëå ïîñòðîåíèÿ äåðåâà êðàò÷àéøèõ ïóòåé
äëÿ ñìåæíûõ äóã êîíêðåòíûõ êðàò÷àéøèõ ïó✲
òåé✳

➬àêëþ÷åíèå

Òàêèì îáðàçîì✱ àëãîðèòì îöåíêè óñòîé÷è✲
âîñòè êðàò÷àéøèõ ïóòåé íà íà íåîäíîðîäíûõ äè✲
íàìè÷åñêè îïðåäåëÿåìûõ ãðàôàõ ïðåäñòàâëåí â
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