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➶ ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñòàòèñòè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ñ ïðèìåíåíèåì áàéåñîâñêîãî ðåøàþ✲

ùåãî ïðàâèëà è ïðÿìîóãîëüíîãî ÿäðà äëÿ îöåíèâàíèÿ ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ✳

➶âåäåíèå

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ äàííûõ ÿâ✲
ëÿåòñÿ îäíîé èç ñàìûõ èçâåñòíûõ çàäà÷ ïðèêëàä✲
íîãî àíàëèçà äàííûõ✳ ❰íà ÷àñòî âîçíèêàåò â òà✲
êèõ îáëàñòÿõ✱ êàê ìåäèöèíà✱ ýêîíîìèêà è ò✳ä✳
➘ëÿ ðåøåíèÿ äàííîé ïðîáëåìû ñóùåñòâóåò ìíî✲
æåñòâî ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ✱ îäèí èç êîòîðûõ
ÿ áû õîòåë ðàññìîòðåòü â ñâîåé ðàáîòå✳

➘ëÿ èçó÷åíèÿ áûë âûáðàí ìåòîä✱ îñíîâàí✲
íûé íà ÿäåðíîé îöåíêå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëå✲
íèÿ✳ ➶ êà÷åñòâå ÿäðà èñïîëüçîâàëîñü ïðÿìî✲
óãîëüíîå ÿäðî✱ òàê êàê îíî ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî
ïðîñòûì è ïîçâîëÿåò îñîáåííûì îáðàçîì èíòåð✲
ïðåòèðîâàòü ïîëó÷åííûå ñ åãî ïîìîùüþ ðåçóëü✲
òàòû✳

■✳ ❰ïèñàíèå ìîäåëè

Ïóñòü ðåãèñòðèðóþòñÿ ñëó÷àéíûå íàáëþäå✲
íèÿ x = x(w) ∈ RN íàä îáúåêòàìè w ∈ Ω✱ ïðè✲
íàäëåæàùèìè ê L êëàññàì {Ω1,Ω2, . . . ,ΩL}✿

Ωi ∩ Ωj = Ø, i ̸= j, i, j = 1, 2, ..., L;

L⋃

i=1

Ωi = Ω;

❰áîçíà÷èì èñòèííûé íîìåð êëàññà✱ ê êîòî✲
ðîìó ïðèíàäëåæèò îáúåêò w✱ ÷åðåç d0(w)✳ Ýòîò
íîìåð ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è✲
íîé ñî ñëåäóþùèì ðàñïðåäåëåíèåì✿

P (d0(w) = i) = πi, i = 1, 2, . . . , L;

π1 + π2 + ...+ πL = 1;

➬äåñü {πi, i = 1, L} ✕ àïðèîðíûå âåðîÿò✲
íîñòè êëàññîâ✳ ➶ ðàìêàõ êàæäîãî èç êëàññîâ
íàáëþäåíèå x(w) îïèñûâàåòñÿ óñëîâíîé ïëîòíî✲
ñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ✿

pi(x) = p(x|d0(x) = i), i = 1, 2, ..., L, x ∈ RN ;

■■✳ Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïîñòðîåíèå
îöåíîê

Ïîñòàâèì ïåðåä ñîáîé çàäà÷ó îöåíêè íîìå✲
ðà êëàññà äëÿ íîâîãî íàáëþäåíèÿ ïî èìåþùåéñÿ
êëàññèôèöèðîâàííîé âûáîðêå ✭çàäà÷à äèñêðè✲
ìèíàíòíîãî àíàëèçà✮✳ ➘ëÿ ýòîãî áóäåì ïîëüçî✲
âàòüñÿ áàéåñîâñêèì ðåøàþùèì ïðàâèëîì ✭➪ÐÏ✮
❬✶❪✿

d̂0(x) = argmax
i=1,2,...,L

(πipi(x)), x ∈ RN ,

ãäå d̂0(x) ✕ îöåíêà íîìåðà íåèçâåñòíîãî
êëàññà äëÿ íàáëþäåíèÿ x✳ ❒û èìååì äåëî ñ
íåðàíäîìèçèðîâàííûì ðåøàþùèì ïðàâèëîì ❬✶❪✳
❰äíàêî äëÿ ïîëüçîâàíèÿ ýòèì ïðàâèëîì íåîáõî✲
äèìî çíàòü {πi, pi(x), i = 1, 2, . . . , L}✳ Òàê êàê èõ
òî÷íûå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíû✱ òî óêàæåì ñïîñîá
ïîñòðîåíèÿ îöåíîê äëÿ ýòèõ âåëè÷èí✳

Ïóñòü X = {x1, x2, . . . , xn} ∈ RnN ✕ êëàñ✲
ñèôèöèðîâàííàÿ âûáîðêà è nk ✕ ÷èñëî íàáëþ✲
äåíèé èç âûáîðêè✱ êîòîðûå îòíîñÿòñÿ ê êëàññó ñ
íîìåðîì k✳ Òîãäà ïîñòðîèì îöåíêó äëÿ àïðèîð✲
íûõ âåðîÿòíîñòåé ❬✶❪✿

π̂k =
nk

n
, k = 1, 2, ...L. (1)

Óñëîâíûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ áóäåì
îöåíèâàòü ñ ïîìîùüþ ÿäåðíûõ îöåíîê ñ ïðÿìî✲
óãîëüíûì ÿäðîì✳ Ïóñòü Γ(x) ✕ N ✲ìåðíûé ïà✲
ðàëëåëåïèïåä ñ öåíòðîì â òî÷êå x è ñòîðîíàìè
hi ∈ R, i = 1, 2, . . . , N ✱ ñ ➽îáúåìîì➾ V =

∏N
i=1 hi✳

➶âîäÿ ôóíêöèþ✲èíäèêàòîð IΓ(x)(y)✱ ðàâíóþ åäè✲
íèöå✱ åñëè y ∈ Γ(x)✱ è íóëþ ✕ â ïðîòèâíîì ñëó✲
÷àå✱ îöåíêè ïëîòíîñòåé çàïèøåì ñëåäóþùèì îá✲
ðàçîì ❬✷❪✿

p̂k(y) =
1

nkV

n∑

j=1

IΓ(y)(xj)δk,d0(xj); (2)

xj ∈ X, j = 1, 2, ..., n, k = 1, 2, ..., L, y ∈ RN .

Òîãäà äëÿ îöåíêè íîìåðà êëàññà✱ ê êîòîðî✲
ìó ïðèíàäëåæèò íîâîå íàáëþäåíèå x∗✱ ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå ïîäñòàíîâî÷íîå ➪ÐÏ ❬✶❪✿

✷✶✻



d̂(x∗) = argmax
k=1,2,...,L

(π̂kp̂k(x
∗)), x∗ ∈ RN . (3)

■■■✳ ➮íòåðïðåòàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì òåîðåìó✱
ïðèäàþùóþ ïîñòðîåííîìó ➪ÐÏ ñîäåðæàòåëü✲
íûé ñìûñë✳

Òåîðåìà✳ Ïóñòü ïî îáó÷àþùåé âûáîð✲
êå X = {x1, x2, . . . , xn} ∈ RnN ïîñòðîåíû
óïîìÿíóòûå âûøå îöåíêè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè
{π̂k, p̂k(x), k = 1, 2, ..., L} èç ✭✶✮✱ ✭✷✮✳ Òîãäà íîâîå
íàáëþäåíèå x∗ ∈ RN ✱ êëàññèôèöèðóåìîå ñ ïîìî✲
ùüþ ïîäñòàíîâî÷íîãî ➪ÐÏ ✭✸✮✱ îòíîñèòñÿ ê êëàñ✲
ñó Ωd ñ íîìåðîì d✱ êîãäà êîëè÷åñòâî íàáëþäåíèé
èç âûáîðêè X✱ ëåæàùèõ â Γ(x∗) è ïðèíàäëåæà✲
ùèõ ýòîìó êëàññó✱ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ñðåäè
îñòàëüíûõ êëàññîâ✳

➘îêàçàòåëüñòâî✳➘ëÿ ïðîñòîòû ðàññóæäå✲
íèé ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî ìàêñèìóì â ➪ÐÏ äîñòè✲
ãàåòñÿ íà îäíîì êëàññå ñ íîìåðîì d✳ Òîãäà✿

d̂(x∗) = d⇔ π̂dp̂d(x
∗) > π̂kp̂k(x

∗), k = 1, L, k ̸= d.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå ðàíåå îöåíêè ïàðà✲
ìåòðîâ ìîäåëè ✭✶✮✱ ✭✷✮ è ñîêðàùàÿ ìíîæèòåëè â
äðîáÿõ✱ ïîëó÷àåì✿

n∑

j=1

IΓ(x∗)(xj)δd,d0(xj) >

n∑

j=1

IΓ(x∗)(xj)δk,d0(xj)

n∑

j=1

IΓ(x∗)(xj)(δd,d0(xj) − δk,d0(xj)) > 0.

Ýòî íåðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå✱
êîãäà êîëè÷åñòâî íàáëþäåíèé x✱ íà êîòîðûõ
ôóíêöèÿ δd,d0(x) îáðàùàåòñÿ â åäèíèöó ✭òî åñòü
d = d0(x)✮ áîëüøå✱ ÷åì êîëè÷åñòâî àíàëîãè÷íûõ
íàáëþäåíèé äëÿ ôóíêöèè δk,d0(x)✳ Ýòî êàê ðàç
è ñîîòâåòñòâóåò ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå èíòåð✲
ïðåòàöèè ïîñòðîåííîãî ➪ÐÏ✳

➬àìå÷àíèå✳ ➶ ñëó÷àå✱ êîãäà ìàêñèìóì ïîä✲
ñòàíîâî÷íîãî ➪ÐÏ äîñòèãàåòñÿ íà íåñêîëüêèõ
êëàññàõ ✭êîãäà â ïàðàëëåëåïèïåäå âîêðóã íîâî✲
ãî íàáëþäåíèÿ ñðàçó íåñêîëüêî êëàññîâ èìåþò

íàèáîëüøóþ ÷àñòîòó✮✱ ìîæíî ïðîïîðöèîíàëüíî
óâåëè÷èòü ñòîðîíû Γ(x∗) äî òåõ ïîð✱ ïîêà êîëè✲
÷åñòâî ýëåìåíòîâ êàêîãî✲ëèáî êëàññà íå ñòàíåò
íàèáîëüøèì✳ ➚íàëîãè÷íî ìîæíî ïîñòóïèòü✱ êî✲
ãäà â Γ(x) âîîáùå íå ïîïàëî íè îäíî íàáëþäåíèå✳

➬àìå÷àíèå✳ ➬äåñü â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ
êëàññèôèêàòîðà âûñòóïàþò ñòîðîíû ïàðàëëåëå✲
ïèïåäà hi, i = 1, 2, ..., N ✳ ➮õ ìîæíî âûáðàòü✱ íà✲
ïðèìåð✱ èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé✱ ÷òî èñïîëüçó✲
þòñÿ ïðè âûáîðå ðàçìåðîâ ÿ÷åéêè äëÿ ïîñòðîå✲
íèÿ ãèñòîãðàìì ✭ïðàâèëî Ñòåðäæåñà èëè ïðàâè✲
ëî êâàäðàòíîãî êîðíÿ✮✳ ➶ òàêîì ñëó÷àå äëÿ êàæ✲
äîãî èçìåðåíèÿ äëèíà ñòîðîíû ïàðàëëåëåïèïåäà
áóäåò ñâîåé✳

➬àìå÷àíèå✳ ➶ìåñòî ïàðàëëåëåïèïåäà ìîæ✲
íî ðàññìàòðèâàòü N ✲ìåðíûé êóá✱ òî åñòü ïîëî✲
æèòü hi = h, i = 1, 2, ..., N ✳ ➶ òàêîì ñëó÷àå
äëÿ âûáîðà äëèíû ñòîðîíû óäîáíî âçÿòü ñåòêó
h(1), h(2), ..., h(m) è ïîñìîòðåòü✱ íà êàêîì èç çíà✲
÷åíèé òî÷íîñòü êëàññèôèêàòîðà áóäåò íàèáîëü✲
øåé✳

➬àêëþ÷åíèå

Òàêèì îáðàçîì✱ ìû ïîëó÷èëè äîâîëüíî èí✲
òåðåñíóþ è èíòóèòèâíî ïîíÿòíóþ èíòåðïðåòà✲
öèþ ðåøàþùåãî ïðàâèëà äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé
êëàññèôèêàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðÿìîóãîëü✲
íûõ ÿäåðíûõ îöåíîê✳ Ýòî äåëàåò ïîñòðîåííûé
ìåòîä äîâîëüíî ïðîñòûì äëÿ ïðèìåíåíèÿ íà
ïðàêòèêå✳

Òàêæå õî÷åòñÿ çàìåòèòü✱ ÷òî ïîëó÷åííûé
ðåçóëüòàò✱ â êàêîì✲òî ñìûñëå✱ ðîäíèò èññëåäóå✲
ìûé â ýòîé ðàáîòå ìåòîä ñ êëàññèôèêàöèåé íà✲
áëþäåíèé íà îñíîâå îöåíîê ïëîòíîñòåé ñ ïðè✲
ìåíåíèåì ãèñòîãðàìì ñ ïðÿìîóãîëüíûìè ÿ÷åé✲
êàìè✳ ❰ñíîâíîå îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì✱ ÷òî
â ãèñòîãðàììíîì ñëó÷àå ÿ÷åéêè èìåþò ôèêñè✲
ðîâàííûå ïîçèöèè✱ à â ñëó÷àå ÿäåðíûõ îöåíîê
ÿ÷åéêà ñòðîèòñÿ âîêðóã íîâîãî íàáëþäåíèÿ✳
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