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Введение. В информационных системах актуальна задача предоставления рекомендаций 

пользователям на основе имеющихся данных о совершенных действиях и результатах 

обратной связи. Решением данной задачи является построение рекомендательных систем. 

Одним из основных подходов к построению такого рода систем является использование 

метода коллаборативной фильтрации. В частности, оптимизация данного метода достигается 

использованием сингулярного разложения матриц. 

Основная часть. Метод коллаборативной фильтрации основан на построении матрицы 

(графа), отражающей модель взаимодействий пользователей и товаров. Рекомендации 

(прогноз) для целевого пользователя формируются на основании вычисления некой меры 

похожести по всем накопленным данным [1]. 

Генеральная совокупность состоит из набора пользователей, который будет обозначен 

как U и набора условных товаров I.  

Тогда Ui – i-й элемент набора пользователей, где i = 1,2,…n; 

 Ij – j-й элемент набора товаров, где j = 1,2,…m; 

 ri, j – оценка взаимодействия i-го пользователя с j-м товаром; 

Данную матрицу можно в общем случае представить в виде таблицы 1. 

 
Таблица 1 – Таблица отношений 

 

Для вычисления меры схожести оценок пользователей воспользуемся косинусной 

мерой [2], которая в общем случае вычисляется по формуле 1: 

 

 

Используя данную формулу, вычислим меру схожести 𝑚𝑘,𝑙 оценок пользователя 

относительно остальных по формуле 2. Пусть 𝑈𝑘 – вектор оценок рассматриваемого 

пользователя (𝑈𝑘 ∈ 𝑈, 𝑘 = 1, 2, … , 𝑛). Тогда 𝑈𝑙 – вектор оценок пользователя множества U, для 

которого выполняются условия 𝑙 ≠ 𝑘, 𝑙 =  1, 2, … , 𝑛. 

 

 I1 I2 … Im 

U1 r1,1 r1,2 … r1,m 

U2 r2,1 r2,2 … r2,m 

… … … … … 

Un rn,1 rn,2 … rn,m 

𝒄𝒐𝒔(𝒙̅, 𝒚̅) =
𝒙̅ ∙ 𝒚̅

||𝒙̅|| ∙ ||𝒚̅||
. (1) 

𝒎𝒌,𝒍 = 𝒄𝒐𝒔(𝑼𝒌,𝑼𝒍).  (2) 
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Cоставляя вектор 𝑀𝑘, состоящий из элементов 𝑚𝑘,𝑙, где 𝑘 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, а 𝑙 изменяется от 1 до 

n, причем 𝑙 ≠ 𝑘, выделим вектор 𝐿𝑘 ∈ 𝑀𝑘 пользователей, меры схожести которых наибольшим 

образом коррелируют с элементами 𝑈𝑘. 

Затем для каждого из пользователей умножим его оценки на вычисленную величину 

меры  𝑚𝑘,𝑙. Таким образом, оценки более «похожих» пользователей будут сильнее влиять на 

итоговую позицию продукта и из продуктов посчитаем сумму калиброванных оценок 𝐿𝑘 

наиболее близких пользователей, а также полученную сумму разделим на сумму мер L 

выбранных пользователей. В итоге получим рекомендательный прогноз 𝑅𝑘,𝑗 для j-го продукта 

относительно k-го пользователя. Данный алгоритм представим в виде формулы 3: 

 

где нормировочный коэффициент 𝑘норм находим по формуле 4: 

 

 

Однако использование данного подхода в реализации метода коллаборативной 

фильтрации имеет свои недостатки. Во-первых, имея матрицу отношений размера 𝑁 × 𝑀, 

сложность подобного алгоритма можно оценить как O(N∙M), что является проблемой при 

масштабировании информационной системы. Также данный алгоритм не позволяет в полной 

мере определить предпочтения конкретного пользователя. 

Например, рассмотрим пару пользователей 𝑈1 и 𝑈2, состоящих в отношениях с 

объектами 𝐼1 и 𝐼2. Пусть 𝑈1 оценил 𝐼1, а 𝑈2 оценил 𝐼2, однако и 𝑈1, и 𝑈2 заинтересованы 

объектами 𝐼1 и 𝐼2. Очевидно, что при нахождении косинусной меры 𝑚𝑈1,𝑈2 полученный 

результат будет равен 0. Это означает, что объект 𝐼1 не будет рекомендован пользователю 𝑈2, 

а 𝐼2 не будет рекомендован 𝑈1. 
Одним из возможных решений данной проблемы является применение алгоритма 

сингулярного разложения матриц (SVD). 

Сингулярным разложением матрицы M порядка 𝑛 × 𝑚 является разложение [3], которое 

может быть записано в виде формулы 5: 

 

где матрица U порядка  𝑛 × 𝑛, V – размера 𝑚 ×𝑚, а 𝛴 – размера  𝑛 × 𝑚. 

Матрица 𝛴 представляет собой диагональную матрицу, которая состоит из сингулярных 

чисел, расположенных в невозрастающем порядке. Таким образом, можно оставить лишь 

первые 𝑘 сингулярных чисел и отбросить оставшиеся, получив наилучшее k-приближение 

исходной матрицы 𝑀 (cм. рисунок 1). 

 

 
 

Рисунок 1 – Схематическое изображение SVD 

𝑹𝒌,𝒋 = 𝒌норм ∙ ∑ 𝒎𝒌,𝒍

𝒍=𝟏,𝟐,…,𝒏
𝒋=𝟏,𝟐,…,𝒎

𝒍≠𝒌

∙ 𝒓𝒌,𝒋, 

 

(3) 

𝒌норм = 𝟏/ ∑ 𝒎𝒌,𝒍

𝒍=𝟏,𝟐,…,𝒏
𝒍≠𝒌

. (4) 

𝑴 = 𝑼 ∙ 𝜮 ∙ 𝑽𝑻, 

 

(5) 
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Для построения 𝛴 сперва получим матрицу 𝐴 порядка 𝑛 × 𝑛 в результате 

произведения транспонированной матрицы на исходную по формуле 6: 

 

 

откуда собственные значения матрицы 𝐴: 

 

𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, … , 𝜆𝑛, 
 

где n – порядок матрицы 𝐴. 

Тогда сингулярные значения 𝐴 найдём путём вычисления квадратного корня из 

собственных значений по формулам 7: 

 

Данные значения перенумеруем и расположим так, чтобы диагональные элементы 

матрицы 𝛴 имели вид: 

 

𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ 𝜎3 ≥ ⋯ ≥ 𝜎𝑛 > 0 

 

Учтём то, что при перемножении исходной матрицы на транспонированную, полученная 

матрица 𝐵 порядка 𝑚 ×𝑚 будет иметь такие же собственные значения, что и матрица 𝐴, 

однако они будут дополняться нулевыми значениями: 

 

𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, … , 𝜆𝑛, 0, … ,0. 
 

Однако, при нахождении сингулярных значений, получим абсолютно идентичный 

набор, что содержит и матрица 𝐴: 
 

𝜎1, 𝜎2, 𝜎3, … , 𝜎𝑛. 

 

Зная собственные значения матрицы 𝐴, можно найти её собственные векторы: 

 

𝑈𝜆=𝜆1; 𝑈𝜆=𝜆2; … ; 𝑈𝜆=𝜆𝑛 . 

 

Разделив каждый собственный вектор на его длину, получим нормированные векторы 

матрицы 𝐴, которые называются сингулярными: 

 
𝑈𝜆=𝜆1
|𝑈𝜆=𝜆1|

;
𝑈𝜆=𝜆2
|𝑈𝜆=𝜆2|

; … ;
𝑈𝜆=𝜆𝑛
|𝑈𝜆=𝜆𝑛|

. 

  

Данный набор сингулярных векторов образует матрицу 𝑈 сингулярного разложения по 

столбцам. 

Аналогичные рассуждения применимы к матрице 𝐵. Отличие заключается лишь в том, 

что набор сингулярных векторов матрицы 𝐵 образует матрицу 𝑉𝑇 сингулярного разложения 

(по строкам). 

Важным свойством сингулярного разложения является тот факт, что если для k 

сингулярных чисел преобразовать матрицу 𝛴 в матрицу: 

 

 𝑨 = 𝑴𝑻 ∙ 𝑴, (6) 

𝝈𝟏 = √𝝀𝟏, 𝝈𝟐 = √𝝀𝟐, 𝝈𝟑 = √𝝀𝟑, … , 𝝈𝒏 = √𝝀𝒏, 
 

(7) 
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Σ𝑘=

𝑎1 0 0
0 … 0
0 0 𝑎𝑘

∈ 𝑀(𝑘, 𝑘), 

 

состоящую только из 𝑘 наибольших диагональных элементов, а также оставить в 

матрицах 𝑈 и 𝑉𝑇 лишь первые 𝑘 столбцов и 𝑘 строчек соответственно. Таким образом, 

матрицы 𝑈 и 𝑉𝑇будут приведены к виду: 

 

𝑈𝑘 ∈ 𝑀(𝑛, 𝑘), 
𝑉𝑇𝑘 ∈ 𝑀(𝑘,𝑚). 

 

Данное усечение уменьшает размерность векторного пространства, тем самым, 

уменьшая объём данных для их обработки. Помимо этого, отбрасывая наименьшие 

сингулярные числа, малые искажения в результате шума в данных удаляются, оставляя только 

самые сильные эффекты и тенденции в этой модели. Полученный эффект улучшает качество 

предоставляемых рекомендаций. 

Теперь для получения рейтинга 𝑟𝑢𝑣 пользователя 𝑢  к объекту 𝑖 необходимо лишь 

вычислить скалярное произведение 𝑖-ой строки матрицы 𝑈𝑘 и 𝑗-ой строки матрицы 𝑉𝑇𝑘  по 

формуле 8: 

 

𝑟𝑢𝑣 = 𝑈𝑘𝑖 ∙  𝑉
𝑇
𝑘𝑗

.                                                              (8) 

  

Смоделируем матрицу отношений размерностью 10 х 14. Исходный массив данных 

представлен на рисунке 2. 

 

 
 

Рисунок 2 – Исходная матрица отношений  
 

В ходе программной реализации SVD, объём входных данных уменьшен, что явно делает 

систему более производительной, а также получена матрица рейтингов пользователей по 

отношению к объектам, по которой можно быстро определить данные значения (см. рисунок 

3). 
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Рисунок 3 –Матрица рейтингов 

 

Заключение. Алгоритм сингулярного разложения матриц позволяет оптимизировать и 

упростить классический метод коллаборативной фильтрации при построении 

рекомендательных систем. После применения алгоритма SVD к исходной матрице данные, 

имеющие несущественное влияние на рекомендацию или прогноз, не учитываются, а сам 

метод коллаборативной фильтрации упрощается от алгоритма из нескольких действий к 

одному (вычисление скалярного произведения), что увеличивает скорость построения 

рекомендаций и прогнозов. 
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