
Министерство образования Республики Беларусь 

Учреждение образования 

«Белорусский государственный университет 

информатики и радиоэлектроники» 

 

Факультет компьютерных систем и сетей 

 

Кафедра высшей математики 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ. 

КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ. ТЕОРИЯ ПОЛЯ 
 

 
Рекомендовано УМО по образованию 

в области информатики и радиоэлектроники 

в качестве пособия для практических занятий по математике 

для специальностей, закрепленных за УМО 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Минск БГУИР 2015 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



УДК 517.3(076) 

ББК 22.161.1я73 

 Д50 

 

 

 

 

А  в  т  о  р  ы :  

В. В. Цегельник, Е. А. Баркова, Н. И. Кобринец, 

Л. А. Конюх, Е. Н. Конюх 

 

 

Р  е  ц  е  н  з  е  н  т  ы:  

кафедра высшей математики №1 Белорусского национального  

технического университета 

(протокол №2 от 25.09.2014 г.); 
 

заведующий кафедрой высшей математики и информационных технологий 

учреждения образования «Частный институт управления  

и предпринимательства», кандидат физико-математических наук,  

доцент Ю. В. Минченков 

 

 

 

Дифференциальные уравнения. Кратные интегралы. Теория 

поля :  пособие /  В. В. Цегельник [и др.]. – Минск : БГУИР, 2015. –  

99 с. : ил. 

ISBN 978-985-543-131-3. 

 
 

Приводятся задачи по темам: дифференциальные уравнения, кратные 

интегралы, теория поля – разделам курса высшей математики, изучаемым в высших 

технических учебных заведениях в первом семестре.  

Предлагаются задачи для самостоятельного решения и контрольные работы. 

Пособие входит в состав методического комплекса вместе со сборниками 

задач в десяти частях. 

        

 

             УДК 517.3(076) 

ББК 22.161.1я73 

 

 
ISBN 978-985-543-131-3                © УО «Белорусский государственный 

                                                                                                    университет информатики  

                                                                 и радиоэлектроники», 2015 

 

Д50 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 3 

Содержание 
 
Занятие 1. Основные понятия теории дифференциальных уравнений. 
Уравнения с разделяющимися переменными ………………………….………… 4 
Занятия 2–3. Дифференциальные уравнения первого порядка …...…………… 10 
Занятия 4–5. Уравнения, допускающие понижение порядка.  Задачи, 
приводящие к дифференциальным уравнениям….…………………………...… 18 
Самостоятельная работа к занятиям 4–5…………………………..…………..… 25 
Занятия 6–7. Линейные уравнения высших порядков ……………………...….. 27  
Занятия 8–9. Системы дифференциальных уравнений ………….……..………. 37 
Занятие 10. Контрольная работа …………………………………………..…….. 47 
Занятия 11–12. Кратные интегралы ………………………………………..……. 49 
Занятие 13. Приложения кратных интегралов …………………………….……. 62 
Занятие 14. Контрольная работа. Кратные интегралы …………………….…… 69 
Занятия  15–16. Криволинейные и поверхностные интегралы  ……………….. 71 
Самостоятельная работа к занятиям 15–16……………………………...………. 82 
Занятия 17–18. Поток векторного поля. Дивергенция. Линейный интеграл и 
циркуляция векторного поля. Ротор векторного поля. Потенциальные поля …86 
Литература ………………………………………………………………………… 98 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 4 

Занятие 1 
Основные понятия теории дифференциальных уравнений.  

Уравнения с разделяющимися переменными 
 
 Пример 1 
 Покажите, что данная функция является решением (интегралом) заданно-
го дифференциального уравнения: 
 а) ;0,cos4sin3 =+′′−= yyxxy  

 б) ;,1 x
x

xey
dx
dyxdx

x
exy =−








+= ∫  

 в) ;1)(),arctg( 2 =++=
dx
dyyxyxy  

 г) .0,
cos
sin

2

2
=+′





=
=

ya
xby

tby
tax

 

   а) последовательно находим: 
 ,sin4cos3 xxy +=′  
 .cos4sin3 xxy +−=′′  
 Подставляя в заданное уравнение y  и ,y′  получим 
 .0cos4sin3cos4sin3 ≡−++− xxxx  
 Таким образом, эта функция обращает заданное уравнение в тождество, 
т. е. является его решением; 
 б) вычислим производную данной функции: 

 ∫ ∫++=⋅++= .11 dx
x

ee
x

exdx
x

e
dx
dy x

x
xx

 

 Имеем  .11 x
xx

x xedx
x

exdx
x

eexy
dx
dyx =








+−








++=− ∫∫  

 Данная функция обращает исходное уравнение в тождество и, следова-
тельно, является решением этого уравнения; 
 в) применяя к данному соотношению правило дифференцирования неяв-

ной функции, имеем  .
)(1

1
2yx

dx
dy

dx
dy

++

+
=    Отсюда .

)(
1

2yxdx
dy

+
=  

 Подставляя найденное значение 
dx
dy

 в данное дифференциальное уравне-

ние, получим тождество; 
 г) предполагаемое решение задано параметрическими уравнениями. По 
правилу дифференцирования функции, заданной параметрически, получим  
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.tg t
a
b

x
yy

t

t
x −=

′
′

=′   

 Подставляя в исходное уравнение ,,, xyyx ′  получим 

 .0
cos
sintg 2

2
≡+−

tba
tabt

a
b

    

 
 Пример 2 
 Составьте дифференциальные уравнения семейства кривых: 
 а) ;022 =−+ cxyx  
 б) .cossin xcxy +=  
  а) рассматривая в данном соотношении y  как неявную функцию от x  и 

дифференцируя по x , имеем .022 =−+ c
dx
dyyx  Отсюда .22

dx
dyyxc +=   

 Подставляя в исходное соотношение вместо c  последнее выражение, по-
лучим  

02 22 =−+ yx
dx
dyxy ; 

 б) дифференцируя данное равенство по ,x  имеем .sincos xcx
dx
dy

−=  

Умножим обе части исходного уравнения на ,sin x  а последнего – на xcos  и, 

сложив почленно, получим .01sincos =−+ xyx
dx
dy

    

 
 Пример 3 
 С помощью изоклин постройте приближенно интегральные кривые урав-

нения .2y
dx
dyx =  

   Очевидно, ось абсцисс является интегральной кривой данного уравне-
ния. Интегральные кривые расположены симметрично относительно оси абс-
цисс и относительно оси ординат (при замене x  на –x или y  на –y уравнение не 
изменяется).  Поэтому исследуем поведение интегральных кривых только в I 
четверти.  

Семейство изоклин определяется уравнением .
2

,2 xky
x
yk ==  Для лю-

бого 0>k  касательные к интегральным кривым данного уравнения, проведен-

ные в точках прямой ,
2

xky =  образуют с осью абсцисс угол, равный .arctg k  

Нарисовав несколько изоклин и поле направлений, построим приближенно ин-
тегральные кривые уравнения (рис. 1). 
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        Рис. 1       
 
 Пример 4 
 Решите уравнение .02 =− dyxydx  
   Очевидно, что функции 0=x  и 0=y  являются решениями уравнения. 
Остальные решения найдем, разделив переменные в уравнении и проинтегри-

ровав его  ).0(,ln1ln, ≠+−== cc
x

y
x

dx
y

dy
 

 .
1

xcey −
=  

 Решение 0=y  можно получить из последнего соотношения при с = 0. 
Таким образом, 0=y  является частным решением. 
 Решение 0=x  не может быть получено из общего решения. Это особое 
решение. 

 Ответ:  .0),(,
1

=∈=
− xRccey x     

 
 Пример 5 

 Решите уравнение .22 xyxy
dx
dy

+=  

   Перепишем уравнение в виде ).2( += yxy
dx
dy

 

 Функции 0=x  и 2−=y  являются решениями  уравнения. Остальные 
решения найдем разделив переменные и проинтегрировав его: 

∫ ∫ ∫∫ =−







+

−=−
+

=−
+

,0
2

11
2
1,0

)2(
,0

)2(
xdxdy

yy
xdx

yy
dyxdx

yy
dy

 

x 

y 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 7 

 ,0,
2

,ln2lnln 111
2 2

>=
+

=−+− cec
y

y
cxyy x  

 )(,
2

2
Rcce

y
y x ∈=
+

  или  .
1

2
2

2

x

x

ce

cey
−

=  

 Решения 0=y  и 2−=y  могут быть получены из общего решения при 
0=c  и .∞=c  

 Ответ:  .
1

2
2

2

x

x

ce

cey
−

=     

 
 Пример 6 

 Решите уравнение 
x
yk

dx
dy

=  и постройте интегральные кривые этого 

уравнения. 
   Правая часть заданного уравнения определена во всей плоскости xOy , 
за исключением точек прямой .0=x  Очевидно, функция 0=y  при 0<x  и при 

0>x  является решением данного уравнения. Остальные решения определим из 

соотношения ∫ ∫= .
x

dxk
y

dy
 

 Отсюда .0,,lnlnln 111 >=+= cxcyckxky k  
 Присоединяя к этим функциям решение 0=y , все решения можно запи-

сать формулой ., Rcxcy k ∈=  Интегральные кривые в зависимости от пара-
метра k  изображены на рис. 2. 
  
 Пример 7 

 Решите задачу Коши .0)0(,12 =+=+ yxy
dx
dy

 

   Данное уравнение приводится к уравнению с разделяющимися пере-
менными, если положить .12 zxy =−−  

 Имеем  ,2,2,2 −≠−−==− zz
dx
dz

dx
dz

dx
dy

 так как .0)0( =y  

 Разделив переменные, интегрируем уравнение: 

 Rccezcezcxzdx
z
dz xx ∈+−==++−=+−=
+

−− ,2,2,ln2ln,
2

 или 

.12 xcexy −+−=   
Подставив в последнее соотношение ,0,0 == yx  получим .1=c  

 Ответ:  .12 xexy −+−=     
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     k = 0            0 < k < 1      k = 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
       k > 1         k < 1    
          Рис. 2         

х 

y 

0 x 

y 

0 

y 

x 0 

x 

y 

0 

x 

y 

0 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 9 

Дополнительные задачи 
 
 1. Покажите, что для данных дифференциальных уравнений указанные 
соотношения являются интегралами: 
 а) ;,2)2( 222 cyxyxyxyyx =+−−=′−  
 б) ycexyyyx +==′+− ,1)1( . 
 2. Составьте дифференциальное уравнение семейства окружностей с об-
щим центром А(0; 1). 

 Ответ:  .0)1( =+− x
dx
dyy  

 3. Составьте дифференциальное уравнение семейства парабол, которые 
проходят через начало координат и для которых ось абсцисс является осью 
симметрии. 

 Ответ:  .02 =− y
dx
dyx  

 4. Решите уравнение  .0)1()( =−−++− dyyxxydxxxy  
 Ответ:  .1ln21ln cyyxx =−++−+  

 5. Решите задачу Коши  .1)0(,)1( ==′+ yeyye xx  

 Ответ:  ).1(2 2
2

x
y

eee +=  
 6. Решите уравнение  .0)564()132( =−++−+ dyyxdxyx  
 Ответ:  .732ln32 cyxyx =−+++  
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Занятия 2–3 
Дифференциальные уравнения первого порядка 

 
 Пример 1 

 Решите уравнение .
2

22

xy
yx

dx
dy +

=  

   Правая часть уравнения – однородная функция нулевой степени, по-
этому данное уравнение однородное. 

 Положим .uxy =  Тогда 
dx
duxu

dx
dy

+=  и после подстановки данное урав-

нение преобразуется в уравнение с разделяющимися переменными: 

 
u
u

dx
duxu

2
1 2+

=+   или  .
2

1 2
dx

u
uxdu −

=  

Функции 1±=u  являются решениями. Пусть 1±≠u . Разделим перемен-

ные .
1
2

2 x
dx

u
udu

=
−

 Интегрируя, найдем cxu lnln1ln 2 −=−−  или  

,)1( 2 cux =− .Rc∈  Так как ,
x
yu =  окончательно получаем  .22 cxxy −=     

Решения ,1±=u  т. е. xy ±=  являются частными решениями.   
 
 Пример 2 

 Решите уравнение .
22

x
yxy

dx
dy −+

=  

   Это однородное уравнение.  Положим .uxy =  Тогда 
dx
duxu

dx
du

+=    и 

после подстановки получим .0,1sign 2 ≠−= xux
dx
dux  

Очевидно, функции 1±=u   или  xy ±=   являются решениями получен-
ного уравнения. Другие решения найдем разделяя переменные. Имеем 

,sign
1 2

dx
x

x
u

du
=

−
  .lnsignarcsin cxxu +=  Заменяя u  на 

,x
y

 получим 

 .,,lnsignarcsin xyxycxx
x
y

−==+=     

 
 Пример 3 
 Решите уравнение .0)12()12( =−−++− dyxydxyx  
 Из всех решений выделите то, которое удовлетворяет условию .1)1( =y  
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   Данное уравнение приводится к однородному. Произведем замену пе-
ременных ., βα +=+= sytx  Получим 

.0)122()122( =−−−+++−−+ dstsdtst αββα  

 Из системы уравнений 




=−+−
=+−

012
012

βα
βα

 находим .
3
1,

3
1

== βα  полу-

чим однородное уравнение .0)2()2( =−+− dstsdtst  
 В последнем уравнении положим .uts =  
 Имеем ,0))(2()2( =+−+− dutduudttutdtutt  

,0)2()22( 222 =−+−+− dututdtuttuutt   ,)12()222( 2 tdtudtuu −++−  или  

,
1

12
2
1

2 t
dtdu

uu
u

−=
+−

−
⋅   ,lnln)1ln( 22 ctuu =++−    ,1 2

2

2
ct

t
s

t
s

=







+−  

.22 ctsts =+−  
 Возвращаясь к переменным x  и y , получим 

 .,
3
1

3
1

3
1

3
1

1
22

22

cyxxyyxcxxyy =−+−+=





 ++






 +





 −−






 −  

 Это общий интеграл уравнения. Положив ,1,1 == yx  находим .11 =c  
 Ответ:  .122 =−+−+ yxxyyx     
 
 Пример 4 

 Решите уравнение  .cos sin xexy
dx
dy −=+  

 Решим соответствующее линейное однородное уравнение 

 .0cos =+ xy
dx
dy

 

 Функция 0=y  является решением этого уравнения. Другие его решения 
найдем, разделяя переменные: 

 .0,,lnsinln,cos sin ≠=+−=−= − cceycxyx
y

dy x  

 Решение 0=y  можно получить из последней формулы при ,0=c  поэто-
му все решения однородного уравнения выражаются формулой 

.,)( sin Rсexcy x ∈⋅= −  
 Решение исходного уравнения ищем в виде  .)( sin xexcy −⋅=  Подставив 
это выражение в заданное уравнение, получим 

 ,cos)()(cos)( sinsinsinsin xxxx exexcxcxee
dx

xdc −−−− =+−  
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 .)(,1)( cxxc
dx

xdc
+==  

 Ответ:  .)( sin xecxy −+=     
 
 Пример 5 

 Проинтегрируйте уравнение 3
23
x

y
x

y =+′  методом Бернулли, решите за-

дачу Коши при начальном условии .1)1( =y  
   Сделав подстановку Бернулли, получим 

 ,23
3x

uv
x

vuvu =+′+′   .23
3x

v
x

vuvu =





 +′+′  

 Находим частное решение уравнения :03
=+′ v

x
v  

 ,3 dx
xv

dv
−=   .ln3ln cxv +−=  

 В качестве частного решения можно взять 3
1
x

v = , тогда для отыскания u  

получим уравнение  .21
33 xx

u =′  Отсюда находим .2 cxu +=  

 Общее решение исходного уравнения: .1)2( 3x
cxy +=  Из  него выделяем 

частное решение, удовлетворяющее условию ,1)2(1:1)1( −+== cy  откуда 
.1−=c  Подставляя 1−=c  в общее решение, получаем частное решение  

 .12
32 xx

y −=      

 
 Пример 6 
 Найдите общее решение уравнения .0)2(2 2 =−+ dyxyydx  
   Это уравнение приводится к линейному с неизвестной функцией :x  

 ).0(,
2

1
≠−=− yyx

ydy
dx

 

 Решим его методом подстановки Бернулли: 

 .
2

1,
2

1 yv
y

vuvuyuv
y

vuvu −=







−′+′−=−′+′  
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 Находим частное решение уравнения .01
=− v

ydy
dv

 Разделив переменные, 

получим ., yv
y

dy
v
dv

==  

 Для отыскания u  получим уравнение .
2
yy

dy
du

−=  Отсюда находим 

.
2
1 cyu +−=  

 Следовательно, общее решение исходного уравнения  .
2

2ycyx −=     

 
 Пример 7 
 Приведите уравнение Бернулли 2322 yxxyy =−′  к линейному уравнению. 
   Разделим обе части уравнения на :2y   .22 312 xxyyy =−′ −−  Положим 

,1 zy =−  тогда   .2 zyy ′=′− −  Умножив обе части уравнения на –1 и выполняя 
указанную подстановку, получим линейное уравнение 

.22 3xxzz −=+′     
 
 Пример 8 
 Решите уравнение  .1322 =+′ xyyyx  
   Разделив обе части уравнения на ,022 ≠yx  получим уравнение Бер-

нулли  .1
2

2

x
y

x
yy −=+′  Сделав подстановку Бернулли ,uvy =  получим 

 222
1

vuxx
uvvuvu =+′+′   или  .1

222 vuxx
vvuvu =





 +′+′  

 Находим частное решение уравнения .0=+
x
v

dx
dv

Разделив переменные, 

получим  .1,lnln,
x

vxv
x

dx
v
dv

=−=−=  

 Для отыскания u  получим уравнение ,
323

,11 23

22

2 cxu
ux
x

xdx
du

+=
⋅

=⋅  

.
2
3

3 2 cxu +=  

 Общее решение исходного уравнения имеет вид  .
2
3

3
3x

c
x

uvy +==     
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 Пример 9 
Решите уравнение .0)36()32( 222 =−+++ dyyxyxdxyxy  

   Для того чтобы уравнение 0);();( =+ dyyxNdxyxM  было уравнени-
ем в полных дифференциалах, необходимо и достаточно, чтобы   

 .);();(
x

yxN
y

yxM
∂

∂
=

∂
∂

  

 В данном случае ,32);( 2yxyyxM += ;36);( 22 yxyxyxN −+=    

.62,62 yx
x
Nyx

y
M

+=
∂
∂

+=
∂
∂  

 Таким образом, ,
x
N

y
M

∂
∂

=
∂
∂

 т. е. левая часть данного уравнения действи-

тельно является полным дифференциалом некоторой функции ).;( yxu  
 Для искомой функции );( yxu  имеем 

.36,32 222 yxyx
y
uyxy

x
u

−+=
∂
∂

+=
∂
∂

 

 Из первого уравнения получаем 
 ∫ ++=+= ).(3)32();( 222 yxyyxdxyxyyxu ϕ  
 Дифференцируем последнее равенство по :y  

 ,366 222 yxyx
dy
dxyx −+=++
ϕ

  т. е.  .3 2y
dy
d

−=
ϕ

 

 Отсюда .)( 1
3 cyy +−=ϕ  Поэтому .3);( 1

322 cyxyyxyxu +−+=   
Решение уравнения запишется в виде  .3 322 cyxyyx =−+     

 
 Пример 10 
 Найдите общий интеграл дифференциального уравнения  
 .0)cos()sin( =+++++ dyyxxedxyye yx  

   Так как ,cos1,cos1 y
x
Ny

y
M

+=
∂
∂

+=
∂
∂

 т. е. ,
x
N

y
M

∂
∂

=
∂
∂

 то данное 

уравнение является уравнением в полных дифференциалах. 
 Общий интеграл уравнения в полных дифференциалах можно найти по 
одной из формул:  

 ( ) ( )∫∫ =+
y

y

x

x
cdyyxNdxyxM

00

;; 00 , 

∫ ∫ =+
x

x

y

y
cdyyxNdxyxM

0 0

.);();( 00  
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 Подставив в первую формулу для простоты ,000 == yx  получим 

 ∫ ∫ =+++
x y

yx cdyyxxedxe
0 0

,)cos(  

 ,)sin(1
0

cyxxyee
y

yyyx =+++−
=

=
 

 ,1sin1 cyxxyee yx =−+++−        .sin 1cyxxyee yx =+++     
 
 Пример 11 
 Решите уравнение .02)( 2 =−+ xydydxyx  
 

  Если левая часть уравнения dyyxNdxyxM );();( +  не является пол-
ным дифференциалом и выполнены все условия теоремы Коши, то существует 
такая функция ),;( yxµ  называемая интегральным множителем, что 

.)( duNdyMdx =+µ  
 Интегрирующий множитель легко находится в двух случаях: 

 1) ),(1 xF
x
N

y
M

N
=








∂
∂

−
∂
∂

  тогда  );(xµµ =  

 2) ),(1
1 yF

x
N

y
M

M
=








∂
∂

−
∂
∂

  тогда  ).(yµµ =  

 В нашем случае ,422 yyy
x
N

y
M

=+=







∂
∂

−
∂
∂

 

 ).(2
2
41 xF

xxy
y

x
N

y
M

N
=−=

−
=








∂
∂

−
∂
∂

 

 Следовательно, ).(xµµ =  

 Так как ( ) ))(2())(( 2 xyx
x

yxx
y

µµ −
∂
∂

=+
∂
∂

  или  

 ,)(2)(22)( yxxy
dx

dMyx µµ −−=   то  dx
x

dM 2
−=

µ
  и  .1

2x
=µ  

 Умножая уравнение на ,1
2x

=µ  получим 

 02
2

2
=−

+ dy
x
ydx

x
yx

 – уравнение в полных дифференциалах. 

 Общий интеграл уравнения найдем по формуле 
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 ∫ ∫ ===+
x

x

y

y
yxcdyyxNdxyxM

0 0

),0,1(,);();( 000  

 ∫ ∫ =−=−
x y

cy
x

xcdy
x
ydx

x1 0

2 .1ln,21
    
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Дополнительные задачи 
 
 1. Решите задачу Коши  .1)1(,0)( ==−+ ydyxxyydx  

 Ответ: .2ln2
x
yy =−  

 2. Решите уравнение  .0)12()( =+−+− dyxydxyx  

 Ответ:  .
2

2
2

cyxyyx
=+−+  

 3. Решите задачу Коши  .5)(,
cos

1tg ==+′ πy
x

xyy  

 Ответ:  .sincos5 xxy +−=  
 4. Решите уравнение  .0)32(3 =+− dyxydxy  

 Ответ:  .12

y
cyx −=  

 5. Решите задачу Коши  .2)1(,
33

2
−=−

−
=

−
−′ y

x
y

x
yy  

 Ответ:  .
1

3
x

xy
−
−

=  

 6. Решите уравнение  .01)2( =







−++ dye

y
xdxex y

x
y

x
 

 Ответ:  .2 cyex y
x

=+  

 7. Решите уравнение  .22 yx
ydxxdyydyxdx

+
−

=+  

 Ответ:  .arctg222 c
y
xyx =++  

 8. Решите уравнение  ,0)1( =−+ xdydxxyy  если известно, что оно имеет 
интегрирующий множитель )(xµµ =  или ).(yµµ =  

 Ответ:  .
2

2
cx

y
x

=+  Би
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ио
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Занятия 4–5 
Уравнения, допускающие понижение порядка.  

Задачи, приводящие к дифференциальным уравнениям  
 

 Пример 1 
 Докажите существование и единственность решения задачи Коши 

 .2)0(,1)0(,3
2

2 =′=+
′

+=′′ yyx
y

yyy  

   Правая часть уравнения – функция x
y

yyyyxF 3),,(
2

2 +
′

+=′  – непре-

рывна и имеет непрерывные частные производные  
y
yF

y
yyF yy

′
=′

′
−=′ ′

2,2 2

2
  

в окрестности точки (0; 1; 2). Поэтому в силу теоремы существования и един-
ственности искомое решение существует и единственно.    
 
 Пример 2 
 Покажите, что функция ),(xyy =  неявно заданная уравнением 

,2 yyx +=  является решением уравнения  .03 2 =′′−′′′′ yyy  

  Находим .,, yyy ′′′′′′  Имеем 1==′
dx
dyy : ,

12
1
+

=
ydy

dx
 так как 1=

dx
dy

: .
dy
dx

 

 3)12(
2

12
1)(

+
−=








+

=′=′′
ydx

dy
ydy

dy
dx
dy ; 

 .
)12(

12
)12(

2)( 53 +
=








+

−=′′=′′′
ydx

dy
ydy

dy
dx
dy  

 Подставив yyy ′′′′′′ ,,  в левую часть уравнения ,03 2 =′′−′′′′ yyy  получим 

 .0
)12(

43
)12(

12
12

1
53 ≡

+
−

+
⋅

+ yyy
    

 
 Пример 3 
 Найдите общее решение уравнения xxey −=′′  и выделите решение, удо-
влетворяющее начальным условиям:  0,4 =′= yy  при  .0=x  
   Найдем общее решение последовательным интегрированием данного 
уравнения: 

,
,

,
1cexedxexe

evdvdxe

dxduux
dxxey xxxx

xx
x +−−=+−=

−==

==
==′ −−−−

−−
− ∫∫
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.2 211 cxcexexcdxedxxey xxxx +++=+−−= ∫ ∫ −−−−  

 Воспользуемся начальными условиями  .2,1,
42
01

21
2

1 ==




=+
=+−

cc
c

c
 

 Следовательно, частное решение имеет вид  .2)2( +++= − xexy x     
 
 Пример 4 
 
 Решите уравнение  .0)3( =′+′′− yyx  
   Полагая ,zy =′  получим уравнение первого порядка 

.0)3( =+− z
dx
dzx  

 Разделяя переменные и интегрируя, найдем ;
3−

−=
x
dx

z
dz

 

.3ln;)3(,)3(;0,ln3lnln cxcycx
dx
ducxzccxz +−==−=−≠=−+  

 Функция )(0 cyz ==  является решением.  
Поэтому .,,3ln 11 Rcccxcy ∈+−=     

 
 Пример 5 
 Найдите общее решение уравнения  .02 =′+′′ yxy  

   Полагая ,zy =′  получим .;2;2
2

1
xeczxdx

z
dzxz

dx
dz −=−=−=  Реше-

ние 0=z  не потеряно. Следовательно, .21
2

cdxecy x += ∫ −     
 
 Пример 6 

 Решите задачу Коши 1,
2
1,ln1 =′=






 ′
+

′
=′′ yy

x
y

x
yy   при  .1=x  

   Полагая ,zy =′  получим .ln1 





 +=

x
z

x
z

dx
dz

 Это однородное уравнение. 

Проинтегрируем его с помощью подстановки .uxz =  Имеем  

 .;;lnlnln;
ln

);ln1( cxcx xezeucxu
x

dx
uu

duuuux
dx
du

====+=+  

 Полагая ,1=x  находим .0=c  Согласно произведенной замене 

.
2
1, 1

2 cxyx
dx
dy

+==  

 Полагая ,0=x  находим .01 =c  Окончательно имеем .
2
1 2xy =     
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 Пример 7 
 Решите уравнение .)1()(2 2 yyy ′′−=′  

   Положим ).(ypy =′  Тогда .
dy
dppy =′′  Уравнение примет вид  

 .0)1(2 =







−−

dy
dpypp  Функция )(0 cyp ==  является решением.  

 Пусть ,0≠p  тогда 
12 −

=
y
dy

p
dp

  или  ,ln1lnln
2
1

1cyp +−=   откуда  

.)1( 22
1 −= ycp  Но .

dx
dyp =   Следовательно,  22

1 )1( −= yc
dx
dy

  или  

,
)1( 222

1
∫∫ +=

−
cdx

yc
dy

  откуда ).1)((1
22

1
−+=

− ycx
c

 

 Функция cy =  является особым решением.    
 
 Пример 8 

 Найдите решение задачи Коши  ,2)0(,1)0(,
2

42
=′=

′+′
−=′′ yy

y
yyy  

предварительно убедившись, что искомое решение существует и единственно. 

   Функция 
y

yyzyxF
2

);;(
42 ′+′

−=  непрерывна  и имеет ограниченные 

частные производные 
y

yyF
y

yyF yy
)2(,

2

3

2

42 ′+′−
=′

′+′
=′ ′  в окрестности точки 

(0; 1; 2). Поэтому в силу теоремы существования и единственности, искомое 
решение существует и единственно. Положим ,py =′  где  )(ypp =  – новая 
неизвестная функция. 

 Тогда .
dy
dppy =′′  Относительно )(ypp =  мы получим уравнение  

 .
2

42

y
pp

dy
dpp +

−=  

 Для искомого решения .0≠p  Разделяя переменные, получим 

 
y

dy
pp
pd

=
+

−
)1(

)(
22

2
  или  ,)(

1
)1(

2

2

2

2

y
dy

p
pd

p
pd

=−
+
+

 откуда 

 ).0(1),0(ln1ln 112

2

2

2
≠=

+
>=

+ cyc
p

pcyc
p

p
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 Используя начальные условия находим .
4
5

1 =c  

 Имеем  .
1

4
5

1,
4
51,

4
51 22

2

2

−
==+=

+

y
pyppy

p
p

 

 Согласно произведенной замене, получаем: 

 .1
4
5

15
8,1

4
5,

1
4
5

1
2

2
3

cxydxdyy
ydx

dy
+=






 −=−

−
=  

 Учитывая начальные условия, найдем  .
15
1

2 =c   

Поэтому  .
5
4)115(

15
1 3

2
++= xy     

 
Пример 9 
Найдите кривую, проходящую через точку (1; 1), у которой отрезок, отсе-

каемый на оси ординат, равен абсциссе точки касания. 
  В точке );( yxM  проведем касательную к искомой кривой (рис. 3). 
 
 

 
 
 
 
 
 
         Рис. 3 
 ).( xXyyY −′=−  
 Полагая ,0=X  находим ординату точки А:  .xyyY ′−=  Получаем диф-

ференциальное уравнение  ,xxyY =′−  или .11
−=−′ y

x
y  Это линейное урав-

нение. 
 Сделав подстановку Бернулли ,, vuvuyuvy ′+′=′=  получим 

 .11
−=






 −′+′′ v

x
vuvu  

 Находим частное решение уравнения:  ,,01
x

dx
v
dvv

xdx
du

==−  

.,lnln xvxv ==  

);( yxM  

x 

y 

A 

O 
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Далее ищем общее решение уравнения:  .1−=x
dx
du

 

Имеем  .lnlnln, 1
1 x

cxcu
x

dxdu =−=−=  

Искомое общее решение принимает вид  .ln
x
cxy ⋅=  

Используя начальное условие, получим .,ln1 ecc ==  

Уравнение кривой будет  ).ln1()ln(lnln xxxex
x
exy −=−==     

 
 Пример 10 
 Согласно закону Ньютона, скорость охлаждения тела пропорциональна 
разности температур тела и окружающей среды. Температура вынутого из печи 
хлеба снижается от 100 °С до 60 °С за 20 мин. Температура воздуха 25 °С. Через 
какой промежуток времени (от начала охлаждения) температура хлеба пони-
зится до 30 °С? 
   Дифференциальное уравнение охлаждения хлеба будет 

 ),( tTk
d
dT

−=
τ

 

где Т – температура хлеба; 
      t  – температура окружающего воздуха;  
      k  – коэффициент пропорциональности; 

      
τd

dT
 – скорость охлаждения хлеба. 

 Пусть τ  – искомое время охлаждения. Тогда, разделяя переменные, по-

лучим  τ
τ

kd
T
dT

=
−

. 

 Для условий задачи .
25

τkd
T

dT
=

−
 Интегрируя, получаем 

 .25,ln)25ln(,
25

)25(
∫∫ =−+=−=

−
− τττ kceTckTdk

T
Td

 

 Произвольную постоянную с определяем из начального условия:  при 
0=τ   Т = 100 °С. Отсюда с =100 – 25=75.  Подставив в полученное уравнение 

60=T  и 20=τ , получим .
15
7

75
35 20

1
20

1







=






=ke  

 Уравнение охлаждения хлеба примет вид  .25
15
775

20
+






⋅=

τ

T  
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 Отсюда ,
15
7755

20
τ







⋅=   или  71

15ln7ln
15ln20

≈
−

−
=τ  мин.    

 
 Пример 11 
 Найдите форму зеркала, собирающего все параллельные лучи в одну точку. 
   Очевидно, что зеркало должно иметь форму поверхности вращения, 
ось которого параллельна направлению падающих лучей. Примем эту ось за ось 
Ох и найдем уравнение кривой, вращением которой образуется искомая по-
верхность (рис. 4). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
         Рис. 4 
 
 Пусть kM  – падающий луч, МО – отраженный луч. В точке М проведем 
касательную ТТ1 к искомой кривой. Так как ,01 MTOTMMKT ∠=∠=∠  то тре-
угольник МТО является  равнобедренным. Следовательно, ,OTOM =  но 

,22 yxOM +=  а OT  найдем из уравнения касательной. 

 ),( xXyyY −′=−  полагая ,0=Y  имеем .
y
yxX
′

−=   

Таким образом, получаем дифференциальное уравнение 

,22

y
yxyx
′

+−=+  или  .0)( 22 =−++ ydxdyyxx  Это однородное уравне-

ние. Здесь более целесообразно считать х функцией, а у – аргументом. Приме-

ним подстановку .t
y
x
=  Тогда получим ,0)()( 222 =+−++ ydttdyydytyyyt  

или .012 =−+ ydtdyt  Разделяем переменные и интегрируем:  

 ).0(ln)1ln(ln,
1 1

2

2
>+++=

+
= yctty

t
dt

y
dy

  

 Возвращаясь к переменным х и у, имеем 
 

x 

y 

0 

T1 

M 
k 

T 
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c
yyxx

2
22 =++   или  .

2
22 






 +=

cxcy  

 Искомая кривая является параболой, а зеркало имеет форму параболоида 

вращения  .
2

222 





 +=+

cxczy     

 
 Пример 12 
 Среднее геометрическое координат точки касания кривой равно отноше-
нию отрезка, отсекаемого касательной на оси ординат, к удвоенной ординате 
точки касания. Найти уравнение кривой, если она проходит через точку (1; 1). 

 В точке ( )yxM ;   проведем касательную к искомой кривой (рис. 5). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
       Рис. 5 
 ).( xXyyY −′=−  
 Полагая ,0=X  находим ординату точки А:   .xyyY ′−=  
 Получаем дифференциальное уравнение 

 ,
2y

xyyxy
′−

=   или  .21 2
3

2
1

yxy
x

y −
=−′  Это уравнение Бернулли. 

 Сделав подстановку ,, vuvuyuvy ′+′=′=  получим 

 .21,21 2
3

2
3

2
1

2
3

2
3

2
1

vuxv
x

vuvuvuxuv
x

vuvu −−
=






 −′+′=−′+′  

 Находим частное решение уравнения .,01 xvv
x

v ==−′  

Находим общее решение уравнения 

,2 2
3

2
3

2
1

xuxxu −
=′    .

)(
1,

2
1

2
2

3

cx
udxudu

+
==⋅

−
 

 Искомое общее решение принимает вид  .
)( 2cx

xuvy
+

==  

 Используя начальное условие ,1)1( =y  получаем две интегральные кривые 
 1=xy   и  .0)2( 2 =−− xyx     

);( yxM  

x 

y 

A 

O 
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Самостоятельная работа к занятиям 4–5 

Вариант 1 

 
 Решите уравнения: 

 1. .
ln

2

y
ey

x
=′     Ответ:  .

2
1)1(ln 2 ceyy x +=−  

 2. .)(
2x

yxyy +
=′     Ответ:  .

ln cx
xy −

=  

 3. .
2
1)1(,1 2

e
yey

x
y x ==+′ −  Ответ:  .

2

2

x
ey

x−
=  

 4. .0)cos1()sin( 2 =+++ dyyxdxyx  Ответ:  .sin333 cyxyx =++  

 5. .11
3x

y
x

y =′+′′     Ответ:  .1ln 21 c
x

xcy ++=  

 
Вариант 2 

 
Решите уравнения: 

 1. .)1( xx eyye =′⋅+    Ответ:  .)1(ln22 += xecy  

 2. .2 22

xy
xyy +

=′     Ответ:  .ln4 22 cxxy =  

 3. .0)0(,3
322 ==−′ yexyxy x  Ответ:  .

3
1 33 xexy =  

 4. .0)cos()sin( =+++ dyyyedxxye xx     Ответ:  .0sin222 =++ yeyx x  

 5. .1 xy
x

y =′−′′     Ответ:  .
23 2

2

1

3
cxcxy ++=  
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Дополнительные задачи 

 
1. Решите уравнение  .ln xxy =′′′  

 Ответ:  .
2288

13ln
24 32

2

1
4

4
cxcxcxxxy +++−=  

 2. Решите уравнение  .123 =′+′′ yxyx  

 Ответ:  .1ln 21 c
x

xcy ++=  

 3. Решите уравнение  .
cos

1tg
x

xyy =′′+′′′  

 Ответ:  .cossin 321 cxcxcxy ++−−=  

 4. Решите задачу Коши:  .0)0(,1)0(,1
3 =′==′′ yy

y
y  

 Ответ:  .12 −= yx  
 5. Запишите уравнение линии, проходящей через точку А(1; 0), если из-
вестно, что отрезок, отсекаемый касательной в любой точке этой линии на оси 
Оy, равен расстоянию от точки касания до начала координат. 

 Ответ:  ).1(
2
1 2xy −=  
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Занятия 6–7 

Линейные уравнения высших порядков 

 
 Пример 1 

Найдите определитель Вронского систем функций: 
 а) );;(;,, 2 +∞−∞=Jexxee xxx  
 б) );;(;sin,cos,3 22 +∞−∞=Jxx  
 в) ).;(;,2 +∞−∞=⋅ Jxxx  
 Исследовать данные функции на линейную зависимость. 

   а) находим =
+++

++=
xxx

xxx

xxx

exxexe
exxexe

exxee
xW

)24()2(
)2()1()(

2

2

2

 

.2
2420

210
1

2421
211

1
3

2

3

2

2

2

3 xxx e
x

x
xx

e
xxx

xxx
xx

e =
+

=
+++

++=  

 Поскольку ,0)( ≠xW  данные функции линейно независимы на J; 

 б) .0
2cos22cos20

2sin2sin0
sincos3

)(

22

=
−
−=

xx
xx
xx

xW  

 Вывод о линейной зависимости данных функций по их определителю 
Вронского сделать нельзя. Но так как  0sincos3 2

3
2

21 ≡++⋅ xx ααα   при  

,1,
3
1

321 ==−= ααα  данные функции являются линейно зависимыми на J; 

 в) для функции xxxf ⋅=)(  при ,22)(0 xxxfx ==′>   при   

,22)(0 xxxfx =−=′<   при  .20
0

lim)0(0
00 =→

==
−⋅

=′=
xx

x
x
xx

fx  

 Таким образом, .,2)( Jxxxx ∈=′⋅  

 Находим .0
22

)(
2

=
⋅

=
xx
xxx

xW  

 Вывод о линейной зависимости данных функций по их определителю 
Вронского сделать нельзя. Данные функции линейно независимы на J, так как 
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тождество  )(02
2

1 Jxxxx ∈≡⋅+αα  выполняется только при .021 ==αα  
Действительно, при  1=x  получаем ;021 =+αα  при  1−=x  имеем  
 .021 =−αα  
 Эта система имеет решение .021 ==αα     
 
 Пример 2 
 Покажите, что функции 2

1 xy = и 5
2 xy =  образуют фундаментальную 

систему решений некоторого линейного однородного уравнения второго по-
рядка, и найдите решение задачи Коши для этого уравнения с начальными 
условиями .2)1(,1)1( −=′= yy  

   Находим определитель Вронского  .3
52

);( 6
4

52

21 x
xx
xx

yyW ==  

 Следовательно, функции 2
1 xy = и 5

2 xy =  образуют фундаментальную 
систему решений некоторого однородного линейного уравнения второго по-
рядка, коэффициенты которого являются непрерывными функциями при .0≠x   
 Общее решение этого уравнения имеет вид  ,5

2
2

1 xcxcy +=  где  1c  и 2c  
произвольные постоянные. 
 Для решения поставленной задачи Коши необходимо определить значе-
ния постоянных 1c  и 2c  так, чтобы выполнялись заданные начальные условия.  

 Имеем  ,
252

1

21

21





−=+
=+
сс

сс
  откуда .

3
4,

3
7

21 −== cс  

 Поэтому решение данной задачи Коши имеет вид 

 .
3
4

3
7 52 xxy −=     

 
 Пример 3 
 Покажите, что функции xeyxyy === 321 ,,1  образуют фундаменталь-
ную систему решений некоторого линейного однородного уравнения третьего 
порядка. Составьте это уравнение.  
   Найдем :);;( 321 yyyW  

 .0
10
11

00
10

1
);;( 321 Rxee

e
e
ex

yyyW xx

x

x

x

∈∀≠===  

 Следовательно, данные функции образуют фундаментальную систему 
решений некоторого линейного однородного уравнения третьего порядка с ко-
эффициентами непрерывными на ).;( +∞−∞  
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 Это уравнение имеет вид:  .0);;;( 321 =yyyyW  

).(
1
1

10
10
11

00
00
10

1

);;;( 321 yye
y
y

e
y
y
y

e

ey
ey
ey
exy

yyyyW xxx

x

x

x

x

′′′−′′=
′′′
′′

=
′′′
′′
′

−=

′′′
′′
′

=  

 Искомое уравнение имеет вид  ,0)( =′′′−′′ yyex   или  .0=′′−′′′ yy     
 
 Пример 4 
 Найдите общие решения уравнений: 
 а) ;065 =+′+′′ yyy   б) ;06 =′−′′ yy  
 в) ;044 =+′+′′ yyy   г) .072 =+′+′′ yyy  
   а) корни характеристического уравнения 0652 =++ λλ  – числа 

.3,2 21 −=−= λλ  Фундаментальную систему решений образуют функции 

., 32 xx ee −−  
 Общее решение имеет вид  xx ececy 3

2
2

1
−− += ; 

 б) корни характеристического уравнения 062 =− λλ  – числа 01 =λ  и 

.62 =λ  Фундаментальную систему решений образуют функции 1 и .6xe  Общее 
решение имеет вид xeccy 6

21 += ; 
 в) корни характеристического уравнения 442 ++ λλ  – числа 

.221 −== λλ  Фундаментальную систему решений образуют функции xe 2−  и 

.2xxe−  Общее решение имеет вид xx xececy 2
2

2
1

−− += ; 
 г) корни характеристического уравнения 722 ++ λλ  – числа 

.6102,1 i±−=λ  Фундаментальную систему решений образуют функции 

xe x 6cos−  и .6sin xe x−  Общее решение имеет вид 
 ).6sin6cos( 21 xcxcey x += −     
 
 Пример 5 
 Найдите общие решщения уравнений: 
 а) ;06116)4( =′−′′+′′′− yyyy   б) ;08 =+′′′ yy  
 в) ;033 )4()5( =′′−′′′+− yyyy   г) ;02)4( =+′′+ yyy  
 д) .04444)4()5( =−′+′′−′′′+− yyyyyy  
   а) находим корни характеристического уравнения  
 .06116 234 =−+− λλλλ  
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 Имеем  =−++−−=−+− )6655()6116( 22323 λλλλλλλλλλ  

.0)3)(2)(1())1(6)1(5)1(( 2 =−−−=−+−−−= λλλλλλλλλλ  
 Откуда .3,2,1,0 4321 ==== λλλλ   Фундаментальную систему реше-
ний образуют функции  .,,,1 32 xxx eee  Общее решение имеет вид 
 xxx ecececcy 3

4
2

321 +++= ; 
 б) находим корни характеристического уравнения .083 =+λ  Имеем 

.0)42)(2( 2 =+−+ λλλ  Откуда .31,2 3,21 xi±=−= λλ  Фундаментальную 

систему решений образуют функции  .3sin,3cos,2 xexee xxx−  Общее ре-
шение имеет вид )3sin3cos( 32

2
1 xcxceecy xx ++= − ; 

 в) находим корни характеристического уравнения 
.033 2345 =−+− λλλλ  Имеем .0)1( 32 =−λλ  Откуда .1,0 5,4,32,1 == λλ  Фун-

даментальную систему решений образуют функции  .,,,,1 2 xxx exexex  Общее 
решение имеет вид )( 2

54321 xcxccexccy x ++++= ; 
 г) находим корни характеристического уравнения .012 24 =++ λλ  Имеем 

.0)1( 22 =+λ  Откуда ., 4,32,1 ii −== λλ  Фундаментальную систему решений 
образуют функции  .sin,cos,sin,cos xxxxxx  Общее решение имеет вид 
 xxccxxccy sin)(cos)( 4321 +++= ; 
 д) находим корни характеристического уравнения 
 .04444 2345 =−+−+− λλλλλ   
 Имеем 0)2)(1(,0)1(4)1(4)1( 2224 =+λ−λ=−λ+−λλ+−λλ . Откуда 

.2,2,1 5,43,21 ii −=±== λλλ  Фундаментальную систему решений образу-

ют функции  .2sin,2cos,2sin,2cos, xxxxxxex  Общее решение име-
ет вид .2sin)(2cos)( 54321 xxccxxccecy x ++++=     
 
 Пример 6 

Применяя метод вариации произвольных постоянных, решите уравнение 

.
1+

=−′′ x

x

e
eyy  

   Решим соответствующее однородное уравнение .0=−′′ yy  Находим 
корни характеристического уравнения .012 =−λ  Откуда .1,1 21 −== λλ  фун-
даментальную систему решений образуют функции xey =1  и .2

xey −=  Общее 
решение однородного уравнения имеет вид .21

xx ececy −+=  Общее решение 
имеет вид .)()( 21

xx excexcy −+=  
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 Составим систему  .
1)()(

0)()(

2

21

+
=







′−′

=′+′
−

−

x

x

xx

xx

e
e

excexc

excexc
  

Решая ее, находим  .
12

1)(,
1

1
2
1)(

2

21 +
⋅−=′

+
⋅=′

x

x

x e
exc

e
xc  

Интегрируя, имеем  ∫ ∫ ===
+

=
+

= te
ee

dxe
e

dxxс x
xx

x

x )1(2
1

12
1)(1  

;)1ln(
2
1

21
11

2
1

)1(2
1

1∫ ∫ ++−=







+
−=

+
= cexdt

tttt
dt x  

 ∫ ∫ +++−=
+
−+

−=
+

−= .)1ln(
2
1

2
1

1
11

2
1

12
1)( 2

2

2 ceede
e

edx
e
exс xxx

x

x

x

x
 

Общее решение имеет вид  

 .)))1ln(1())1ln(((
2
1

21
xxxxxx ececeeeexy −− ++++−++−=     

 
 Пример 7 
 Укажите вид частных решений для данных неоднородных уравнений: 
 а) ;4 22 xexyy =−′′        б) ;2sin44 2xexyyy +=+′−′′  
 в) ;sin22 xeyyy x=+′+′′       г) ;)1(65 22 xx xeexyyy ++=+′−′′  
 д) ;cos106 3 xxxeyyy x +=′+′′+′′′ −    е) .2sin34 22 xeeyy xx ++=′−′′′  
   а) находим корни характеристического уравнения .042 =−λ  Откуда 

.2,2 21 −== λλ  Частное решение имеет вид 
 xeAxAxAxy 2

32
2

1
* )( ++= ; 

 б) находим корни характеристического уравнения .0442 =+− λλ  Отку-
да .221 == λλ  Частное решение имеет вид 
 xexAxAxAy 22

321
* 2cos2sin ++= ; 

 в) находим корни характеристического уравнения .0222 =++ λλ  Отку-
да .12,1 i±−=λ  Частное решение имеет вид 

 )cossin( 21
* xAxAey x += ; 

 г) находим корни характеристического уравнения .0652 =+− λλ  Откуда 
.3,2 21 == λλ  Частное решение имеет вид 

 xx eAxAxeAxAxAy 2
5432

2
1

* )()( ++++= ; 
 д) находим корни характеристического уравнения .0106 23 =++ λλλ  
Откуда .3,0 3,21 i±−== λλ  Частное решение имеет вид 
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 )()sin)(cos)(( 654321
3* AxAxxAxAxAxAxey x +++++= − ; 

 е) находим корни характеристического уравнения .043 =− λλ  Откуда 
.2,2,0 321 −=== λλλ  Частное решение имеет вид 

 ).2cos2sin( 54
22

21
* xAxAexeAxAy xx +++=     

 
 Пример 8 
 Найдите общее решение уравнения .523 2 +−=′′−′′′ xxyy  
   Так как характеристическое уравнение 023 =− λλ  имеет укорни 

,1,0 32,1 == λλ  то общим решением соответствующего однородного уравне-

ния 0=′′−′′′ yy  является функция .321
x

o.o ecxccY ++=  Частное решение 
уравнения определяется формулой 
 =++= )( 32

2
1

2* AxAxAxy .2
3

3
2

4
1 xAxAxA ++  

 Находим 
;234 3

2
2

3
1

* xAxAxAy ++=′  
 ;2612 32

2
1

* AxAxAy ++=′′  
 .624 21

* AxAy +=′′′  
 Подставив эти выражения в исходное уравнение, получим 
 5232612624 2

32
2

121 +−≡−−−+ xxAxAxAAxA   или 
,0)625()2246()123( 2312

2
1 ≡−++−−++ AAxAAxA  

откуда  ,
.0625
02246

,0123

23

12

1









=−+
=−−

=+

AA
AA

A
 

 Решая систему, находим .
2
9,

3
2,

4
1

321 −=−=−= AAA  

 Общее решение имеет вид  .
2
9

3
2

4
1 234

321. xxxecxccY x
нo −−−++=     

 
 Пример 9 
 Решите уравнение .3cos37102 xyyy =+′−′′  
   Находим корни характеристического уравнения ,01022 =+− λλ  от-
куда .312,1 i±=λ  Общим решением соответствующего однородного уравнения 

является функция  ).3sin3cos( 21. xcxceY x
oo +=  Частное решение уравнения 

определяется формулой  .3sin3cos 21
* xAxAy +=  Подставляя функцию *y  и 
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ее производные   ,3cos33sin3 21
* xAxAy +−=′   xAxAy 3sin93cos9 21

* −−=′′  
в данное неоднородное уравнение, получим равенство  
 ,3cos373sin)6(3cos)6( 2121 xxAAxAA =++−  

откуда  




=+
=−

.06
,376

21

21

AA
AA

 

 Решая систему, находим .6,1 21 −== AA   

Следовательно,  .3sin63cos)3sin3cos( 21. xxxcxceY x
нo −++=     

 
Пример 10 

 Решите уравнение .2 xx exeyy −+=+′′  
  Характеристическое уравнение 012 =+λ  имеет корни ,i±=λ  поэтому 

общее решение однородного уравнения:  . 1 2cos sin .o oY c x c x= +  Пользуясь 
принципом суперпозиции (наложения), частное решение исходного уравнения 
следует искать в виде  .)( 321

*
2

*
1

* xx eAeAxAyyy −++=+=  
Итак,   

,

,)(2

)(

,)(

1
0
1

3211
*

3211
*

321
*

xxx

xxx

xx

eAeAxAeAy

eAeAxAeAy

eAeAxAy

−′′

−′

−

+++=

−++=

++=

+  

.22)22(2 3211
xxxxx exeeAeAAxeAyy −−∗∗ +≡+++=+

″
 

 Отсюда  .1,
2
1,

2
1,

,22
022

,12

321

3

21

1

=−==








=
=+

=
AAA

A
AA

A
 

Следовательно, общее решение исходного уравнения:  

.)1(
2
1sincos 21.

xx
нo eexxcxcY −+−++=     

 
Пример 11 
Решите уравнение .44 2xxeyyy =+′−′′  
 Характеристическое уравнение 0442 =+− λλ  имеет корни 

,221 == λλ  поэтому общее решение однородного уравнения имеет вид 

.2
2

2
1.

xx
oo xececY +=  Так как число 2 является двукратным корнем характери-

стического уравнения, частное решение неоднородного уравнения следует ис-
кать в виде .)()( 22

2
3

121
2* xx exAxAeAxAxy +=+=  

Находим 
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,)2)23(2( 2
2

2
21

3
1

* xexAxAAxAy +++=′  

.)2)86()412(4( 2
221

2
21

3
1

* xeAxAAxAAxAy +++++=′′  
Таким образом, 

,)2)86()412(4(

,)2)23(2(

,)(

1
1
4

2
221

2
21

3
1

*

2
2

2
21

3
1

*

22
2

3
1

*

x

x

x

eAxAAxAAxAy

exAxAAxAy

exAxAy

+++++=

+++=

+=

−+
′′

′  

.2644 22
2

2
1

*** xxx xeeAxeAyyy ≡+=+−′′ ′  

 Отсюда  .0,
6
1

21 == AA  

Следовательно, общее решение исходного уравнения: 

 .
6

)( 2
3

21
2 xx

o.н exxcceY ++=     

 
Пример 12 

Решите задачу Коши .1)0(,
8
1)0(,12 22 =′=−+=′−′′ yyxeyy x  

 Характеристическое уравнение 022 =− λλ  имеет корни 
,221 == λλ  поэтому общее решение однородного уравнения:  .2

21.
x

oo eccY +=  
Пользуясь принципом суперпозиции, частное решение исходного уравнения 
следует искать в виде  .4

2
3

3
2

2
1

*
2

*
1

* xAxAxAxeAyyy x +++=+=  
 Подставляя функцию *y  и ее производные   
 ,2322 43

2
2

2
1

2
1

* AxAxAxeAeAy xx ++++=′  
 3

2
2

2
1

2
1

* 2646 AxAxeAeAy xx +++=′′  
в данное неоднородное уравнение, получим равенство 

≡−−−−−+++ 43
2

2
2

1
2

132
2

1
2

1 246442646 AxAxAxeAeAAxAxeAeA xxxx  

,122 −+≡ xe x   откуда   











−=−
=−−

=−
=

.122
,046

,16
,12

43

32

2

1

AA
AA

A
A

 

 Решая систему, находим .
4
1,

4
1,

6
1,

2
1

4321 =−=−== AAAA  

 Следовательно, .
4
1

4
1

6
1

2
1 2322

21. xxxxeeccY xx
нo +−−++=  

Для того чтобы решить задачу Коши находим  
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 .
4
1

2
1

2
1

2
12 2222

2. +−−++=′ xxxeeecY xxx
нo  

 Используя начальные условия, получаем систему для определения 1c  и 2c : 

,
1

4
1

2
12

8
1

2

21










=++

=+

c

cc
  откуда находим .

8
1,0 21 == cc  

 Таким образом, частное решение, удовлетворяющее данным начальным 

условиям, имеет вид   .
4
1

4
1

6
1

2
1

8
1 2322 xxxxeey xx +−−+=     
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Дополнительные задачи 

 
1. Решите уравнения: 

 а) ;0=+′−′′ yyy     б) ;01892 =−′+′′−′′′ yyyy     в) .0910)4( =+′′+ yyy  

 Ответ:  а) ;
2
3sin

2
3cos 21

2








+= xccey

x
 

     б) ;3sin3cos 32
2

1 xcxcecy x ++=  
     в) .3sin3cossincos 4321 xcxcxcxcy +++=  
 2. Решите уравнение методом вариации произвольных постоянных: 

 а) ;
2cos

14
x

yy =+′′     б) .cos2 xx eeyy =′−′′  

 Ответ:  а) ;2sin
2
12cos2cosln

4
1

11 xcxxcxy 





 ++






 +=  

    б) ).cos(21
xx eeccy −+=  

 3. Определите вид частного решения: 
 а) ;cos xxyy =+′′      б) ;cos)4(sin)12(2 2 xxxxxyyy −++=′+′′+′′′  
 в) .2sin 2xxeyy x +=′−′′′  
 Ответ:  а) );sin)(cos)(( xDCxxBAxxy +++=  
     б) ;sin)(cos)( 22 xFExDxxCBxAxy +++++=  
     в) ).()sincos( 2 FDxCxxxBxAey x ++++=  
 4. Решите уравнения: 
 а) ;183 3 xeyy x −=′−′′   б) ;13 +−=′′−′′′ xyy      в) .cos2 xyy =−′′  

 Ответ:  а) ;23
3
1 3

21
23 xx eccxxxey ++++=  

     б) ;
2
1

321
23 xccecxxy x ++++=  

     в) .2cos
10
1

2
1

21
xx ececxy −++−−=  
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Занятия 8–9 

Системы дифференциальных уравнений 
 
 Пример 1 

 Решите систему уравнений 










=

=

.

,sin

cos txe
dt
dy

tx
dt
dx

 

  Первое уравнение решаем независимо от второго. Разделяя в нем пе-
ременные и интегрируя, получим 

).(,cosln,sin 1
cos

1 Rcecxtcxtdt
x

dx t ∈=−== −  

Подставляем найденное значение )(tx  во второе уравнение  .1c
dt
dy

=  

Отсюда .21 ctcy +=    
 
Пример 2 

Решите систему уравнений .0
,

,
>










−=

−=
t

t
x

dt
dy

t
y

dt
dx

 

  Сложив почленно данные уравнения, получим 

 ),(1)( yx
t

yx
dt
d

+−=+   откуда  .1

t
cyx =+  

Вычитая почленно исходные уравнения, имеем 

 ),(1)( yx
t

yx
dt
d

−=−   откуда  .2 tcyx −=−  

Из системы уравнений 






=−

=+

,

,

2

1

tcyx
t
cyx

  находим 

.
2
1,

2
1

2
1

2
1 






 −=






 += tc

t
cytc

t
cx     

 
Пример 3 

Решите систему уравнений 










−=

=

.

,

2

2

xy
t
y

dt
dy

yx
dt
dx
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  Умножив обе части первого уравнения на y , а второго – на x  и сложив 

почленно полученные уравнения, имеем   
t
xy

dt
dyx

dt
dxy =+   или  .)(

t
xyxyd =  

Отсюда .1tcxy =  

Заменяя в первом уравнении данной системы xy  на tc1 , получим  .1txc
dt
dx

 

 Интегрируя это уравнение, находим .2
2

2
1

tc
ecx =  Если  ,02 ≠c  то 

2

2

11

2
1

tc
te

c
c

x
tcy == . 

Если ,02 =c  т. е. ,0=x  то ;cty =  если ,0=y  то .cx =     
 
Пример 4 

Найдите общее решение системы  










=−+

=−+

233

,042

xzy
dx
dz

zy
dx
dy

 и частное ее реше-

ние, удовлетворяющее начальным условиям  .
4
31)0(,7)0( −=−= zy  

  Дифференцируем по x  первое уравнение  .042 =′−′+′′ zyy  Подстав-

ляем в это уравнение  ,33 2 zyxz +−=′  а затем  ).2(
4
1 yyz +′=  В результате 

получаем одно дифференциальное уравнение второго порядка с одной неиз-
вестной функцией :y   .122 2xyyy =−′−′′  

Составим и решим характеристическое уравнение ,022 =−− λλ  
.2,1 21 =−= λλ  

.2;2;; .21.32
2

1.
2

21. AYAxAYAxAxAYececY нчнчнч
xx

oo =′′+=′++=+= −  
Находим неизвестные коэффициенты :,, 321 AAA  

.9,6,6,1222222 321
2

32
2

1211 −==−=≡−−−−− AAAxAxAxAAxAA  
Следовательно, ,966 22

21. −+−+= − xxececY xx
нo  

.33
4
1

4
2 22

21. −−+=
+′

= − xececyyZ xx
нo  
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Подставив в полученные соотношения ,
4
31,7,0 −=−== zyx  получим 

.1,1
,

4
313

4
1

,79
21

21

21
==







−=−+

−=−+
cc

cc

cc
 

Частное решение имеет вид  






−−+=

−+−+=

−

−

.33
4
1

,966

22

22

xeez

xxeey

xx

xx

      

 
Пример 5 

Решите систему уравнений 










+=

−−=

,43

,2

zy
dx
dz

zy
dx
dy

  найдите ее частные решения, 

удовлетворяющее начальным условиям:  2,1 =−= zy  при .0=x  

  Частные решения этой системы ищем в виде ., xx ezey λλ βα ==  
Составляем характеристическое уравнение: 

.023,0
43

21 2 =+−=
−
−−−

λλ
λ

λ
 Оно имеет корни  .2,1 21 == λλ  При 

11 == λλ  система уравнений для нахождения α  и β имеет вид 





=+
=−−

.033
,022

βα
βα

 

Она эквивалентна уравнению  ,0=+ βα  одно из решений которого: 
.1,1 −== βα  Поэтому характеристическому числу 1=λ  соответствует част-

ное решение ., 11
xx ezey −==   

Аналогично находим частное решение, соответствующее характеристи-
ческому числу :22 =λ  





=+
=−−

.023
,023

βα
βα

 

Одно из решений этой системы:  .3,2 −== βα  
Таким образом, .3,2 2

2
2

2
xx ezey −==  

Общим решением системы уравнений будет  






−−=

+=

.3

,2
2

21

2
21

xx

xx

ececz

ececy
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Найдем частное решение, удовлетворяющее указанным начальным усло-

виям. Полагая в общем решении  ,2,1,0 =−== zyx  имеем  




−−=
+=−

.32
,21

21

21

cc
cc

 

откуда .1,1 21 −== cc  

Поэтому частным решением будет 






+−=

−=

.3

,2
2

2

xx

xx

eez

eey
    

 
Пример 6 

Решите систему уравнений 










+−=

+=

.

,3

yx
dt
dy

yx
dt
dx

 

  Составляем и решаем характеристическое уравнение: 

.2,044,0
11

13
21

2 ===+−=
−−

−
λλλλ

λ
λ

 

Так как характеристическое уравнение имеет корень 2=λ  кратностью 
два, частные решения системы ищем в виде  .)(,)( 22 tt etyetx δβγα +=+=  
Подставляя эти выражения в исходные уравнения, получим 





δ+β+γ−α−=δ+β+δ
δ+β+γ+α=γ+α+γ
.)(2

,)(3)(2
ttt

ttt
 

Эти равенства тождественно выполняются тогда и только тогда, когда  





=δ+γ
=β+γ−α

.0
,0
 

Полученная алгебраическая система имеет два линейно независимых ре-
шения, так как она содержит четыре неизвестных и ранг матрицы системы не 
равен нулю. 

Очевидно, что в качестве таких решений можно взять, например, 
,1=α 0,1 ==−= δγβ   и  .1,1,0,1 −==== δγβα  Следовательно, найде-

ны два линейно независимых решения исходных уравнений: 

 tt etyex 2
1

2
1 )(, −==   и  .)(,)1( 2

2
2

2
tt tetyetx −=+=  

 Все решения начальной системы уравнений запишем в виде

 
( )







−−=

++=

.

,1
2

2
2

1

2
2

2
1

tt

tt

tececy

etcecx
    
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Пример 7 

Решите систему уравнений 










+=

−=

.2

,2

zy
dx
dz

zy
dx
dy

  

  Составляем и решаем характеристическое уравнение: 

.2,054,0
21

12
2,1

2 i±==+−=
−
−−

λλλ
λ

λ
 

Построим комплексное решение вида ,, )2()2( xixi ezey ++ == βα  соответ-
ствующее характеристическому числу .21 i±=λ  Числа α  и β  определяем из 
уравнения  .0=−− βαi  Полагая ,1=α  находим ,i−=β  так что  

.
)cos(sin

)sin(cos
2)2(

2)2(







−=−=

+==
+

+

xixeiez

xixeey
xxi

xxi

 

Отделяя вещественные и мнимые части, получаем два вещественных ли-
нейно независимых частных решения 







=

=

xez

xey
x

x

sin

,cos
2

1

2
1    и   







−=

=

.cos

,sin
2

2

2
2

xez

xey
x

x

 

Общим решением системы будет 






−=

+=

).cossin(

),sincos(

21
2

21
2

xcxcez

xcxcey
x

x

    

 
Пример 8 

Решите систему уравнений 















−−=

−=

+=

.2

,4

,2

31
3

32
2

31
1

xx
dt

dx

xx
dt

dx

xx
dt
dx

 

  Составляем и решаем характеристическое уравнение: 

.1,1,0,0)1(,0
201

410
201

321
2 −====−=

−−−
−−

−
λλλλλ

λ
λ

λ
 

Частные решения системы будем искать в виде  ,, 21
tt exex λλ βα ==  

.3
tex λγ=   
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Корню 01 =λ  соответствует система  из двух уравнений (третье есть 

следствие первых двух):  




=γ−β
=γ+α

.04
,02
 

Одно из решений:  .1,4,2 −=−== γβα  
Отсюда получаем одно решение исходной системы:  

.11,44,22 0)1(
3

0)1(
2

0)1(
1 −=−=−=−=== ttt exexex  

Корню 12 =λ  соответствует система  




=γ−α−
=γ

.03
,02

 

 Одно из решений:  .0,1,0 === γβα  
 Получаем второе решение исходной системы: 
 .0,,0 )2(

3
)2(

2
)2(

1 === xexx t  

Корню 1−=λ  соответствует система  




=γ−β
=γ+α

.042
,022
 

Одно из решений:  .1,2,1 −=−== γβα  
Отсюда получаем третье решение исходной системы: 

 .,2, )3(
3

)3(
2

)3(
1

ttt exexex −−− −=−==  
Общее решение имеет вид 

















−
−+
















+

















−
−= −

1
2

1

0
1
0

1
4

2

321
tt ececcx   или  










−−=

−+−=

+=

−

−

−

.

,24

,2

313

3212

311

t

tt

t

eccx

ececcx

eccx

    

 
Пример 9 

Решите систему уравнений 










++=

++=

:2

,323

2

2

t

t

eyx
dt
dy

eyx
dt
dx

 

а) методом вариации произвольных постоянных; 
б) методом неопределенных коэффициентов. 

  а) рассмотрим однородную систему 










+=

+=

.2

,23

yx
dt
dy

yx
dt
dx

 

Ее решение ищем в виде ,, tt eyex λλ βα ==  
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где  λ  – корень уравнения  .4,1,045,0
21

23
21

2 ===+−=
−

−
λλλλ

λ
λ

 

Соответствующие корню 11=λ  значения α  и β  определяем из уравне-
ния .022 =+ βα  Одно из решений этого уравнения есть .1,1 −== βα  По-
этому tt eyex −== 11 ,  – решение однородной системы. Значения α  и β , со-
ответствующие второму корню ,4=λ  определяются из уравнения 

.02 =+− βα  Числа 1,2 == βα  удовлетворяют этому уравнению, поэтому 
,2 4

2
tex = tey 4

2=  – решение однородной системы. Общее решение  однород-
ной системы имеет вид 







+−=

+=

.

,2
4

21

4
21

tt

tt

ececy

ececx
 

Решение исходной неоднородной системы ищем в виде 







+−=

+=

.)()(

,)(2)(
4

21

4
21

tt

tt

etcetcy

etcetcx
 

После подстановки этих выражений в начальную систему уравнений, по-

лучим  






=′+′
=′+′

.)()(

,3)(2)(
24

21

24
21

ttt

ttt

eetcetc

eetcetc
  Отсюда tt etcetc 2

21 3
4)(,

3
1)( −=′=′  или  

 
.

3
2)(,

3
1)( 2

2
211 cetccetc tt +−=+= −

 
Подставляем найденные значения )(1 tc  и )(2 tc  в решение неоднородной 

системы. Окончательно получим 







−+−=

−+=

;

,2
24

21

24
21

ttt

ttt

eececy

eececx
 

б) общее решение линейной неоднородной системы имеет вид 
нчоонo ХХX ... += . 

Найдем 







=

нч

нч
нч y

х
Х

.

.
. . 

Так как число 2 не является корнем характеристического уравнения, 
частное решение системы ищем в виде: ., 22 tt eyex βα ==  

Подставляя эти выражения в данную систему уравнений, получим урав-
нения для определения коэффициентов α  и :β  

.1,1
,122

,3232
−=β−=α





+β+α=β
+β+α=α
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Таким образом, искомое частное решение есть ,, 2
.

2
.

x
нч

x
нч eyeх −=−=  а 

общее решение системы имеет вид .
2

24
21

24
21







−+−=

−+=
ttt

ttt

eececy

eececx
    

 
Пример 10 
Для системы неоднородных линейных уравнений  










−+=

++=

t

t

eyx
dt
dy

eyx
dt
dx

432

,22
 

запишите структуру его частного решения. 
   Находим корни характеристического уравнения соответствующей од-
нородной системы:   

.3,1,034,0
21

12
21

2 ===+−=
−

−
λλλλ

λ
λ

 
Так как число 1 является простым корнем характеристического уравне-

ния, а число 4 не является корнем характеристического уравнения, частное ре-
шение данной системы имеет вид 

.)(,)( 4
321.

4
321.

tt
нч

tt
нч eBetBByeAetAAx ++=++=     

 
Пример 11 

Решите систему уравнений 










+−=

−+=

.tg

,1tg2

tx
dt
dy

ty
dt
dx

   

  Найдем общее решение соответствующей однородной системы 










−=

=

.

,

x
dt
dy

y
dt
dx

 

Составим и решим характеристическое уравнение: 

.,01,0
1

1
2,1

2 i±==+=
−−

−
λλ

λ
λ

 

Построим комплексное решение вида  ., itit eyex βα ==  Числа α  и β  
определяем из уравнения .0=+ βαi  Полагая ,1=α  находим .i=β  

Таким образом,   .cossin,sincos titieytitex itit +−==+==  
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Отделяя вещественные и мнимые части, получаем 





=
=





−=
=

.cos
,sin

.sin
,cos

2

2

1

1

ty
tx

ty
tx

 

Общее решение однородной системы имеет вид 





+−=
+=

.cossin
,sincos

21

21

tctcy
tctcx

 

Решение неоднородной системы ищем в виде 





+−=
+=

.cos)(sin)(
,sin)(cos)(

21

21

ttcttcy
ttcttcx

 

Подставляя эти выражения в исходную систему, получаем 





=′+′−
−=′+′

.tgcos)(sin)(
,1tgsin)(cos)(

21

2
21

tttcttc
tttcttc

 

Отсюда .
cos
sin)(,cos)( 2

3

21 t
ttcttс =′−=′  

Интегрируя, находим  ,sincos)( 11 ∫ −=−= tctdttс  

.cos
cos

1
cos

cos)cos1(
cos
sin)( 22

2

2

3

2 ∫ ∫ ++=
−

−== t
t

c
t

tdtdt
t
ttc  

Поэтому  .
2cossin

tgsincos

21

21





++−=
++=
tctcy

ttctcx
    
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Дополнительные задачи 

 

1. Решите систему 










−=

−=

yx
dt
dy

yx
dt
dx ,2

 сведением к дифференциальному урав-

нению высшего порядка. 

Ответ:  ).sin)(cos)(
2
1,sincos 212121 tcctccytctcx ++−=+=  

2. Решите систему 










+=

+=

yx
dt
dy

yx
dt
dx

43

,2
 с помощью характеристического урав-

нения. 
Ответ:  .3, 2

5
12

5
1

tttt ececyececx −=+=  

3. Найдите общее решение системы 










++=

+−−=

−

−

x

x

ezy
dx
dz

ezy
dx
dy

43

,22
 методом вари-

ации постоянных. 
Ответ:  .3,22 2

21
2

21
xxxxxx ececezececey −−=++−= −−  

4. Найдите общее решение системы 















++−=

−−=

−−=

.54

,12412

,2

zyx
dt
dz

zyx
dt
dy

zyx
dt
dx

  

Ответ:  .2,23,2 2
321

2
31

2
321

ttttt ececczeccyececcx ++=−=++=  
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Занятие 10 

Контрольная работа 

Вариант 1 

 
1. Решите задачу Коши 

.0)0(,1)0(,1)0(,0485 =′′−=′==−′+′′−′′′ yyyyyyy  

Ответ:  .
8
5

2
1

2
1 22 xxx xeeey −+=  

2. Найдите общее решение уравнения, используя метод Лагранжа: 
.2ctg84 xyy =+′′  

Ответ:  .2sin2costgln2sin2 21 xcxcxxy ++=  
3. Определите вид частного решения: 
а) ;cos354 2 xxeyyy x−=+′+′′  
б) .42cos4 2 xxeyy x −=′−′′′  
Ответ:  а) );sin)(cos)(( 222 xKxDxxBxAxey x +++= −  
    б) ).()2sin2cos( 22 KxDxxBxAey x +++=  
4. Найдите общее решение уравнения  

.143612 6xeyyy =+′−′′  
Ответ:  .7 626

2
6

1
xxx exxececy ++=  

5. Решите задачу Коши 
.4)0(,1)0(,68222 2 =′=++=+′+′′ yyxxyyy  

Ответ:  .2)sin3(cos 2 xxxxey x +++= −  

6. Решите систему методом исключения:   






++−=′

−+−=′

.623

,2
2

2

x

x

ezyz

ezyy
 

Ответ:  .39,2 21
2

21
2 xxxxxx ececezececey −− ++=++=  

7. Решите систему методом Эйлера:  










+=

−=

.23

,32

zy
dx
dz

zy
dx
dy

 

Ответ:  ).3cos3sin(),3sin3cos( 21
2

21
2 xcxcezxcxcey xx −=+=  
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Вариант 2 

 
1. Решите задачу Коши 

.14)0(,1)0(,0)0(,035 −=′′=′==+′−′′+′′′ yyyyyyy  
Ответ:  .3 3xxx exeey −−−=  
2. Найдите общее решение уравнения, используя метод Лагранжа: 

.
2

ctg
4
1

4
1 xyy =+′′  

Ответ:  .
2

sin
2

cos
4

tgln
2

sin 21
xcxcxxy ++=  

3. Определите вид частного решения: 
а) ;2sin252 xxeyyy x=+′−′′  
б) .32sin2 2 xxeyy x +=′′−′′′  
Ответ:  а) );2sin)(2cos)(( 22 xKxDxxBxAxey x +++=  
    б) ).()2sin2cos( 232 KxDxxBxAey x +++=  
4. Найдите общее решение уравнения  

.62 xeyyy −=+′+′′  
Ответ:  .3 2

21
xxx exxececy −−− ++=  

5. Решите задачу Коши 
.2)0(,2)0(,4cos244sin9256 −=′=−=+′−′′ yyxxyyy  

Ответ:  .4sin)4sin34cos2(3 xxxey x +−=  

6. Решите систему методом исключения:   






+−=′

+−=′

.423

,22
x

x

ezyz

ezyy
 

Ответ:  .3)1(, 2121
xxxxxx ececexzececxey −− +++=++=  

7. Решите систему методом Эйлера:  










+=

−=

.3

,3

yx
dt
dy

yx
dt
dx

 

Ответ:  ).3cos3sin(),3sin3cos( 2121 tctceytctcex tt −=+=  Би
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Занятия 11–12 

Кратные интегралы 
 

Пример 1 
         Пользуясь определением двойного интеграла, вычислите  ∫∫

≤≤
≤≤

=

20
10

2 .

y
x

dxdyxyI      

 Разобьем область интегрирования на элементарные ячейки соответ-

ственно прямыми ).1,...,2,1,(2, −=== nlk
n
ly

n
kx   При таком разбиении 

площади всех элементарных ячеек равны между собой и составляют .2
2n

 При 

составлении интегральной суммы значения функции  2xy  будем брать в правой 
верхней вершине прямоугольника. Тогда  

 ∑∑∑ ∑
== = =

=⋅=
n

l

n

k

n

l

n

k
n lk

nn
kl

n
S

1

2

1 1 1
53

2

2
842

 

Как известно,  

,
2

)1(...21 nnn +
=+++  

.
6

)12)(1(...21 222 ++
=+++

nnnn  

Отсюда,  .
3
4

26
)12()1(8limlim 5

22
=

⋅
++

==
∞→∞→ n

nnnSI
nnn

    

 
Пример 2 

Оцените интеграл .
sincos100100

2
22
∫∫

≤+ ++
=

yx xx
dxdyI  

  Определим наибольшее и наименьшее значения функции в области ин-
тегрирования:  

99
1

sincos100
1max 2 =








++

=
yx

M ; 

.
102

1
sincos100

1min 2 =







++

=
yx

m  

Площадь интегрирования  .100π=S  

Поэтому .17,308,3,
99

100
102

100
≤≤≤≤ II ππ

    
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Пример 3 
Вычислите повторные интегралы: 

а) ∫∫ +
x

dyyxdx
0

2

0
;)cos(

π

 

б) ∫ ∫
−

2sin

0 0
22

.
u

dv
vu

uvdu  

 а) ∫ ∫ ∫∫∫ =+=++=+
=

=x x

y

xy
dxyxyxdyxdxdyyxdx

0 0

2

0 0

2

0

2

0
)sin()()cos()cos(

πππ

 

;01
2
1

2
1cos2cos

2
1)sin2(sin

2

0 0

2

0

2 =−+=+−=−= ∫
π

ππ
xxdxxx  

  б) ∫ ∫ ∫ ∫ =−−−=
−

−2sin

0 0

2sin

0 0

222
1

22
22

)()(
2
1u u

vudvuududv
vu

uvdu  

∫ ∫∫ ===−−=−⋅−=
=

= 2sin

0

2sin

0

3

0

2sin3
2

0

2sin

0

22 .2sin
3
1

3
)(2

2
1 uduuduuuduvuu

v

uv

    
 
 Пример 4 

 Вычислите двойной интеграл  ∫∫
++

=
D yx

xdxdyI
2

322 )1(
  по прямоугольной 

области  .10;10: ≤≤≤≤ yxD  
   С целью упрощения вычислений здесь целесообразно записать внут-
ренний интеграл по переменной  x: 

 
∫ ∫ ∫ ∫ =++++=

++
=

−1

0

1

0

1

0

1

0

222
322

2
322

)1()1(
2
1

)1(
yxdyxdy

yx

xdxdyI
 

=
++

++
=















+
−

+
=

++
−= ∫ ∫

=

=

0

11

0

1

0
2

2

220

1

2
122 2

1
ln

2
1

1
1

)1(

1
yy

yydy
yy

dy
yx x

x

 

.
31
22ln

+
+

=
    

 
 Пример 5 
 Измените порядок интегрирования в следующих двойных интегралах: 

 а)  ∫ ∫∫ ∫
−−−

+=
2

1

341

0

1

0 0

23
2

;);();(
xxx

dyyxfdxdyyxfdxI  
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 б)  ∫ ∫
−

=
2

0

2

2 2

.);(
x

xx

dyyxfdxI  

   а) в первом интеграле х изменяется от 0 до 1, а у от прямой  у = 0  до 
кривой  .341 2 −−−= xxy  
 Область интегрирования изобразим на чертеже (рис. 6). 
 
 
 
 
 
 
 
 
      Рис. 6 
 
 Разрешим уравнения кривых ОА и АВ относительно переменной х: 

 ;2
3

3
2

yxxy =⇒=  

 .221)1()2(341 2222 yyxyxxxy −−=⇒=−+−⇒−−−=  

 Следовательно,   ∫ ∫
−−

=
1

0

22 2

2
3

);(
yy

y

dxyxfdyI ; 

 б) изобразим область интегрирования на чертеже (рис. 7). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                            Рис. 7 
 
 Если к полуокружности  22 xxy −=  провести касательную, параллель-
ную оси Ох, то она разобьет данную область на три части: ОАВ, ВDК и АСD. 
 Разрешим уравнения кривых ОА, АС и ВК относительно переменной х: 

0 1 2 х 
В 

А 
1 

у 

1 

y 
2 

1 A 

C 

D 

К 
0 2 х 

B 
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ОА  и  АС:  ;
2
12 2yxxy =⇒=  

ОВ:  );1(112 22 ≤−−=⇒−= xyxxxy  

ВК:  ).1(112 22 ≥−+=⇒−= xyxxxy  
 Уравнение прямой КС имеет вид  .2=x  В областях ОАВ и ВDК  у изме-
няется от 0 до 1, а в области АСD – от 1 до 2. 
 Таким образом,  

 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
−−

−+

++=
1

0

11

2

1

0

2

11

2

1

2

2

2

2 2 2
.);();();(

y

y y y

dxyxfdydxyxfdydxyxfdyI

    
 
 Пример 6 
 Вычислите  ∫=

D
xydxdyI ,   если  .2,4: 2 xyxyD =−=  

   Построим данные линии и найдем их точки пересечения (рис. 8) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 8 
 
 Если внутренний интеграл записать по переменной  x, то двойной инте-
грал по области D выразится одним двукратным интегралом: 

∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫
−

+

− −=

+=

=







−+====

xy

y

y yx

yx

dyyydyyxxdxydydxdyI
4

2

4

2
1

4

2

4

2

4
2

2

2

1

4
2

2 4
)4(

2
1

2
1

 

∫
− −

=







−++=








−++=

4

2 2

46
2

345
23 .90

24
8

3
8

42
1

4
168

2
1 yyyydyyyyy  

С 

В(2; –2) 

А(8; 4) 

x 0 

y 

y = x – 4  

xy 22 =  
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 Если интегрировать в другом порядке – сначала по у, а затем по х, то 
нужно было бы область D предварительно разбить прямой ВС на две части. 

 В этом случае  ∫ ∫ ∫ ∫
− −

+=
2

0

2

2

8

2

2

4
.

x

x

x

x
ydxxdxydyxdxI  

 Вычислив сумму этих двух интегралов, можно убедиться, что результат 
не зависит от порядка интегрирования.    
 
 Пример 7 
 Вычислите  ∫∫ −=

D
dxdyyxI ,)2(sin   если  ,0,2,: 22 =+== xxxyxyD  

.
2
π

=x
 

   Начертим область интегрирования (рис. 9). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   

Рис. 9 
 
 Если интегрировать вначале по переменной х, то придется область D 
предварительно разбить прямыми, параллельными оси Ох, на три части. По-
этому целесообразно внутренний интеграл записать по переменной у. 
 Имеем:  

∫∫ ∫ ∫∫
+

=

+=
=−=−=−=

D

x

x xy

xy
dxyxydyyxdxdxdyyxI

2

2

2 2

0
2

2
22

2

0
)sin()2(sin)2(sin

ππ

∫∫ =−−=++−−+=
2

0

2
2

0

42222 )44sin2())2(sinsin)2((
ππ

dxxxdxxxxxxx

.
6

)1(2
3ππ −−=     

2

π
 х 

у 

0 

2 

у = х2 

у = 2х+х2 
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 Пример 8 

 Вычислите  ∫∫
D

dxdy
x
y ,  если .0,0,2,,3,1: >>==== yxxyxyxyxyD  

   Изобразим область интегрирования на чертеже (рис. 10). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 10 
 
 Для вычисления этого интеграла в декартовой системе координат область 
АВСD необходимо разбить прямыми, параллельными одной из координатных 
осей на три части. Затем вычислить интеграл по каждой частичной области и 
полученные результаты просуммировать. Однако существует более короткий 
путь вычисления этого интеграла. Осуществим переход к криволинейным ко-
ординатам по формулам  ).21(,),31(, ≤≤=≤≤= vvxyuuxy  

 Отсюда  ., uvy
v
ux ==  

  
При этом, изображением области D является прямоугольник 

 21,31:1 ≤≤≤≤ vuD  (рис. 11). 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 11 
 
 Определяем якобиан преобразования: 

В 

С 

D 

A 

x 0 

y 

u 3 1 

1 

2 

v 
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.
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

),(
3

v
v
u

u
v

v
u

uv

v
y

u
y

v
x

u
x

vuJ =
−

=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

 
 Таким образом,  

 

∫∫ ∫∫ ∫ ∫
′

==⋅=
D D

dvdududv
v

v
u
uvdxdy

x
y 3

1

2

1
.1

2
1

2
1

    
 
 Пример 9 
 Переходя к полярным координатам, вычислите  

 
.

22

0

22

0
dyyxdx

xaa

∫∫
−

+
 

   Изобразим область интегрирования (рис. 12). 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 12 
 
 Перейдем к полярным координатам: 

 .,);(,
2

0,sin,cos 22 ryxrrIryrx =+=





 ≤≤== ϕπϕϕϕ  

 Следовательно,  

 

.
6
1

3
3

2

0 0

3

0 0

2
2

0 0

22

ardrrddydx
aaa xa

πϕϕ
π π

=⋅== ∫ ∫∫ ∫
−

    
 
 Пример 10 

 Вычислите ,1 2

2

2

2
dxdy

b
y

a
x

D
∫∫ −−   если  .1: 2

2

2

2
=+

b
y

a
xD  

   Из аналитического выражения подынтегральной функции и уравнения 
границы области D  следует, что для решения этой задачи целесообразно пе-
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у 

а 0 

а 
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рейти к обобщенным полярным координатам. Положив 
,cosϕarx = ϕsinbry = ,  получим 

.20,11,);(,11 2

2

2

2
2

2

2

2

2

πϕϕ ≤≤=⇒=+=−=−− r
b
y

a
xabrrIr

b
y

a
x

 Следовательно,  

∫∫ ∫∫ ∫ =−−





−⋅=−=−−

D
rdrabdrrrdabdxdy

b
y

a
x )1()1(

2
111 22

11

0

2

0

22

0

1

0

2
2

2

2

2 ππ
ϕϕ

.
3
2)1(

3
2

2
12

0

12
32 abrab ππ =−⋅






−⋅=

    
 
 Пример 11 
 Приведите тройной интеграл  ∫∫∫

V
dxdydzzyxf );;(  к трехкратному, если 

область интегрирования  V ограничена поверхностями  
 22 yxz +=   и  .2 22 yxz −−=  
   Очевидно, что тело ограничено снизу параболоидом  22 yxz +=    и 
сверху – .2 22 yxz −−=   
 Найдем проекцию тела на плоскость хОу (рис. 13): 
 12 222222 =+⇒−−=+ yxyxyx . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 13 
  
 Следовательно,  

 ( ) ( )dzzyxfdydxdxdydzzyxf
yx

yx

x

xV
∫∫ ∫∫∫∫
−−

+−

−

−−

=
22

22

2

2

21

1

1

1

;;;; .    

  
 
 

х 

у 

1 0 

21 xy −=  
 

21 xy −−=  

–1 
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 Пример 12 

 Вычислите  ,
1∫∫∫ −−V yx
dxdydz

  если  .0,0,0,1: ====++ zyxzyxV     

   Построим данные плоскости. Ограничения или область  V есть тетра-
эдр ОАВС (рис. 14). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
      Рис. 14 
 
 Любая прямая, проходящая внутри этого тетраэдра параллельно оси Oz 
пересекает его границу в двух точках. Уравнения плоскостей АОВ и АСВ имеют 
вид  0=z   и  yxz −−=1  соответственно.  
 Следовательно, 

 
=








−−

=
−−

=
−− ∫∫∫∫ ∫∫∫∫

−−−−

AOB

yx

AOB

yx

V
z

yx
dxdydz

yx
dxdy

yx
dxdydz

0

11

0 111   
.

2
1

2
=

⋅
=== ∫∫

OBAOSdxdy
AOB

AOB
    

 
 Пример 13 
 Вычислите ∫∫∫

V
xyzdxdydz , если область V ограничена сферой  

1222 =++ zyx   и плоскостями  0,0,0 === zyx  (первый октант). 
   Область V ограничена снизу плоскостью  0=z  и сверху – поверхно-
стью  .1 22 yxz −−=   Изобразим проекцию области  V на плоскость  xOy 
(рис. 15). 
 
 
 
 
 

у 

z 

x 

A 

B 

C
  z =1 – x – y 

y = 1 – x 

0 
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Рис. 15 
 
 Следовательно,  

∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
− −− −

−− =⋅==
V

x yx x yx dyzyxdxzdzydyxdxxyzdxdydz
1

0

1

0

1

0

1

0

1

0 0

22
12

2 22 2

2
1

 

∫ ∫ ∫
−

− =







−−=−−=

1

0

1

0

1

0 0

2
1

4222
32

2

4222
1)(

2
1 x x dxyyxyxdyyyxyxdx

 

∫ ∫ =+−=−+−+−−=
1

0

1

0

5353533 )2(
8
1)22222(

8
1 dxxxxdxxxxxxxx

 

.
48
1

6228
1

0

1642
=








+−=

xxx

    
 
 Пример 14 
 Вычислите  ,22 dxdydzyxz

V
∫∫∫ +  если  .3,0,2: 22 ===+ zzxyxV  

   Проекция области  V на плоскость  xOy есть круг  1)1( 22 =+− yx  
(рис. 16). 
 
 

 
 
 
 
 
 

Рис. 16 
 
Перейдем к цилиндрическим координатам. Уравнение окружности  

xyx 222 =+   в этих координатах имеет вид 

х 

у 

1 0 

1 21 xy −=  
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.

22
,cos2 






 ≤≤−=

πϕπϕr
  

Якобиан преобразования  
.,),( 22 ryxrrJ =+=ϕ  

Следовательно,  

∫ ∫ ∫∫∫∫∫
− −

===+
2

2

3

0

2

2
0

cos23cos2

0

222

32
9

π

π

π

π

ϕϕ

ϕϕ drzdzdrrddxdydzyxz
V

 

=







−=−== ∫ ∫

−

2

2

2

0 0

2
3

23

3
sinsin24sin)sin1(24cos12

π

π

π
πϕϕϕϕϕϕ dd

 
.16

3
224 =⋅=

    
 

Пример 15 
Вычислите ∫∫∫ +

V
dxdydzyx ,22   если  .1,: 222 ==+ zzyxV  

  Перейдем к цилиндрическим координатам:  ,sin,cos ϕϕ ryrx ==  

.,),( 22 ryxrrI =+=ϕ  
Область V  снизу ограничена поверхностью rz =  (поверхностью конуса), 

сверху – плоскостью .1=z  
Проекцией области V  на плоскость хОу является круг .1≤r  
Следовательно,  

∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ =−==+
V r

drrrdzdrrddxdydzyx
π

πϕ
2

0

1

0

1 1

0

2222 )1(2  

.
643

2
0

143 ππ =









−=

rr
    

 
Пример 16 
Вычислите ∫∫∫ ++

V
dxdydzzyx ,222   если  .: 222 zzyxV =++  

  Каноническое уравнение сферы zzyx =++ 222  имеет вид 

.
4
1

2
1 2

22 =





 −++ zyx  

Изобразим сферу (рис. 17) и ее проекцию на плоскость хОу (рис. 18). 
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               Рис. 17         Рис. 18 
 
Перейдем к сферическим координатам: 

,sincos Qzx ϕ=  

⇒=++=== zzyxQrIQrzQry 2222 ,sin,cos,sinsinϕ
.,cos 222 rzyxQr =++=⇒  

В области V  сферические координаты изменяются так: 

πϕπ 20,
2

0,cos0 ≤≤≤≤≤≤ QQr . 

Поэтому 

∫ ∫∫∫∫∫∫ ===++
Q

V
QdQQdrrdQdQzyx

cos

0

2

0

43
2

0

2

0

222 sincos
2

sin
π

π
π

πϕ  

.
10

cos
10

coscos
2 0

25
2

0

4 πππ π
π

=−=−= ∫ QQQd
    

y 

x 
2

1  
o 

х 

у 

z 

2
1  

О  
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Дополнительные задачи 
 
 1. Вычислите повторные интегралы, изменив порядок интегрирования: 

 а)  ∫∫
−

−
21

0

2
32

1

0
;)1(

x
dyydx  

б) ∫ ∫
π π

0
.sin

y
dx

x
xdy  

Ответ:  а) ;
15
8

  б) 2. 

2. Вычислите двойные интегралы: 
а) ∫∫ ====+

D
xxxyxyDdxdyyx ;3,2,2,:,)2(  

б) { }.259:,
1

22
22 ≤+≤
−+∫∫ yxD

yx
dxdy

D
 

Ответ:  а) ;
3

76
  б) .3lnπ  

3. Вычислите ∫∫∫ ++
V

dxdydzzyx ,)32( где V – призма, ограниченная плос-

костями  ,2,2,0,0 =+=== yxzzy  
.022 =+− yx  

Ответ:  28. 
4. Вычислите ∫∫∫ +

V
dxdydzyx ,)( 22 перейдя к цилиндрическим координа-

там, если .2)(
2
1 22







 ≤≤+= zyxD  

Ответ:  .
3

16π
 

5. Вычислите ∫∫∫ ++
V

dxdydzzyx ,222 перейдя к сферическим координа-

там, если { }.81 222 ≤++≤= zyxD  
Ответ:  .63π  Би
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Занятие 13 

Приложения кратных интегралов 
 
Пример 1 
Найдите площадь фигуры, ограниченной линиями 22 xy −=  и  

.12 −= xy  
  Построим фигуру (рис. 19) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 19 
 

Решив уравнение ,122 2 −=−= xxy  найдем абсциссы точек А и В:  
.1,3 =−= BA xx  

Находим  ∫∫ ∫ ∫ ∫∫
−

− − −−

−

−
=+−−====

D

x

x x

x dxxxdxydydxdxdyS
22

12

1

3

1

3

2

12

2
21

3
)122(  

.
3
210)999(1

3
13

3
3

3

12
3

=−+−−





 −−=








−−=

−
xxx

    
 

Пример 2 

Найдите площадь, ограниченную линией .
9494

22222 yxyx
−=








+  

  Ввиду симметрии площадь всей фигуры ,4 1SS =  где 1S  – площадь ча-
сти фигуры, расположенной в первой четверти. Перейдем к обобщенным по-
лярным координатам: .6,sin3,cos2 rIryrx === ϕϕ   

Найдем уравнение линии в обобщенной полярной системе: 

 
;

9
sin9

4
cos4

9
sin9

4
cos4 222222222 ϕϕϕϕ rrrr

−=







+

  
 .2cos,0 21 ϕ== rr  

В 

А 

у = 2х – 1 

у = 2 – х2 

х 

у 
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Отсюда следует, что в первой четверти полярные координаты изменяются 

так:  .2cos0,
4

0 ϕπϕ ≤≤≤≤ r  

Таким образом,  

         
∫ ∫ ∫∫∫ ==⋅=⋅==
4

0

2cos

0

4

0 0

4 .62sin62cos
2
124644

1

π ϕ π
π

ϕϕϕϕ drdrddxdyS
D  

 
Пример 3 
 
Найдите объем тела, ограниченного следующими поверхностями:  

 ,xy = .0,6,2 ==+= zzxxy  
  Снизу тело ограничено плоскостью ,0=z  сверху – плоскостью 

.6 xz −=   Изобразим проекцию тела на плоскость хОу (рис. 20). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 20 
Следовательно,  

−−=−=−= ∫∫∫∫ )212(()6()6(
6

0

6

0

226

0
xxxdxxyydyxdxV

x

xx

x
 

=





 −⋅=−=−− ∫

6

0 0

62
5

2
3

2
3

2
1

5
26

3
2)6())6( xxdxxxdxxxx

 
.6

5
486

15
46

5
26

3
2 2

5
2

5
2

5
=⋅=⋅−⋅=

    
 
 Пример 4 
 Вычислите площадь поверхности конуса  ,22 yxz +=  расположенного 

внутри цилиндра  .122 =+ yx  

xy =  

xy 2=  

х 

у 

6 О 
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  Проекцией поверхности на плоскость Оху является круг  .122 ≤+ yx  

Из уравнения конуса имеем .,
2222 yx

y
y
z

yx
x

x
z

+
=

∂
∂

+
=

∂
∂

  

 Тогда   

=
+

+
+

+=







∂
∂

+






∂
∂

+= ∫∫∫∫ dxdy
yx

y
yx

xdxdy
y
z

x
zS

DD
22

2

22

222

11  

.2222 ππ =⋅=== ∫∫ Sdxdy
D     

 
Пример 5 
 
Вычислите массу неоднородной пластины ,D  ограниченной линиями  

,, 22 yxxy ==  если поверхностная плотность в каждой ее точке  
.623 ++= yxµ  

  Построим область, ограниченную кривыми 2xy =  и 2yx =  (рис. 21). 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 21 
 
Из физического смысла двойного интеграла следует, что искомая масса  

∫ ∫∫∫ ∫ =++=++==
=

=x

x xy

xy

D
dxyyxydyyxdxdxdyyxm

2

1

0
2

2
1

0
)63()623(),(µ  

=−−−++= ∫ dxxxxxxx )6363( 2432
11

0

2
3

  

=







−−−++=

0

13542
32

2
5

2
5
1

4
3

3
26

2
3

5
2 xxxxxx

 
.

4
112

5
1

4
34

2
1

5
6

=−−−++=
    
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 Пример 6 
 Найдите объем тела, ограниченного поверхностями ,32 2 −= xy  

.653,651,67 22222 yxzyxzxy −−−=−−=+−=  
   Изобразим проекцию тела на плоскость Оху  (рис. 22). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 22 
 
 Ввиду симметрии  

 
∫∫∫∫∫∫ =+−+−===

+−

−

−−

−−−

+−

−

1

0

22
67

32

1

0

651

653

67

32

1

0
)3267(882

2

2

22

22

2

2
dxxxdydxdzdydxV

x

x

yx

yx

x

x  

∫ =−=−=
1

0 0

132 .48)39(8)39(8 xxdxx
    

 
 Пример 7 
 Вычислите объем тела, ограниченного поверхностями  

 .1916,3))1((8 22 +=+++= xzyxz  
  Снизу тело ограничено параболоидом  ,3))1((8 22 +++= yxz  сверху – 
плоскостью .1916 += xz  
 Найдем проекцию тела на плоскость Оху: 
 .119163))1((8 2222 =+⇒+=+++ yxxyx   
 Это окружность радиусом 1 с центром в начале координат. Введем ци-
линдрические координаты:  .,,sin,cos rIzzryrx ==== ϕϕ  

 Тогда  19cos1611cos168,10,20 2 +≤≤++≤≤≤≤ ϕϕπϕ rzrrr . 
 Имеем 

1 –1 

627 +−= xy  

322 −= xy  
–3 

х 

у 
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=−=== ∫∫∫∫∫∫ ∫∫

+

++

1

0

3
2

0

19cos16

11cos168

1

0

2

0
)88(

2
drrrddzrdrddxdydzV

r

rrV

πϕ

ϕ

π
ϕϕ

 

.4)24(2
0

142 ππ =−= rr
    

 
 Пример 8 
 
 Вычислите объем тела, ограниченного сферой 2222 azyx =++   и кону-
сом  222 yxz += , внешнего по отношению к конусу. 
   По заданным уравнениям поверхностей строим область V (рис. 23). 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 23 
 
 Тело симметрично относительно плоскости Оху. Поэтому  V=2V1 , где V1 – 
объем верхней половины тела. 
 Перейдем к сферическим координатам: 
 ,cossin ϕQrx =  QrIQrzQry sin,cos,sinsin 2=== ϕ . 
 В области V1  сферические координаты изменяются так: 

 ,0 ar ≤≤   πϕππ 20,
24

≤≤≤≤ Q . 

 Следовательно,  

.
3
22

3
22

3
2cos2sin2

332

4

2

0 0

3

0
4

22 aarQdrrdQV
aa πππϕ

π

π

π

π

π

=⋅⋅=⋅⋅−== ∫ ∫ ∫
    

 
 Пример 9 
 
 Вычислите координаты центра масс однородного тела, занимающего об-
ласть V, ограниченную поверхностями  .0,3),(6 2222 ==++= xzyzyx  
   Строим тело, ограниченное данными поверхностями (рис. 24). 
 

x 

y 

z 

O 
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Рис. 24 
 

 Его проекция на плоскость  Oyz  представляет круг, ограниченный 
окружностью 322 =+ zy   радиусом .3  Вычислим вначале массу тела в ци-
линдрических координатах, считая, что его плотность  :1=δ  

∫∫∫ ∫ ∫ ∫∫ ==⋅===
V

r
rdrrdxrdrddxdydzm

π
πππϕ

2

0

6

0

3

0 0

343
3

0

2

.27362
 

 Тогда  

 
∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ====
V

r

c drrxdxrdrdxdxdydz
m

x
π

ϕ
π

2

0

3

0

6

0

3

0

5
2

18
27
2

27
11

.627
6
1

3
4

63
4

0

36
=⋅⋅=⋅=

r

 
 Так как тело однородное и симметрично относительно оси Ох, то  

.0== cc xy     

х 

у z 

O 

3  
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Дополнительные задачи 
 
 1. Найдите площадь области, ограниченной кривыми: 
 а)  ;69,2510 22 xyxy −=+=  

 б)  .)( 44322 yxyx +=+  

 Ответ:  а) ;1516
3
1
⋅   б) .

4
3π

 

 2. Найдите объемы тел, ограниченных поверхностями: 
 а)  ;0,,2, 222222 =+==+=+ zyxzxyxxyx  

 б)  ).()( 222222 yxzzyx +=++  

 Ответ:  а) ;
32

45π
      б) .

60
π

 

 3. Найдите координаты центра масс однородного тела  

 
.2)2(

4
1 22 ≤≤+ xzy

 
 Ответ:  .0,

3
4

=== ccc zyx   
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Занятие 14 

Контрольная работа. Кратные интегралы 

Вариант 1 
 
 1. Сведите двойной интеграл  ∫∫

D
dxdyyxf );(  к повторному двумя спосо-

бами, если D – треугольник с вершинами О(0;0), А(2;4), В(2;6). 

      Ответ: ∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫∫ +==
D

x

x

y

y y
dxyxfdydxyxfdydyyxfdxdxdyyxf

3

2

4

0

2

3

6

4

2

3

2

0
.);();();();(   

 2. Вычислите ∫∫
D

xdxdy,   где D – область, ограниченная кривыми 23xy = , 

xy 36 −= . 

 Ответ:  .
4

27
−   

 3. Вычислите площадь фигуры   22222 4)( yxyx +=+  (перейти к поляр-
ным координатам). 

 Ответ:  .
2

5π
  

 4. Вычислите объем тела, ограниченного поверхностями   ,12 yx −=  
.0,0,3 ≥≥=++ zyzyx  

 Ответ:  .
15
52

  

 5. Вычислите ∫∫∫
V

ydxdydz, если V – пирамида, ограниченная плоскостями 

.42,0,0,0 =++=== zyxzyx  
 Ответ:  .

3
16

 

6. Вычислите ,3,164:, 222 xyzyxVydxdydz
V
∫∫∫ ≤≤++≤ ,0≥y  

0≥z  с помощью сферических координат. 

 Ответ:  .
2

15π
 

 7. Вычислите координаты центра масс однородного тела, занимающего 
область V,  ограниченную поверхностями  .9,422 ==+ yyzx  
 Ответ:  (0; 6; 0). 
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Вариант 2 

 
 1. Сведите двойной интеграл  ∫∫

D
dxdyyxf );(  к повторному двумя спосо-

бами, если D – треугольник с вершинами О(0;0), А(1;–1), В(1;4). 

 Ответ: ( ) ( ) ( ) +== ∫∫∫∫∫∫
−−−

dxyxfdydyyxfdxdxdyyxf
y

x

xD

10

1

41

0
;;;  

∫∫+
1

4

4

0
.);(

y
dxyxfdy

 
 2. Вычислите  { }.,0, 23

2∫∫ ≤≤<=
D

xyxxDdxdy
x
y

 

 Ответ: .
15
1

  

 3. Вычислите площадь фигуры  22322 )( yxyx =+  (перейти к полярным 
координатам). 

 Ответ:  .
8
π

   

4. Вычислите объем тела, ограниченного поверхностями 2xz = , 
,6=+ yx   0,0,0,2 ≥≥≥= zyxxy . 

 Ответ:  4. 
 5. Вычислите  ∫∫∫

V
xdxdydz,  если V – пирамида, ограниченная плоскостями  

.1,0,0,0 =+−=== zyxzyx  
 Ответ:   .

24
1

 

 6. Вычислите  ,0,,91:, 222
222

≥≤≤++≤
++

∫∫∫ yxyzyxV
zyx

xdxdydz
v

 

0≥z   с помощью сферических координат. 

 Ответ:  .
12

213 π
  

 7. Вычислите координаты центра масс однородного тела, занимающего 
область V, ограниченную поверхностями  .0,4,2 2222 ==++= xzyzyx  

 Ответ:  .0;0;
2
3







  
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Занятия 15–16 

Криволинейные и поверхностные интегралы 
 

 Пример 1 

Вычислите криволинейный интеграл ∫
++

=
C yx

dlI ,
422

 где С – отрезок 

прямой, соединяющий точки О(0;0) и А(1;2). 
  Уравнение прямой ОА имеет вид ).10(2 ≤≤= xxy  Находим 

.51 2 dxdxydl =′+=  
Следовательно,  

.
2

35ln
5
4ln

5
45

5
44

5 1

0 0

12

2

1

0
22 ∫∫

+
=








++=

+
=

++
= xx

x

dx
xx

dxI     

 
Пример 2 
Вычислите ∫ −=

C
dlyxI )34( 3  между точками А(–1;0) и В(0;1) по дуге 

астроиды .sin,cos 33 tytx ==  
  Находим  ,cossin3,sincos3 22 ttyttx =′−=′  

,cossin3cossin322 tdttdtttdtyxdl −==′+′=  так как .
2

ππ
≤≤ t  

Следовательно,  

∫ ∫ +−=−−=
π

π

π

π
2 2

23 sincos12cossin3)sin3cos4( tdtttdttttI  

.
7
46

2
sin

7
18

2
cos

3
12cossin9 2

73

2

2
5

−=+=+ ∫ π
π

π
ππ

π
tttdt

     
 
Пример 3 

Вычислите ∫=
C

xydlI ,  где С – четверть эллипса  ,12

2

2

2
=+

b
y

a
x

 лежащая в 

первом квадранте. 
   Запишем параметрическое уравнение эллипса:  

 
.

2
0sin,cos 






 ≤≤==

πttbytax
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Находим .cossin,cos,sin 2222 dttbtadltbytax +==′−=′  
Следовательно,  

 
=+= ∫ dttbtattbaI

2

0

2222 cossinsincos
π

 

=++
−

= ∫ )cossin()cossin(
)(2

22
2

0

222
12222

22 tbtadtbta
ba

ab
π

 

=−
−

=+
−

⋅= )(
)(3

)cossin(
)(23

2 33
22

0

22
32222

22 ba
ba

abtbta
ba

ab π

 

.
)(3

)( 22

ba
babaab

+
++

=
    

 
Пример 4 

Вычислите ∫ +=
C

dlzxI ,)(  где С – дуга кривой  
2
3,

2tytx == , 

).10(3 ≤≤= ttz  

  Находим  .9181,3,
2

6,1 422 dtttdltztyx ++==′=′=′  

Следовательно,  

∫ ∫ =++++=+++=
1

0

1

0

422
142423 )9181()9181(

36
19181)( ttdttdtttttI  

).1756(
54
1)9181(

3
2

36
1

0

12
342 −=++⋅= tt     

 
 Пример 5 
 Найдите координаты  000 ,, zyx  центра тяжести первого полувитка винто-
вой линии С, заданного уравнениями  ,0,,sin,cos π≤≤=== tbtztaytax   
если ее линейная плотность постоянная и равна  .ρ  

 Масса  ∫=
C

dlm .ρ   

 Так как  
,cossin 2222222222 dtbadtbtatadtzyxdl +=++=′+′+′=  

то  .dlm ρ=  
Значения 000 ,, zyx  находим по формулам 
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∫∫∫ ===
CCC

zdl
m

zydl
m

yxdl
m

x .,, 000
ρρρ

 

Таким образом, 

,0cos
0

22
0 =+= ∫ dtbata

m
x

πρ
 

,2sin
0

22
0 π

ρ π adtbata
m

y =+= ∫  

.
20

22
0

πρ π bdtbabt
m

z =+= ∫     

 
Пример 6 
Вычислите ∫ +++=

AB
dyyxdxyxI ,)4()4(  где кривая АВ задана уравне-

нием  ,4xy =  А(1; 1),  В(–1; 1). 
  Учитывая, что dxxdyxy 34 4, ==  и х изменяется от 1 до –1, получаем 

∫ ∫
−

+

−

+
=++=⋅+++=

1

1

1

1

47344 )4516()4)4(4( dxxxxdxxxxxxI  

.2)22(
1

1258 −=++=
+

−
xxx     

 
Пример 7 
Вычислите ∫ −+−=

C
dzxyzdydxzyI ,2)( 222  где С – кривая  2, tytx == , 

10,3 ≤≤= ttz , «пробегаемая» в направлении возрастания параметра  .t  

  Так как ,3,2, 2dttdztdtdydtdx ===  то  

 
∫ ∫ =−+−=⋅−⋅⋅+−=
1

0

1

0

4664223264 )34()322( dtttttdttttttttI
 

.
35
1

5
2

7
3)23(

0

11

0

5746 =





 −=−= ∫ ttdttt

    
 
 Пример 8 
 Найдите работу упругой силы, направленной к началу координат, вели-
чина которой пропорциональна удалению точки от начала координат, если точ-
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ка приложения силы описывает против часовой стрелки четверть эллипса 

,12

2

2

2
=+

b
y

a
x

 лежащую в первом квадранте. 

 Запишем параметрическое  уравнение кривой:  ,cos tax =  tby sin= , 

2
0 π

≤≤ t . 

 Точка движется под действием силы ).sincos( jtbitakF −−=   Находим 
.cos,sin tdtbdytdtadx =−=   

 Работа силы  F  по пути АВ вычисляется по формуле 

 
∫ ∫ =+=+=

AB
yx dtttbttakdyFdxFA

2

0

22 )cossincossin(
π

 

.
2

)(2cos
4

)(2sin
2

)( 222

0 0

2
2222 baktabktdtabk −

=
−

=
−

−= ∫
π

π

    
 
 Пример 9 
 Применяя формулу Грина, вычислите  
 ∫ +−=

C
dyxyydxxI ,22

1  где С – окружность  ,222 Ryx =+  «пробегаемая» 

против часовой стрелки. 
 Находим  

.22 yx
y
P

x
Q

+=
∂
∂

−
∂
∂

 
 Следовательно,   

 
∫ ∫∫ +=+−=
C D

dxdyyxdyxyydxxI .)( 2222
1

 
 Перейдем к полярной системе координат:   

 ,sin,cos ϕϕ ryrx ==    .20,, 222 πϕ ≤≤=+= ryxrI  

 
.

24
2

42

0 00

4
3

1
RrdrrdI

RR ππϕ
π

=⋅== ∫ ∫
    

 
 Пример 10 
 Вычислите площадь S фигуры, ограниченной астроидой  ,cos3 tax =  

.20,sin3 π≤≤= ttby  
 Пользуясь формулой  ∫ −=

C
ydxxdyS ,

2
1

  находим  
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 ∫ ∫ ==+=
π π2

0

2

0

222424 sincos
2
3)cossin3sincos3(

2
1 tdttabdtttabttabS  

∫ ∫ =−==
π π π2

0

2

0

2 .
8

3)4cos1(
16
32sin

8
3 abdttabtdtab     

 
 Пример 11 
 Докажите, что подынтегральное выражение является полным дифферен-
циалом и вычислите интеграл   

 
∫ −++=

AB
dyyyxdxxyxI ,)56()4( 42232

 
где  А(–2; –1), В(3; 0). 

 Здесь 2242232 12,12,56,4 xy
x
Qxy

y
PyyxQxyxP =

∂
∂

=
∂
∂

−=+= . 

 Таким образом,  .
x
Q

y
P

∂
∂

=
∂
∂

 Следовательно, выражение  QdyPdx +  явля-

ется полным дифференциалом, а криволинейный интеграл  ∫ +=
AB

QdyPdxI  не 

зависит от пути интегрирования. Возьмем в качестве пути интегрирования ло-
маную АМВ (рис. 25). 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 25 
 
 Вдоль отрезка АМ и  ,01,0,2 ≤≤−=−= ydxx   поэтому  

 
∫ ∫ =−=−=+

−−AM
yydyyyQdyPdx .7)8()524(

1

00

1

5342

 
 Вдоль отрезка МВ имеем  .32,0,0 ≤≤−== xdyy  Поэтому 

 .
3

35
3 2

33

2

3
2∫ ∫ ===+

−−MB

xdxxQdyPdx  

 Искомый интеграл равен сумме вычисленных интегралов, т. е. .
3

56
    

 
 Пример 12 
 Покажите, что дифференциальное выражение  

х 

В(3; 0) М(–2; 0) 

–1 А(–2; –1) 

у 

О 
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 dyyxyxdxyxyxdu )2()2( 2222 −−+−+=  
является полным дифференциалом некоторой функции  и найдите эту функ-
цию.  

 Так как 

 ,2);(,2);( 2222 yxyxyxQyxyxyxP −−=−+=  
то yx

y
P 22 −
∂
∂

 и  .22 yx
x
Q

−=
∂
∂

 

 Значит во всех точках плоскости Оху данное дифференциальное выраже-
ние будет полным дифференциалом. Для нахождения функции  );( yxu  вос-
пользуемся формулой 

 
∫∫ ++=
y

y

x

x
CdyyxQdxyxPyxu

00

,);();();( 0
 

где можно взять  .000 == yx  
Имеем 

=+−−+=+−−+=
=

=
∫ ∫ CyxyyxxCdyyxyxdxxyxu

y

yyx y x

00

3

0

22

0

3
222 )

3
(

3
)2();(

 

.
33

3
22

3
Cyxyyxx

+−−+=
    

 
Пример 13 
Вычислите поверхностный интеграл первого рода 

,)346(∫∫ ++=
S

dSzyxI  

где  S – часть плоскости ,632 =++ zyx   расположенная в первом октанте. 
  Поверхность S однозначно проектируется на плоскость Оху (рис. 26). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 26 
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Пользуясь ее уравнением, преобразуем поверхностный интеграл в двойной: 

,
3
141),226(

3
1 22 dxdydxdyzzdSyxz yx =′+′+=−−=  

∫∫∫ ∫
−

=++=++=
y

Dxy
dxyxdydxdyyxI

26

0

3

0
)625(

3
14)625(

3
14

 

∫∫ =+−=





 ++=

=

−= 3

0

2

0

263

0

2 )2110(14262
2
5

3
14 dyyyxxyx

x

yx

 

.1454215
3

142
0

32
3

=







+−= yyy

    
 
 Пример 14 
 Вычислите поверхностный интеграл первого рода  
 ∫∫=

S
zdSI ,  

где S – часть гиперболического параболоида  ,xyz =  вырезанная цилиндром 

422 ≤+ yx . 
  Проекцией поверхности S на плоскость Оху является круг .422 ≤+ yx  

Находим  .11 2222 dxdyyxdxdyzzdS yx ++=′+′+=  

 Имеем   ∫∫ ∫∫ ++==
S Dxy

dxdyxyxyzdSI .1 22  

Переходя к полярным координатам  ,sin,cos ϕϕ ryrx ==  находим 

 ∫ ∫ ∫∫ =+=+=
2

0

2

0

2

0

2323
2

0
.01sinsin1sincos drrrddrrrdI

ππ
ϕϕϕϕϕ     

 
Пример 15 
Найдите массу поверхности куба ,10,10,10 ≤≤≤≤≤≤ zyx  если по-

верхностная плотность в точке );;( zyxM  равна xyz. 
  Ввиду симметрии масса поверхности куба равна утроенной массе 

верхней грани куба (масса трех граней куба равна нулю). 
Найдем массу верхней грани куба  ∫∫=

S
dSzyxm .);;(1 ρ  

Проекция поверхности S  на плоскость Оху представляет собой квадрат 
,10,10 ≤≤≤≤ yx   поэтому 

dxdydS =   и  
4
1

22
1

0

1

0

11

0

1

0

22

1 =⋅==⋅= ∫ ∫ ∫
Dxy

yxydyxdxdxdyxym . 
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Следовательно,  .
4
33 1 == mm     

 
Пример 16 
Вычислите поверхностный интеграл второго рода 

∫∫=
S

dxdyI ,  

где S – нижняя сторона части конуса  22 yxz +=  при  .10 ≤≤ z  
  Нормаль к поверхности образует тупой угол с осью Оz. Проекцией 

данной части конуса на плоскость Оху  является круг .1: 22 ≤+ yxDxy  Сведем 
поверхностный интеграл к двойному:  ∫∫ ∫∫−==

S Dxy

dxdydxdyI . 

Так как ,круга π==∫∫
xyD

Sdxdy   то  .π−=I     

 
Пример 17 
Вычислите поверхностный интеграл второго рода  

 
∫∫ −+=
S

zdydzxydxdzdxdyI ,2

 
где S – внешняя сторона части эллипсоида  ,444 222 =++ zyx   расположен-
ной в первом октанте. 
   Расчленяем данный поверхностный интеграл на три слагаемых интеграла 

 
∫∫ ∫∫ ∫∫−+=
S S S

zdydzxydxdzdxdyI .2

 
Каждый из полученных интегралов преобразуем в двойной интеграл, 

учитывая, что нормаль к ориентированной поверхности образует острые углы с 
осями Ох, Оу, Оz. 

Находим 
∫∫ ∫∫==
S Dxy

dxdydxdyI ,1  

где Dxy – четверть области  .1
4

2
2 ≤+

yx   

Этот интеграл равен четверти площади эллипса с полуосями ,2,1 == ba  

т. е. .
241
ππ

==
abI  

∫∫ ∫∫ −−==
S Dxz

dxdzzxydxdzI ,12 22
2   

где Dxy – четверть круга  .122 ≤+ zx  
 Переходя к полярным координатам, получим 
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;
3

)1(
3

)1()1(
2

)1(2
2

0

1

0 0

12
32212

1

0

2
12

2 ∫ ∫∫ =−−=−−−=−=
π

πππϕ rrdrdrrrdI r

=







−−=








−−= ∫ ∫∫

=

−=
−

dzyzyyzdyzyzdzI
y

zyz1

0 0

2
121

0

2
312

0

2
2

3 124
1

2

 

.
15
4)1(

5
2

3
2)1(

3
4

0

12
52

1

0

2
32 =−⋅=−= ∫ zdzzz

 
 Следовательно,  .

15
4

6
5

15
4

32
−=−+= πππI     

 
 Пример 18 
 Вычислите поверхностный интеграл второго рода 
 ∫∫ ++=

S
zdxdyydzdxxdydzI ,  

где S – внешняя сторона сферы  .2222 azyx =++   
  Рассмотрим интеграл  ∫∫=

S
zdxdyI1 . Его можно представить в виде 

суммы интегралов по верхней и нижней сторонам сферы, которые обозначим 
соответственно  ∫∫ ∫∫

+ −

+=+
S S

zdxdyzdxdyISS 1- :и . 

На поверхности +S  

,222 yxaz −−=  
а на поверхности −S  

.222 yxaz −−−=   Но нормаль к поверхности +S  образует острый угол 
с осью Oz, а нормаль к поверхности  −S  образует тупой угол с осью Oz. С уче-
том того, что проекции +S  и −S    на плоскость Оху совпадают, имеем 

.
3
4)(

3
422 3

0
2

322
2

0

22

0

222
1 aradrrarddxdyyxaI

aa

Dxy
ππϕ

π
=−−=−=−−= ∫ ∫∫∫

 Из очевидных равенств   ∫∫ ∫∫ ==
S S

Iydzdxxdydz 1  окончательно находим  

.4 3aI π=     
 
Пример 19 
Вычислите поверхностный интеграл второго рода  

 ∫∫ −+=
S

zdxdyydxdzxdydzI ,3  
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где S – часть внешней поверхности параболоида  ,22 yxz +=  отсеченного 
плоскостью  .4=z  

  Воспользуемся формулой  

.),(
);(
dxdynaRdxdyQdxdzPdydz

S yxfzDxy
∫∫ ∫∫

=
=++  

В нашем случае ).1;2;2()1;;(),3;;( yxzznzyxa yx −−±=′−′−±=−=  

Так как внешняя нормаль образует тупой угол с осью Oz, ).1;2;2( yxn =  
Находим .322);( 22 zyxna ++=   Таким образом, 

∫∫∫∫ +=++=
+= DxyDxy yxz

dxdyyxdxdyzyxI .)(5)322( 22
22

22  

Областью интегрирования является круг .422 ≤+ yx  Переходя к поляр-
ной системе координат, получим  

.405
2

0

2

0

3 πϕ
π

== ∫ ∫ drrdI      

 
Пример 20 
Пользуясь формулой Гаусса – Остроградского, вычислите  

 ∫∫ ++=
S

zdxdyydzdxxdydzI ,  

где S – внешняя сторона пирамиды, ограниченной плоскостями  ,1=+= zyx  
.0,0,0 === zyx  

  Используя формулу Гаусса – Остроградского, получаем  

.
2
1

6
133∫∫ ∫∫∫ =⋅===++=

S V
VdVzdxdyydzdxxdydzI     

 
Пример 21 
Пользуясь формулой Гаусса – Остроградского, вычислите  

 ∫∫ ++=
S

dxdyzdzdxydydzxI ,333  

где S – внешняя сторона сферы .2222 azyx =++  
  Используя формулу Гаусса – Остроградского, находим 

∫∫∫ ++=
V

dxdydzzyxI .)(3 222  

Переходя к сферическим координатам, получаем 

.
5

12sin
2

0 0

54

0
∫ ∫∫ ==
ππ

πϕ
a

adrrdQI     
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Пример 22 
Применяя формулу Стокса, вычислите 

∫ ++=
C

xdzzdyydxI ,  

где С – окружность  ,0,2222 =++=++ zyxazyx   пробегаемая против хода 
    часовой стрелки, если смотреть с положительной стороны оси Ох. 
   По формуле Стокса  

∫ ∫∫ +







∂
∂

−
∂
∂

=++
С S

dydz
z
Q

y
RRdzQdyPdx ,dxdy

y
P

x
Qdzdx

x
R

z
P









∂
∂

−
∂
∂

+







∂
∂

−
∂
∂

 
имеем  
∫ ∫∫ ∫∫ ++−=++−=++
C S S

dSdxdydzdxdydzxdzzdyydx .)coscos(cos γβα
 

В качестве поверхности  S  можно взять круг радиусом  а  с центром в 
начале координат, лежащий в плоскости .yxz −−=  

Найдем направляющие косинусы нормали к плоскости :yxz −−=  

.
1

1cos,
1

cos,
1

cos
222222

yxyx

y

yx

x

zzzz

z

zz
z

′+′+±
=

′+′+±

′−
=

′+′+±

′−
= γβα

 Так как нормаль к плоскости образует с осями острые углы, получаем 

.
3

1coscoscos === γβα  

Таким образом, 
,33 SdSI

S
⋅−=−= ∫∫  

где  .2aS π=  
Окончательно получим  .3 2aI π−=  
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Самостоятельная работа к занятиям 15–16 

Вариант 1 
 
1. Вычислите криволинейный интеграл первого рода ∫ −

C
dlyx ,)(  где С – 

окружность  ).sin,cos1(222 tytxxyx =+==+  
Ответ:  .2π  
2. Вычислите ∫ =−

OA
xyAOdyyxydx .2),2;2(),0;0(, 22  

Ответ:  .
15
8

 

3. Вычислите ∫∫ ++
S

dSzyx ,)152(  где S – часть плоскости 

,222 =++ zyx   отсеченная координатными плоскостями.  
Ответ:  10. 
 
4. Вычислите ∫∫

S
xdydz,  где S – внешняя сторона сферы  .1222 =++ zyx  

Ответ:  .
3
4π  

5. Вычислите с помощью формулы Гаусса – Остроградского  
∫∫ −+++
S

dxdyzxdxdzzyxdydz ,)()(3  где  S – внешняя поверхность пирамиды, 

образованная плоскостью 33 =++ zyx   и координатными плоскостями. 

 Ответ:  .
2
9
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Вариант 2 
 
1. Вычислите криволинейный интеграл первого рода ∫ +

C
dlyx ,)( 22  где 

С – окружность   ).sin2,cos22(422 tytxxyx =+==+  
Ответ:  .32π  
2. Вычислите ∫ =+−

OA
xyAOxdyyxy .4),2;1(),0;0(,)( 2  

Ответ:  .
15
8

−  

3. Вычислите ∫∫ −−
S

dSzyx ,)44(  где S – часть плоскости ,422 =+= zyx  

отсеченная координатными плоскостями.  
Ответ:  44. 
4. Вычислите ∫∫

S
dydzx ,2  где S – внешняя сторона части сферы 

2222 Rzyx =++ , .0,0 ≥≤ yx  

Ответ:  .
4

4Rπ
−  

5. Вычислите с помощью формулы Гаусса – Остроградского  
∫∫ +++−++
S

dxdyzyxdxdzxzdydzzx ,)2()()(  где S – внешняя поверхность 

пирамиды, образованная плоскостью 23 =++ zyx   и координатными плоско-
стями. 

 Ответ:  .
3

16
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Дополнительные задачи 
 
1. Вычислите криволинейный интеграл первого рода по кривой С: 
∫ +
С

dlyx ,)2(  где С – ломаная АВОА,  А(1; 0), В(0; 2), О(0; 0). 

 Ответ: .523+   
2. Вычислите ∫ +

С
dlyx ,)(  где С – четверть окружности 

,2222 azyx =++   ,xy =  расположенная в первом октанте. 

Указание.  ).
2

0(sin,cos
2

,cos
2

: π
≤≤=== ttaztaytaxC  

Ответ:  .22a  
3. Вычислите ∫ −

AB
dyyxydx ,2  где АВ – дуга параболы  ,22 xy =   А(0; 0),  

В(2; 2).  

 Ответ:  .
15
8

  

 4. Вычислите  ∫ ++
С

xdzzdyydx   в направлении возрастания параметра, 

где С – виток винтовой линии  .20,,sin,cos π≤≤=== tbtztaytax   
Ответ:  .2aπ−  
5. Вычислите ∫∫

S
dSz ,2  где S – полная поверхность конуса 

.222 ≤≤+ zyx   
Ответ:  ).22(8 +π  
6. Вычислите ∫∫ +++−

S
zdxdydzdxzxdydzxz ,3)2()2(  где S – верхняя 

сторона  плоскости треугольника 0,0,0,4 ≥≥≥++ zyxzyx . 

Ответ:  .
3

128
 

7. Вычислите ∫∫ ++
S

dxdyzdzdyydydzx ,333  где  S – внешняя сторона бо-

ковой поверхности конуса .10,222 ≤≤≤+ zzyx  
Указание. Замкнуть поверхность плоскостью z = 1 и применить формулу 

Гаусса – Остроградского. 

Ответ:  .
10
π

−  
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8. Применив формулу Стокса, вычислите 

∫ −+−+−
L

dzyxdyxzdxzy ,)()()( 222222  где L – кривая пересечения па-

раболоида  322 =++ zyx  с плоскостью ,2=++ zyx  ориентирована положи-
тельно относительно вектора (1; 0; 0). 
 Ответ: π12− . 
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Занятия 17–18 

Поток векторного поля. Дивергенция. Линейный интеграл и циркуляция 
векторного поля. Ротор векторного поля. Потенциальные поля 

 
Пример 1 
Найдите поток вектора kjia 32 ++=  через площадку, перпендикуляр-

ную оси Oz и имеющую форму круга радиусом R, в положительном направле-
нии оси Oz. 

  Согласно определению потока вектора через поверхность S, будем 
иметь .),( 0 dSnaП

S
∫∫=  

В нашем случае ,,32 0 knkjia =++=  так что .3),( 0 =na  Учитывая, 
что площадь круга равна ,2Rπ  получим  .333 2∫∫ ∫∫ ===

S S

RdSdSП π     

 
Пример 2 
Найдите поток векторного поля ,ra =  где  r  – радиус-вектор через пря-

мой круговой цилиндр с высотой h, радиусом основания R и осью Oz 
.kzjyixr +=   

 Поверхность S состоит из боковой поверхности S1, верхнего основания  
S2 и нижнего основания S3  цилиндра. Искомый поток П в силу свойств адди-
тивности равен   П = П1+П2+П3, где П1, П2, П3 – потоки данного поля через S1, 
S2, S3   соответственно. 

На боковой поверхности  S1  Rrnnrna n === ρ),(),( 00   (рис. 27). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 27 
 

S1 

S3 

S2 

90° 0n  

y 

z kn =0  

kn −=0  
x 

O 
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Следовательно, 

∫∫∫∫ =⋅===
11

.22),( 2
01

SS

hRRhRdSRdSnaП ππ  

На верхнем основании  ,),(),( 020 hrnkrna === ρ   и значит,  

∫∫∫∫ ===
2

.),( 2
0

2
2

SS

hRdShdSnaП π  

На нижнем основании S3  вектор r  перпендикулярен вектору .0 kn −=  
Поэтому .0и0),( 30 == Пna  

Искомый поток равен  .3),( 2
0 hRdSnaП

S

π== ∫∫     

 
Пример 3 
Вычислите поток вектора kzjyixa −+=  через внешнюю поверхность 

гиперболоида ,3 2222 hzyx =−+  ограниченную плоскостями hzz == ,0  
(рис. 28). Данная поверхность проектируется взаимно однозначно на плоскость 
хОу в кольцо Dxy  (рис. 29). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
        Рис. 28            Рис. 29 
 
Находим орт нормали 0n  к поверхности S: 

.
)grad(
)grad(

222222

222

0
zyx
kzjyix

zyx
zyxn

++

−+
±=

−+
−+

±=  

По условию задачи нормаль 0n  образует тупой угол с осью Oz, поэтому 
перед дробью надо взять знак плюс. Таким образом,  

.
2220

zyx
kzjyixn

++

−+
=  

Отсюда 0cos
222
<

++

−
=

zyx
zγ   и, значит,  

z 

у x 

n  x 

y 

2h 

h 3  

O 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 88 

 
.

cos

222

dxdy
z

zyxdxdydS ++
==

γ  

Находим скалярное произведение  .),(
222

222

0
zyx

zyxna
++

++
=  

∫∫ ∫∫ ∫∫ =
++

=
++

==
−+=S S hyxzDxy

dxdy
z

zyxdxdy
z

zyxdSnaП
2

3
22

222222

0 ),(

∫∫∫∫ +−=
=
=

=
−+

−+
= drhrrd

ry
rx

dxdy
hyx
hyx

Dxy

22
2

0
222

222
3

sin
cos

3
)322( π

ϕ
ϕ
ϕ

 

∫ ∫
−

+
π

ϕ
2

0

2

3
22

3
;

3

h

h hr
drrd

 

∫ ∫ ∫ =−−⋅=−
π

πϕ
2

0

2

3

2

3

222
12222 )3()3(

2
123

h

h

h

h
hrdhrdrhrrd  

;
3
2)3(

3
2 3

3

2
2

322 hhr
h

h
ππ =−⋅=

 

∫ ∫∫ =+=

+=

=
=−

=
−

π
πϕ

2

0 0

22
2

3 222

222

22

3
)3(2

3

3

3

hh

h
dzhz

hzr

zdzrdr
zhr

hr
drrd  

;
3

203
3

23
3

2)3(2 33
3

0 0

2
3

22 hhhzhzdzhz
h h

ππππ =







+=








+=+= ∫

 
.

3
22

3
20

3
2 333 hhhП πππ =+=      

 
Пример 4 
Даны векторное поле jzxya )( +−=  и плоскость ,0222: =−+− zyxp  

которая ограничена координатными плоскостями. Требуется вычислить поток 
векторного поля a  через часть плоскости P в том направлении нормали к плос-
кости P, которая образует с осью Oz острый угол. 

  Если поверхность S взаимно однозначно проектируется на все три коор-
динатные плоскости, то поток вектора kzyxRjzyxQizyxPa );;();;();;( ++=   
через поверхность S можно записать так: 

∫∫ ∫∫ ∫∫±±±=Π
Dyz Dxz Dxy

dxdyyxzyxRdxdzzzxyxQdydzzyzyxP ,));(;;());;(;();),;((
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причем знак в каждой из формул выбирается таким, какой знак  ,cos,cos βα  
γcos  на поверхности S. В качестве нормального вектора плоскости Р можно 

взять вектор  ),0(cos22 >+−= γkjin  откуда получим  .0cos,0cos <> βγ  
Так как в нашем случае ,0);;();;( == zyxRzyxP   будем иметь 

 
∫∫∫∫ −+−=+−−=Π

−+= DxzDxz zxy
dxdzzxdxdzzxy ,)23()(

222  
где Dxz – проекция части плоскости Р на плоскость xOz (рис. 30). 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 30 
 

=−+−=−+−= ∫ ∫∫
−

=

−=
dxzzxzdzzxdxП

x

z

xz1

0

1

0

2
1

0 0

1
)2

2
3()23(  

∫∫ =+−+−+−−=−+−=
=

−= 1

0

22
1

0 0

12 )4436322(
2
1)432(

2
1 dxxxxxxdxzzxz

z

xz

 

.
3
1

32
1)1(

2
1 1

0 0

13
2 =








−−=−−= ∫ xxdxx

    
 
 Пример 5 
 Пользуясь инвариантным определением вычислите дивергенцию вектора 

kza =  в произвольной точке М, выбрав в качестве поверхностей S, окружаю-
щих точку М, поверхности куба с гранями, параллельными координатным 
плоскостям, и стороной куба, равной ε  (рис. 31). 
  
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 31 
  

z 

x 

O 1 

1 

z=1– x 

0n  

0n  
0n  

у 
х 

z 

O 
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По определению дивергенции в нашей точке имеем 

 
,

),(
lim)(div

0

0 V

dSna
Ma S

∫∫
→

=
ε  

 
где  V – объем куба. 
 Поверхность S состоит из боковой поверхности S1, нижнего основания S2 
и верхнего основания S3. 
 Пусть для определенности уравнение нижней грани –  .hz =  Тогда урав-
нение верхней грани –  .ε+= hz  Поток вектора П1 через боковую поверхность 
S1  равен нулю, так как  a  перпендикулярен  .0n  

 ( ) 2
2

22
0, εhhdSdSnaП

SS
−=−== ∫∫∫∫ . 

 ( ) ( ) 32
3

33
0, εεε +=+== ∫∫∫∫ hdShdSnaП

SS
. 

 3
321 ε=++= ПППП . 

 Следовательно,   .1lim)(div
0

==
→ V

ПMa
ε

    

 
Пример 6 
Найдите дивергенцию векторного поля  kzjyxixya 322 ++=  в точке 

А(1;–1;3). Будет ли данная точка источником или стоком поля?  

   
( ) ( ) ( ) 222

322
3div zyx

z
z

y
yx

x
xya ++=

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

= ; ( ) 029div >=Aa . 

 Следовательно, точка  А  является источником векторного поля.    
 
 Пример 7 
 Применяя формулу Гаусса – Остроградского, вычислите поток векторно-
го поля  kxzjyziyxa )2()()( −+−+−=   через сферу  .06 222 =+++ zyxz  

 Запишем уравнение сферы в виде  .0)3( 222 =+++ zyx   
Радиус сферы  

 ( ) ( ) ( ) ( ) 22112div =+−=
∂
−∂

+
∂
−∂

+
∂
−∂

=
z

xz
y

yx
x

yxMa , равен 3. 

 Находим 

 ( ) ∫∫∫∫∫∫ =⋅⋅===
VV

dVdVMaП ππ 723
3
422div 3 .   
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 Пример 8 
 Вычислите поток векторного поля   kzjyixa 222 ++=  через боковую 

поверхность S1 конуса  hzyx ≤≤+ 22   в сторону внешней нормали. 
   Дополним заданную поверхность S1  до замкнутой кусочно-гладкой 
поверхности S основанием конуса – кругом  S2:  .,222 hzhyx =≤+  
 Применим теперь формулу Гаусса – Остроградского к области V, ограни-
ченной замкнутой поверхностью S: 

 
∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫ ++==+
VVSS

dxdydzzyxdxdydzadSnadSna .)(2div),(),( 00
21  

 На круге S2 имеем  ,, 0
222 knkhjyixa =++=    поэтому  

 
.),(

22

42
0 ∫∫∫∫ ==

SS
hdShna π

 
 Для вычисления тройного интеграла перейдем к цилиндрическим коор-
динатам:  .,sin2,cos zzyrx === ϕϕ   Уравнение конической поверхности 
примет вид  .rz =  
 Таким образом,  

 
∫∫∫ ∫ ∫ ∫ =++=++
V

h h

r
dzzrrdrddxdydzzyx

π
ϕϕϕ

2

0 0
))sin(cos(2)(2

 

∫ ∫ ∫ ∫ =







−=−==

π πππϕ
2

0 0

4

0 0

422
22 .

242
2)(22

h h

r

h h
hrhrdrrhrzdzrdrd

    
 Искомый интеграл по боковой поверхности равен 

 
.

22
),( 44

4

0
1

hhhna
S

πππ
−=−=∫∫

    
 
 Пример 9 
 Вычислите линейный интеграл в векторном поле  kzjyixa 222 ++=  в 
направлении от точки А(0;0;0) до точки В(1;1;1) вдоль отрезка прямой, прохо-
дящей через эти точки. 
   Линейный интеграл имеет вид  ∫ ∫ ++=

AB AB
dzzdyydxxrda .),( 222  

 Запишем параметрическое уравнение прямой АВ: 

 

].1;0[
,
,
,

∈








=
=
=

t
tz
ty
tx

 
Отсюда  .dtdzdydx ===  
Искомый линейный интеграл будет равен 
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.1
0
1

3
3)(

1

0

3222 ==++∫ tdtttt     

 
 Пример 10 
 Вычислите циркуляцию вектора  ykjxiza ++= 2  по контуру 

 




=
=+

.
,1:

22

yz
yxL  

  Параметрическое уравнение линии L:  








==
≤≤=

=

,sin
,20,sin

,cos

tyz
tty

tx
π   

так что  .cos,cos,sin tdtdztdtdytdtdx ==−=  

 ∫ ∫ ∫ ==++−==
L

tdtdtttttrdaЦ
π π2

0

2

0

223 cos)cossincossin(),(  

∫ ∫ ==+=
π π

π
2

0

2

0
.

2
1)2cos1(

2
1 dtdtt

    
 
 Пример 11 
 Для векторного поля  kxjyiza 333 ++=   найдите вектор, направленный 
так, что для перпендикулярной к нему плоскости плотность циркуляции в точке 
Р(1; 2; 2) будет наибольшей. Найдите величину этой плотности циркуляции. 
   Указанным условиям удовлетворяют векторы   )( parot  и )( parot  со-
ответственно: 

 

;)(3 22

333333
333

jxzk
yz
yxj

xz
zxi

xy
zy

xyz
zyx

kji

arot −=∂
∂

∂
∂

+∂
∂

∂
∂

−∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

 
 .9)(;9)( == parotjparot     
 

Пример 12 
 Вычислите циркуляцию вектора  kyzjxyixza 22 ++=   по контуру 

 
( )





>=+

=++

0

,9
:

222

222

zzyx

zyx
L    непосредственно и по теореме Стокса. 
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   Для параметрического задания контура необходимо найти радиус 
окружности, являющейся пересечением конуса и сферы (рис. 32). Для этого 
нужно решить систему уравнений 

 






=+

=++

,

,9
222

222

zyx

zyx
   

2
23,

2
23,92 2 ==== zRzz . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 32 
 

 Параметрическое уравнение контура  




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≤≤=
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2

3

z

tty
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 Отсюда 

 
.0,cos

2
3,sin

2
3

==−= dztdtdytdx
 

∫∫ =





 +−==

π2

0

22 sincos
4
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22
27),( dtttttrdaЦ

L
 

.
16
81

32
81)4cos1(

32
812sin

16
81 2

0

2

0

2

0

2∫ ∫ ∫ ==−==
π π π

πdtdtttdt
 

 Вычислим циркуляцию по теореме Стокса: 

y 

z 

x 

0 

kh =  
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.rot 22

22

kyjxiz

yzxyxz
zyx

kji

a ++=
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

 

 Натянем на контур L часть плоскости   .,
2

23
0 knz ==  

=
=
=

====== ∫∫∫∫∫∫
DxySS ry

rx
dxdyydxdydSdSydSnaЦ

ϕ
ϕ

sin
cos

),(rot 22
0  

.
16
81

2
3

4
1

2
2cos1)sin(

42

0

2
3

0

2

0

2
3

0

322 ππϕϕϕϕ
π π

=





=

−
== ∫ ∫ ∫ ∫ drrddrrrd

    
 
 Пример 13 
 Вычислите циркуляцию векторного поля   kyzjxiya )( −+−=  по кон-

туру   








=

=−+
=

,3

,1
4

2
22

xz

zyxL   непосредственно и по теореме Стокса. 

  Найдем проекцию L на плоскость хОу  (рис. 33). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 33 
 

 
.1

14
,1

4
3 222

22 =+=−+
yxxyx

 
 Проекцией контура на плоскость хОу является эллипс с полуосями а = 2 и 
в = 1. Площадь этого эллипса равна  .2π  

y 

x 

z 

L 

O 

n  
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 Запишем параметрическое уравнение контура:  

 




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=
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,cos32

,sin
,cos2

ϕ

ϕ
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y
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 πϕ 20 ≤≤ . 

 Отсюда 

 .sin32,cos,sin2 ϕϕϕϕϕϕ ddzddyddx −==−=  
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L

drdaЦ ϕϕϕϕϕϕ
π

)sin32cossin12cos2sin2(),( 2
2
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22
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
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2

0

222

2
cos132

2
cos12

2
cos12

 

.2)23()311(
2

0
πϕ

π
⋅−=+−−= ∫ d

 
 Вычислим циркуляцию по теореме Стокса: 

 

.20rot kji

yzxy
zyx

kji

a −+−=
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∂
∂

∂
∂

∂
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=

 
 На контур L натянем часть плоскости  3xz = : 
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S DxyS
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0 11
2
31

2
3),rot(  

.2)23()23( π⋅−=−= ∫∫
Dxy

dxdy
    

 
 Пример 14 
 Докажите, что векторное поле   kxjyxizxya +−++= )2()2( 2  является 
потенциальным, и найдите его потенциал.  

 Вычислите   ∫ +−++
)4;2;1(

)1;1;1(
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  Находим  =
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∂
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∂
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∂
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2222 22
 

 
,0)22()11(0 ≡−+−−= kxxji т. е. поле является потенциальным. 

 
.);;();;();;();;( 000 CdzzyxRdyzyxQdxzyxPzyxU

z

z

y

y

x

x ooo

+++= ∫∫∫
 

 За начальную фиксированную точку примем О(0;0;0). Тогда получим 

.)2(0);;( 22
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0
CxzyyxCdzxdyyxdxzyxU

zyx
++−=++−+= ∫∫∫

 

 
∫ =−=+−++
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Дополнительные задачи 

 

 1. Найдите поток векторного поля  kxzjxixa ++= 2    через внешнюю 
сторону части параболоида  ,22 yxy +=  ограниченную плоскостью  1=y  и 
лежащую в I октанте. 

 Ответ:  .
15
1

−   

 2. Применяя метод проектирования на все три координатные плоскости, 
вычислите поток векторного поля  kyjxiza +−=  через верхнюю сторону 
треугольника, получаемого пересечением плоскости  06263 =−−+ zyx  с ко-
ординатными плоскостями. 

 Ответ:  .
6
7

 

 3. Вычислите поток векторного поля   kzjyizxa ++= 2  через боковую 
поверхность конуса  10,222 ≤≤≤+ zzyx    в сторону внешней нормали. 
 Указание. Дополнить заданную поверхность плоскостью  .1=z  

 Ответ:  .
3
π

−  

 4. Вычислите работу силового поля  jyxixyxF )()2( 222 +++=   вдоль 
параболы   2xy =   от точки (0;0) до точки (1;1). 

 Ответ:  .
3
5

 

 5. Найдите ротор вектора  kxzjzyiyxa )()()( 222222 +++++= . 
 Ответ:  ).(2 kyjxiz ++−  
 6. Найдите циркуляцию вектора  kzjxiya +−=   по контуру  

 




=
=++

xz
zyxL ,1:

222
 

непосредственно и по теореме Стокса. 
 Ответ:  .2π−  
 7. Докажите, что векторное поле  
 kxyzjxzyiyzxa )2()2()2( 222 −+−+−=  
является потенциальным. Найдите его потенциал. 

 Ответ:  .2)(
3
1 333 Cxyzzyx +−++  
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