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Объектом исследования являются: неавтономная нелинейная система двух дифференциальных
уравнений первого порядка с произвольным параметром  и автономная система двух нелинейных
дифференциальных уравнений с квадратичной нелинейностью производной неизвестных функ-
ций, содержащая произвольные параметры  и ненулевые параметры  удовлетворяющие
условиям . Цель исследования: определение условий на параметры
указанных систем, при которых их общие решения не имеют подвижных критических особых то-
чек, т.е. обладают свойством Пенлеве (являются системами Пенлеве-типа). Доказано, что неавто-
номная система при любом значении параметра  является системой Пенлеве-типа и по одной из
компонент она эквивалентна дифференциальному уравнению второго порядка, полученному
Н.А. Кудряшовым. Решение данного уравнения выражается через решение второго уравнения Пенле-
ве. Для указанного уравнения построены прямое и обратное преобразования Беклунда. Характер-
ной особенностью автономной системы является то, что по каждой из компонент она эквивалентна
двум нелинейным дифференциальным уравнениям второго порядка, которые исследуются на на-
личие у них свойства Пенлеве в зависимости от значений параметров. Доказано, что при 
автономная система является системой Пенлеве-типа: она эквивалентна дифференциальным урав-
нениям второго порядка, которые либо интегрируются в эллиптических функциях, либо допускают
линеаризацию. В остальных двух случаях она обладает данным свойством, если a = 0.
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Пенлеве, преобразование Беклунда
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1. ВВЕДЕНИЕ
Целью настоящей работы является исследова-

ние аналитических свойств решений систем диф-
ференциальных уравнений

(1)

(2)

В системе (1)  – неизвестные функции не-
зависимой переменной t; l – произвольный пара-
метр.

В системе (2)  – неизвестные функции не-
зависимой переменной ;  – произволь-
ные параметры. Предполагается, что ненулевые
параметры b и c удовлетворяют одному из усло-
вий

(3)

(4)

(5)

1. О СВОЙСТВАХ РЕШЕНИЙ СИСТЕМЫ (1)
Теорема 1. Пусть  – решение системы (1).

Тогда

(6)

есть решение системы

(7)

Для доказательства теоремы достаточно пару
, определяемую (6), подставить в (7) с уче-

том (1).

l
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Аналогичным образом доказывается
Теорема 2. Пусть  – решение системы (7).

Тогда

(8)

решение системы (1).
Система (1) по  эквивалентна второму урав-

нению Пенлеве [1]

(9)

а по  – уравнению

(10)

Из первого уравнения системы (1) следует, что
общее решение уравнения (10) не имеет подвиж-
ных критических точек. Следовательно, оно яв-
ляется уравнением Пенлеве-типа.

Система (7) по  эквивалентна уравнению

(11)

Уравнение (11) получается из (10) преобразо-
ванием , .

Поскольку вторые компоненты пар  и
 из (6), (8) можно представить в виде

(12)

(13)

соответственно, то формулы (12), (13) определяют
прямое и обратное преобразование Беклунда
уравнения (10). Более точно, справедливы

Теорема 3. Пусть  – решение уравне-
ния (10) при фиксированном значении . Тогда
функция  определяемая (12), явля-
ется решением уравнения (11).

Теорема 4. Пусть  – решение
уравнения (11) при фиксированном значении .
Тогда функция  определяемая (13), яв-
ляется решением уравнения (10).

Другие аналитические свойства решений урав-
нения (10), представимого в виде

(14)

где , ; ,  – параметр,

исследовались в [2].
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2. СИСТЕМА (1) ПРИ УСЛОВИИ (3)
Систему (1) при условии (3) можно предста-

вить в виде

(15)

(16)

Несложно проверить, что неизвестные функ-
ции  и их производные удовлетворяют одному
из условий:
либо

(17)
либо

(18)

Теорема 5. Пусть ,  –
произвольные функции, удовлетворяющие си-
стеме (15), (16). Тогда при условии (17) и  они
являются решениями уравнений

(19)

(20)

соответственно.
Уравнение (19) получается, если из (17) исклю-

чить  с помощью (16). Если из (17) исключить 
с помощью (15), то получим уравнение (20). Урав-
нение (19) ((20)) интегрируется в эллиптических
функциях.

Аналогичным образом доказывается
Теорема 6. Пусть ,  –

произвольные функции, удовлетворяющие си-
стеме (15), (16). Тогда при условии (18) и  они
являются решениями уравнений

(21)

(22)

соответственно.

Уравнение (22) в случае  заменой 
приводится к линейному уравнению  = –(α +
+ β + γ)u2.

С помощью преобразований 
 и дифференцированием относитель-
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четвертого порядка. Заметим, что уравнение (21)
получается из (22) заменой 

Таким образом, справедлива
Теорема 7. Система (15), (16) при  являет-

ся системой Пенлеве-типа.
Легко видеть, что формулы (15), (16) определя-

ют взаимно однозначное соответствие (преобра-
зование Беклунда) между решениями уравне-
ний (19), (20). Сказанное справедливо и по отно-
шению к уравнениям (21), (22).

Система (15), (16) в случае   по-
лучена в [3].

3. СИСТЕМА (2) ПРИ УСЛОВИИ (4)
Система (2) в случае (4) принимает вид

(23)

(24)

Несложно убедиться, что неизвестные функ-
ции  и их производные удовлетворяют одному
из условий:

либо

(25)

либо

(26)

Исключение из (25) с помощью (23) компо-
ненты  приводит к уравнению

(27)

при условии 
Если же из (25) с помощью (24) исключить

компоненту , то относительно  получим урав-
нение

(28)

при условии 
Сравнение уравнения (27) с каноническими

уравнениями из [4] приводит к заключению, что
уравнение (27) не является уравнением Пенлеве-
типа при 

Если , то полагая  приходим к
уравнению
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которое интегрируется [5] в эллиптических функ-
циях. Легко видеть, что уравнение (28) при 
также интегрируется в эллиптических функциях
и, следовательно, является уравнением Пенлеве-
типа. Впрочем, этот факт следует из формулы (23).

Исключая из (26) с помощью (23), (24) компо-
ненты  мы получим уравнения

(30)

при условии  и

(31)

при условии 
На основании результатов работы [4] прихо-

дим к заключению, что для наличия у общего ре-
шения уравнения (30) свойства Пенлеве необхо-
димо .

Полагая в (30) при   относитель-
но  получим уравнение

(32)

которое интегрируется в эллиптических функциях.
Таким образом, общее решение уравнения (30) в

случае  не имеет подвижных критических
особых точек.

В силу (23) этим свойством обладает и уравне-
ние (31) в случае . В этом также можно убе-
диться, не обращаясь к (23). Действительно, урав-
нение (31) при  имеет первый интеграл [5]

(33)

где С – произвольная постоянная. Уравнение (33)
интегрируется в эллиптических функциях.

Теорема 8. Система (23), (24) при  
является системой Пенлеве-типа.

Система (23), (24) в случае   по-
лучена в [3].

4. СИСТЕМА (2) ПРИ УСЛОВИИ (5)
Пусть выполнено условие (5). Тогда система (2)

имеет вид
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При этом неизвестные функции  и их про-
изводные удовлетворяют одному из условий:

либо

(36)

либо

(37)

При выполнении условия (36) система (34), (35)
эквивалентна уравнениям

(38)

(39)

если ,  соответственно.
В случае (37) система (34), (35) эквивалентна

уравнениям

(40)

(41)

если ,  соответственно.
Проводя аналогичные рассуждения, как и в

случае системы (23), (24) убеждаемся в том, что
справедлива

Теорема 9. Система (34), (35) при  
является системой Пенлеве-типа.

Система (34), (35) в случае   по-
лучена в [3].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе исследованы аналитические свойства

решений двух систем нелинейных дифферен-
циальных уравнений первого порядка: неавто-
номной системы с произвольным параметром и
автономной системы с тремя произвольными
параметрами и двумя ненулевыми параметрами,
удовлетворяющими условиям 
(4b2 – c2)= 0.

Доказано, что общее решение неавтономной
системы не содержит подвижных критических
точек и оно выражается через функции-решения
второго уравнения Пенлеве. Получено преобра-
зование Беклунда для уравнения Н.А. Кудряшо-
ва, которому эквивалентна система по одной из
компонент.

Для автономной системы в каждом из указан-
ных выше случаев получено условие на входящие
в ее параметры, при котором она является систе-
мой Пенлеве-типа.
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Abstract—The non-autonomous nonlinear system of two first order differential equations with arbitrary pa-
rameter and the autonomous system of two nonlinear differential equations with quadratic nonlinearity of
derivation of unknown functions, containing arbitrary parameters a, α, β, and γ and nonzero parameters b
and c satisfying the conditions (b2 – c2)(b2 – 4c2)(4b2 – c2) = 0 are studied. The conditions on the parameters
of the mentioned systems have been determined under which their general solutions have no moving special
critical points, i.e., have the Painlevé property (the systems are Painlevé systems). It is proved that the non-
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autonomous system for any value of the parameter l is a Painlevé type system and is equivalent in one of its
components to the second order differential equation obtained by N.A. Kudryashov. The solution of this
equation is expressed in terms of the solution of the second Painlevé equation. Direct and inverse Bäcklund
transformations have been constructed for this equation. Each component of the autonomous system is
equivalent to two second order nonlinear differential equations. It is examined whether these equations have
the Painlevé property depending on parameter values. It is proved that the autonomous system with the pa-
rameters b2 = c2 ≠ 0 is a Painlevé type system: it is equivalent to second-order differential equations, which
are either integrated in elliptic functions or admit linearization. In the other two cases, it has this property if
a = 0.

Keywords: autonomous and non-autonomous system of differential equations, Painlevé property, Bäcklund
transformation
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