
ÏÐÎÈÇÂÎÄßÙÀß ÔÓÍÊÖÈß ÄËß ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÈ
ÏÐÎÏÓÑÊÀ ÎØÈÁÊÈ ÏÐÈ ÍÀÁËÞÄÅÍÈÈ ÄÂÓÕ

ÂÅÊÒÎÐÎÂ ÏÅÐÅÕÄÎÂ

Êîáÿê È.Ï.
Êàôåäðà ýëåêòðîííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí, Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èíôîðìàòèêè

è ðàäèîýëåêòîðîíèêè

Ìèíñê, Ðåñïóáëèêà Áåëàðóñü

E-mail: ipkobyak2012@mail.ru

Â äàííîé ðàáîòå íà îñíîâå èçâåñòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå

âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü ïðîïóñêà îøèáêè ïðè íàáëþäåíèè âåêòîðîâ ïåðåõîäîâ â âûáîðêå ñîáûòèé ñ øó-

ìîïîäîáíîé ïðèðîäîé. Ðàññìîòðåíî ñîîòíîøåíèå äëÿ ìîäû è ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ äâóõ ïåðåìåííûõ

(ôóíêöèé), õàðàêòåðèçóþùèõ çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè îøèáêè ïðàêòè÷åñêè ñî ñòîïðîöåíòíîé òî÷íîñòüþ.

Ïðèâåäåí ðàñ÷åò âåðîÿòíîñòè îøèáêè äëÿ áåñêîíå÷íîé âûáîðêè.

Ââåäåíèå

Íàáëþäåíèå è ðåãèñòðàöèÿ âåêòîðîâ ïåðå-
õîäîâ (ÂÏ) çàäàííîãî âèäà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷-
íî íîâûì àëãîðèòìîì ñèíòåçà êîíòðîëüíûõ êî-
äîâ äëÿ èäåíòèôèêàöèè ñîîáùåíèé ñî ñëó÷àé-
íîé ïðèðîäîé. Äîñòîèíñòâîì ïðèíöèïà íàáëþäå-
íèÿ ÂÏ èëè ñóáäèíàìè÷åñêèõ îáúåêòîâ ÿâëÿåòñÿ
íèçêàÿ âåðîÿòíîñòü ïðîïóñêà îøèáêè ñôîðìèðî-
âàííîé îöåíêîé ïðè ïðîâåðêå äîñòîâåðíîñòè ïðè-
íÿòîé êðèïòîãðàììû. Ïðè ýòîì âðåìÿ ïîèñêà
îøèáîê â ñîîáùåíèè àáîíåíòà-ïåðåäàò÷èêà ñó-
ùåñòâåííî ýêîíîìèòñÿ â ñëó÷àå ïîÿâëåíèÿ ñáîåâ
â ñèñòåìå ñâÿçè.

Ïðåäñòàâëåííàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ â
âèäå ôàêòîðèàëüíûõ ìîìåíòîâ ñïåöèàëüíîãî âè-
äà ïîçâîëÿåò ðàçâèâàòü òåìàòèêó èññëåäîâà-
íèé ïàðàìåòðîâ òî÷å÷íûõ îöåíîê, èíòåðåñóþ-
ùóþ ïîëüçîâàòåëåé ðÿäà ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.
Â ÷àñòíîñòè, îñîáûé èíòåðåñ âûçûâàåò ïðèíöèï
âû÷èñëåíèÿ íîðìèðîâàííîé ïëîùàäè ïîä êðè-
âîé ãðàôèêà ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé îøèá-
êè äëÿ ðàçëè÷íûõ äëèí âûáîðêè n è ñðàâíåíèÿ
ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé ñ ïàðàìåòðàìè êëàññè÷å-
ñêèõ àëãîðèòìîâ îöåíèâàíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò âû-
áðàòü â öåëÿõ èäåíòèôèêàöèè íàèáîëåå ýôôåê-
òèâíûé ìåòîä ïðè ïåðåäà÷å ñîîáùåíèé, à òàê æå
ýôôåêòèâíî íàáëþäàòü ÷àñòîòó ïîÿâëåíèÿ ÂÏ â
áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ.

I. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ
âåðîÿòíîñòè íàáëþäåíèÿ âï

Ïðåäñòàâëåíèå ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ñ ýëåìåíòàìè äåòåðìèíèçìà â âèäå íàáîðà
äâóìåðíûõ îáúåêòîâ ÷èñëîì kj,i, ãäå j-ýòî êîëè-
÷åñòâî ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÂÏ, à i-÷èñëî âåêòîðîâ
â ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ, ïîçâîëÿåò íà îñíîâå
àëãîðèòìà âêëþ÷åíèÿ è èñêëþ÷åíèÿ çàïèñàòü ñî-
îòíîøåíèå äëÿ ìîäû ñ ó÷åòîì [1] â âèäå:
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à ïàðàìåòð p = 3r−µ

m2 - ýòî òåîðåòè÷åñêàÿ âåðîÿò-
íîñòü ðåãèñòðàöèè ÂÏ çàäàííîãî âèäà â r - ðàç-
ðÿäíîé âûáîðêå, m = 2r.

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ äàííîé çàäà÷è
ïîçâîëèëè çàêëþ÷èòü, ÷òî èñêîìàÿ ïðîèçâîäÿ-
ùàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé, ÷òî
ïðåäïîëàãàåò ñèíòåç îáùåãî ñîîòíîøåíèÿ â âè-
äå òðåõ ñîñòàâëÿþùèõ. Âî-ïåðâûõ, â âèäå ñëà-
ãàåìîãî (1), ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ìîäó; âî-
âòîðûõ, â âèäå ñóììû çíà÷åíèé ãëàäêîé ÷àñòè
ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå àðãóìåíòîâ j = 1, 2 (äëÿ
äàííîé çàäà÷è) ïðè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ i =
1, 2, ..., n − 2j − 3, ÷òî ñëåäóåò èç ìèíèìàëüíîé
äëèíû ìîíîîáúåêòîâ ðàâíîé 2j + i = 3; è, â-
òðåòüèõ, â âèäå ñóììû çíà÷åíèé ôóíêöèè, îïðå-
äåëÿåìîé ïàðàìåòðàìè i = n − 2j, â ≪ïîñòðàç-
ðûâíîé≫ îáëàñòè àðãóìåíòà.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ðàáîòû ìîæåò
áûòü ñôîðìóëèðîâàí íà îñíîâàíèè àëãîðèòìà
âêëþ÷åíèÿ è èñêëþ÷åíèÿ äëÿ j = 1, 2 (ñì. ðå-
çóëüòàò (5) íèæå).

Òåîðåìà. Ýíóìåðàòîð âèäà
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g = 2k1,1 + 3k1,2 + ...+ (n− 4) k1,n−5+
+4k2,1 + 5k2,2 + ...+ (n− 4) k2,n−7.

ÿâëÿåòñÿ ïåðå÷èñëÿþùåé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöè-
åé äëÿ âåðîÿòíîñòè íàáëþäåíèÿ ÂÏ çàäàííîãî
âèäà j = 1, 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìèðóåì ñëîæíûå
îáúåêòû, ñîñòîÿùèå èç j âåêòîðîâ ïåðåõîäà è
ïîñòîáúåêòîâ äëèíîé i. Òîãäà äëÿ ãëàäêîé ÷àñòè
ôóíêöèè ìîæåì çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå:

35



mK1 = 1
mn

∑
g

∑
n−g

[
(3r−µ) deg

2∑
j=1

n−2j−3∑
i=1

jkj,i

]
×

×m deg
2∑

j=1

n−2j−3∑
i=1

ik1,i
n−5∏
i=2

(
1

2i+1 βi
)k1,i×

×
n−7∏
i=2

(
1

2i+1 βi
)k2,i

(
3r−µ

m2
1

2n−1 βn−2

)
×

×
[(

3r−µ

m2

)2
1

2n−3 βn−4

]
×

×

[
n−

n−5∑
i=1

(i+1)k1,i−
n−7∑
i=1

(3+i)k2,i

]
!

n−5∏
i=1

k1,i!
n−7∏
i=1

k2,i!

. (3)

Ïðåîáðàçîâàíèå ôàêòîðèàëüíûõ ìîìåíòîâ
â ñîîòíîøåíèè (3), äàåò ðåçóëüòàò:
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Â äàííîì ñîîòíîøåíèè ñãðóïïèðóåì ÷ëåíû
ñ îäèíàêîâûìè ïîêàçàòåëÿìè. Ïðè ýòîì èìååì:
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Èñïîëüçóÿ òåïåðü ìåòîäèêó ïðåîáðàçîâàíèÿ
ïðîèçâåäåíèÿ â ïîëèíîìèàëüíóþ ôóíêöèþ, ìî-
æåì çàïèñàòü:
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Â ñîîòíîøåíèè (4) èíäåêñ (ñòåïåíü) ïàðà-
ìåòðà ðàâíàÿ i óêàçûâàåò íà äëèíó ïîñòîáúåêòà
èëè ÷èñëî âåêòîðîâ â ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ.

Îäíàêî, ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå (4) íå ìî-
æåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ïîäñòàíîâêè â ôóíê-
öèþ (2) â ÷èñòîì âèäå. Äàííûé ôàêò îáóñëîâëåí
âëèÿíèåì ïàðàìåòðîâ ñóììû ñ j = 2 íà ïîëó-
÷åííîå çíà÷åíèå ñóììû äëÿ j = 1. Âûõîäîì èç
ñîçäàâøåéñÿ ñèòóàöèè ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå àë-
ãîðèòìà ñóììèðîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ìåòî-
äó âêëþ÷åíèÿ è èñêëþ÷åíèÿ äëÿ äâóõ ïåðåìåí-
íûõ (èëè ôóíêöèé) êàê ïîêàçàíî â (2). Òåîðåìà
äîêàçàíà.

II. Çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè ïðîïóñêà
îøèáêè â àñèìïòîòèêå

Äëÿ ðàñ÷åòà âåðîÿòíîñòè ïðîïóñêà îøèá-
êè âåðîÿòíîñòüþ íàáëþäåíèÿ ÂÏ â àñèìïòîòèêå
âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì äëÿ ðàñ÷åòà ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ÷èñëà ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ïàð âåêòîðîâ â áåñêîíå÷íîé âûáîðêå:

jmo =

0,5n∑
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0,5n∑
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=
1
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. (5)

Ïðè ýòîì ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå âåðîÿò-
íîñòü íàáëþäåíèÿ ÂÏ õàðàêòåðèçóþò ïàðàìåòðû
r = 2, µ = 1 , îòêóäà ñëåäóåò:

pmax =
3r−µ

m2
=

3

16
.

Ïðè äàííîì pmax èç (5) èìååò ðåçóëüòàò
jmo = 16

13 . Î÷åâèäíî, ÷òî äàííûé ïàðàìåòð ìî-
æåò áûòü ïðåîáðàçîâàí ê âèäó jmo = 1 + 3

13 , ÷òî
ãîâîðèò îá ≪óäåëüíîì âåñå≫ âåëè÷èíû j = 1 ïðè
ðåãèñòðàöèè âñåõ ÂÏ â 81,25 ïðîöåíòàõ ñëó÷àåâ;
íà äîëþ æå îñòàëüíûõ ïàð ñ j > 1 ïðèõîäèò-
ñÿ 18,75 ïðîöåíòîâ ñîáûòèé. Òàêèì îáðàçîì, â
àñèìïòîòèêå ïðè j = 1, 2 èìååì:

mK <

(
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2i1+1
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1
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)n−g

.
Äëèíà ïîñòîáúåêòà i1 â äàííîì ñîîòíîøå-

íèè ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ïî ôîðìóëå:

i1 =
1− 2p

p
=

10

3
.

Äëÿ ïîñòîáúåêòà äëèíîé i2 èìååì:

i2 =
1− 4p2

p2
=

220

9
.

Ïàðàìåòð g îïðåäåëèòñÿ ïî ôîðìóëå g =
2j + i − 1 ñ ó÷åòîì âåðîÿòíîñòè íàáëþäåíèÿ ñî-
áûòèé npj . Ïðè ýòîì ïîëó÷àåì:

g = 0, 8125 (i1 + 1)np+0, 1875 (i2 + 3)np2 = 0, 841n

.
Cîñòàâëÿþùèå ñóììû â ñîîòíîøåíèè äëÿ

mK ñ ó÷åòîì (1) áóäóò ðàâíû:

1

2
13
3

β 10
3
= 0, 57002676,

1

2
229
9

β 220
9

= 0, 00132444.

Ïðè ýòîì èç ñôîðìèðîâàííîãî âûøå ñîîò-
íîøåíèÿ èìååì: mK ≈ (0, 6781594)

n
.
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