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Аннотация: В последние годы нейронные сети и методы машинного обучения становятся всё более 
востребованными для прогнозирования сложных динамических систем и временных рядов. Одной из 
ключевых проблем при анализе таких систем является необходимость моделирования обратной связи 
и учёта физической природы процесса, что может быть достигнуто с использованием 
дифференциальных уравнений. В данном докладе представлена концепция интеграции 
дифференциальных уравнений с нейронными сетями для улучшения прогнозирования временных 
рядов и динамических систем с обратной связью. Мы рассматриваем гибридные подходы, где 
нейронные сети помогают обучать сложные модели, а дифференциальные уравнения задают 
физически-обоснованную структуру модели. Описаны примеры приложений, а также проведён 
сравнительный анализ предложенной методологии с традиционными методами. 

Ключевые слова: нейронные сети, дифференциальные уравнения, временные ряды, гибридные 
модели, прогнозирование, интеграция моделей, системы с обратной связью. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

С развитием технологий и данных в реальном времени возрос интерес к моделированию и 
прогнозированию сложных систем, в которых присутствует обратная связь и нелинейные зависимости. 
Традиционные методы, использующие дифференциальные уравнения, обеспечивают точные 
физически-обоснованные модели, однако они имеют ограничения в условиях высокой размерности и 
сложности системы. С другой стороны, нейронные сети обладают высокой адаптивностью и 
способностью моделировать нелинейные зависимости, но зачастую лишены физического смысла и 
интерпретируемости. 

Интеграция дифференциальных уравнений и нейронных сетей предоставляет мощные инструменты 
для создания гибридных моделей, способных сочетать физические знания с гибкостью нейросетевых 
методов. В данном исследовании предлагается методология, которая позволяет: 

• Учитывать структуру системы через дифференциальные уравнения. 
• Применять нейронные сети для прогнозирования тех частей системы, которые сложно 

поддаются традиционному моделированию. 

Особое внимание в работе уделяется прогнозированию временных рядов и моделированию систем с 
обратной связью, таких как динамика популяций, экономические системы и физические процессы.  
2. МЕТОДОЛОГИЯ 

2.1 Основы гибридного подхода 

Основная идея гибридного подхода состоит в том, чтобы использовать дифференциальные уравнения 
для моделирования известных физических процессов, а нейронные сети – для обучения неизвестных 
или трудно моделируемых частей системы. Такая комбинация позволяет создать модель, которая: 

1. Учитывает известные физические законы. 
2. Повышает точность предсказания за счёт гибкости нейронных сетей. 

Формула гибридной модели: 

Пусть 𝑥𝑥(𝑡𝑡) – состояние системы в момент времени 𝑡𝑡, тогда гибридная модель может быть представлена 
следующим образом: 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡,𝜃𝜃) + 𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑡𝑡,𝜙𝜙) 

где 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡,𝜃𝜃) – физически-обоснованная часть, заданная дифференциальными уравнениями и 
параметризованная параметрами 𝜃𝜃; 𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑡𝑡,𝜙𝜙) – нейросетевой компонент, обучаемый на основе данных 
и параметризованный параметрами 𝜙𝜙. 
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2.2. Структура гибридной модели 

Для построения модели необходимы следующие компоненты: 

• Дифференциальное уравнение: описывает известную часть динамической системы. 
• Нейронная сеть: моделирует неизвестные или трудно поддающиеся описанию процессы. 
• Обратная связь: связывает выходы нейронной сети и физической модели, что позволяет 

учитывать исторические данные и текущие условия системы. 

Дифференциальное уравнение Нейронная сеть 

Известные параметры → 
Физическая модель 

Моделирование неизвестных 
параметров → Прогнозирование 

Рисунок 1. Схема гибридной модели 

2.3. Пример использования гибридной модели 

Рассмотрим пример системы с обратной связью, такой как экономическая модель, в которой изменения 
на рынке (ценовые колебания) зависят от множества факторов. Пусть состояние системы 𝑥𝑥(𝑡𝑡) 
описывает цену актива в момент времени 𝑡𝑡, и её изменение можно выразить как: 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝛼𝛼𝑥𝑥(𝑡𝑡) − 𝛽𝛽𝑥𝑥2(𝑡𝑡) + 𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑡𝑡,𝜙𝜙) 

где 𝛼𝛼𝑥𝑥(𝑡𝑡) − 𝛽𝛽𝑥𝑥2(𝑡𝑡) описывает основные динамические процессы рынка (например, рост и насыщение); 
𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑡𝑡,𝜙𝜙) – корректировочная функция, задаваемая нейронной сетью, которая учитывает нестабильные 
рыночные условия. 

Таблица 1. Описание параметров модели 

Параметр Описание Значение (пример) 

𝛼𝛼 Коэффициент роста 0.03 

𝛽𝛽 Коэффициент насыщения 0.0001 

ϕ Параметры нейросети Определяются обучением 

2.4. Подход к обучению нейронной сети 

• Сбор данных: необходимо собрать данные временного ряда для обучения модели, включая 
факторы, которые влияют на динамику системы. 

• Обучение: нейронная сеть обучается на части данных, при этом параметры ϕ подстраиваются 
таким образом, чтобы минимизировать ошибку между предсказанием модели и фактическими 
данными. 

• Интеграция: после обучения нейронная сеть интегрируется с дифференциальным уравнением, 
обеспечивая совместное прогнозирование.  

2.5. Алгоритм прогнозирования 

Алгоритм работы гибридной модели:  

1. На каждом шаге времени 𝑡𝑡  
• Вычисляется предсказание физической модели 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡,𝜃𝜃) 
• Вычисляется корректировочная составляющая с использованием нейронной сети 𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑡𝑡,𝜙𝜙) 

2. Обновляется состояние системы 𝑥𝑥(𝑡𝑡 + 1) на основе полученного значения. 
3. Решение дифференциального уравнения: 

• Вычисляется значения переменных, используя дифференциальное уравнение на 
основании текущих входных данных. 

• Полученные значения служат первичным прогнозом или начальным условием для 
последующих вычислений нейронной сети. 

4. Обработка нейронной сетью: 
• Передаётся результаты дифференциального уравнения на вход нейронной сети. 
• Нейронная сеть обрабатывает входные данные, учитывая нелинейные зависимости, и 

выдает прогноз или корректирующие значения. 
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5. Интеграция и обратная связь: 
• Нужно объединить результаты блока дифференциального уравнения и нейронной сети для 

получения комплексного прогноза. 
• Используется механизм обратной связи: результаты нейронной сети можно использовать 

для обновления параметров дифференциального уравнения. 
• Если модель обновляется в реальном времени, скорректированные параметры и 

предсказания передаются в систему как начальные условия для следующего шага. 
6. Оценка ошибки и адаптация: 

• Сравнивается прогноз с фактическими данными и рассчитывается ошибка. 
• Если ошибка превышает допустимый порог, нужно обучить нейронную сеть на новых 

данных или скорректировать параметры дифференциального уравнения. 
• В случае онлайн-обучения модель адаптируется на каждом новом временном шаге для 

улучшения точности. 
7. Получение финального прогноза: 

• На основе скорректированных данных гибридная модель выдает финальный прогноз. 
• Сохраняется прогнозы для последующего анализа и использования в дальнейших 

временных шагах. 
8. Повторение шагов для следующего временного шага: 

• Повторяются шаги с решения дифференциального уравнения для следующего набора 
данных временного ряда, чтобы продолжить процесс прогнозирования. 

Для временных рядов, таких как прогнозирование погодных условий или финансовых рынков, данный 
алгоритм может обеспечить более точное моделирование благодаря сочетанию математических 
моделей и данных. 

Этот подход особенно полезен, когда существующих данных недостаточно для самостоятельного 
обучения нейронной сети, но при этом у модели есть физические ограничения, которые можно описать 
дифференциальными уравнениями. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ, РЕАЛИЗАЦИЯ И РЕЗУЛЬТАТ. 

Приведём пример математического расчёта для гибридной модели, где используется сочетание 
логистического уравнения роста популяции и нейронной сети. Этот пример будет иллюстрировать 
численное интегрирование дифференциального уравнения с корректировочной функцией, которая 
моделируется простой нейронной сетью. 

Для вычислений возьмём параметры и смоделируем простой случай, добавив конкретные численные 
значения для каждого шага. 

Зададим логистическое уравнение роста популяции с внешним воздействием, которое описывается 
уравнением: 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑟𝑟𝑟𝑟 �1 −
𝑥𝑥
𝐾𝐾
� + 𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑡𝑡,𝜙𝜙) 

где: 

• 𝑟𝑟 = 0,1 – коэффициент роста, 
• 𝐾𝐾 = 1000 – ёмкость среды, 
• 𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑡𝑡,𝜙𝜙) – функция, моделируемая нейронной сетью, зависящая от времени 𝑡𝑡 

Для простоты примера предположим, что 𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑡𝑡,𝜙𝜙) – это синусоидальное внешнее влияние, которое 
аппроксимируется сетью: 

𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 0,05 ∙ sin(0,5 ∙ 𝑡𝑡). 

Численное решение: 

Используем метод Эйлера для численного интегрирования, чтобы определить изменение популяции 
𝑥𝑥(𝑡𝑡) за заданный интервал времени. 

1. Задание параметров модели и начальных условий 
• Начальная численность популяции: 𝑥𝑥(0) = 50; 
• Временной шаг: Δ𝑡𝑡 = 0,1; 
• Число шагов: 100 (на интервале от 𝑡𝑡 = 0 до 𝑡𝑡 = 10. 
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2. Расчёт изменения численности популяции на каждом временном шаге 
Каждое изменение 𝑥𝑥 вычисляется по формуле:  

𝑥𝑥(𝑡𝑡 + Δ𝑡𝑡) = 𝑥𝑥(𝑡𝑡) + Δ𝑡𝑡 �𝑟𝑟 ∙ 𝑥𝑥(𝑡𝑡) ∙ �1 −
𝑥𝑥(𝑡𝑡)
𝐾𝐾

� + 𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)� 

Реализация расчёта на Python: 

import numpy as np 
import matplotlib.pyplot as plt 
# Параметры модели 
r = 0.1        # Коэффициент роста 
K = 1000       # Емкость среды 
x0 = 50        # Начальная численность популяции 
t_max = 10     # Максимальное время 
dt = 0.1       # Шаг времени 
steps = int(t_max / dt)  # Количество шагов 
# Функция внешнего влияния g(x, t) 
def external_influence(t): 
    return 0.05 * np.sin(0.5 * t) 
# Массивы для хранения времени и численности популяции 
t_values = np.linspace(0, t_max, steps) 
x_values = np.zeros(steps) 
x_values[0] = x0 
# Численное интегрирование методом Эйлера 
for i in range(1, steps): 
    t = t_values[i-1] 
    x = x_values[i-1] 
    dxdt = r * x * (1 - x / K) + external_influence(t)  # Вычисление dx/dt 
    x_values[i] = x + dt * dxdt  # Обновление x на следующем шаге 
# Визуализация результатов 
plt.plot(t_values, x_values, label='Популяция (гибридная модель)') 
plt.xlabel('Время') 
plt.ylabel('Численность популяции') 
plt.title('Прогноз популяции с использованием гибридной модели') 
plt.legend() 
plt.grid() 
plt.show() 
 
Результаты расчета представлена на рисунке 2. 

 
Рисунок 2. Прогноз популяции с использованием гибридной модели 
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3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данном примере продемонстрировано, как интеграция дифференциальных уравнений с нейронными 
сетями может улучшить прогнозирование временных рядов. Этот гибридный подход полезен для 
моделирования сложных процессов, которые недостаточно описываются стандартными методами, и 
может применяться к разнообразным задачам, включая экономику, биологию и физику. 
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Abstract: In recent years, neural networks and machine learning methods have become increasingly popular 
for forecasting complex dynamic systems and time series. One of the key problems in the analysis of such 
systems is the need to model feedback and take into account the physical nature of the process, which can 
be achieved using differential equations. This report presents the concept of integrating differential equations 
with neural networks to improve forecasting of time series and dynamic systems with feedback. We consider 
hybrid approaches, where neural networks help to train complex models, and differential equations define a 
physically based structure of the model. Examples of applications are described, and a comparative analysis 
of the proposed methodology with traditional methods is carried out.  
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