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Введение 
 

 Настоящее пособие является второй частью учебно-методического ком-
плекса «Типовые расчеты по высшей математике» в трех частях. 
 В отличие от первой части этого комплекса, содержащей наборы индиви-
дуальных заданий по темам, изучаемым в первом семестре первого курса тех-
нического университета, данное пособие включает не только варианты индиви-
дуальных заданий по следующим разделам курса высшей математики: «Ком-
плексные числа. Многочлены и рациональные функции», «Интегральное ис-
числение функций одной переменной», «Дифференциальное исчисление функ-
ций многих переменных», «Дифференциальные уравнения и системы диффе-
ренциальных уравнений», изучаемым обычно во втором семестре первого кур-
са, но также и образцы решений типовых вариантов. При этом каждая задача 
образцового варианта решена чрезвычайно подробно, все вычислительные вы-
кладки сопровождаются словесными пояснениями, позволяющими студенту 
детально разобраться в решениях задач каждого раздела. На взгляд авторов, 
большое количество досконально разобранных задач поможет студентам соз-
дать необходимую базу для понимания изучаемых идей и методов, приобрести 
умение самостоятельно работать с учебной литературой, поддерживая тем са-
мым уверенность в своих силах и развивая свой творческий потенциал. 
 Авторы во второй части пособия по-прежнему придерживаются концеп-
ции: основные идеи и методы математики не должны скрываться за громоздки-
ми вычислениями. Поэтому наряду со стандартными задачами, без которых 
трудно постигнуть классическую математику, авторы предлагают и такие зада-
чи, которые нужно решить «на уровне идеи». 
 Например, в некоторых задачах требуется привести схему решения, не 
находя числовых значений параметров, или преобразовать поставленную зада-
чу к более простому виду (без дальнейшего решения полученной задачи) и т. д. 
 Задачи из этого сборника можно использовать также и для аудиторной 
работы, проведения самостоятельных и контрольных работ, составления экза-
менационных материалов. 
 Задачи с подробными решениями рекомендуются студентам для само-
стоятельной работы при подготовке к контрольным работам, зачетам и экзаме-
нам. 
 Пособие предназначено для студентов инженерно-технических специаль-
ностей вузов и преподавателей высшей математики. 
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Типовой расчет №1  

Комплексные числа. Многочлены и рациональные дроби 
 

Задание 1  
Даны два комплексных числа 1z  и 2z . Найдите 2121 ; zzzz   (резуль-

тат запишите в алгебраической форме); 21 zz   (результат запишите в тригоно-

метрической форме); 
2

1

z
z

 (результат запишите в показательной форме). 

1.1. ;
3

2sin
3

2cos,22 21
 iziz   

1.2. ;
4

3sin
4

3cos22,333 21 





 

 iziz  

1.3. ;
6

sin
6

cos6,322 21 





 

 iziz  

1.4. ;
2

sin
2

cos3,44 21 





 

 iziz  

1.5. ;
3

4sin
3

4cos,33 21
 iziz   

1.6. ;
4

3sin
4

3cos6,232 21 





 

 iziz  

1.7. ;
6

5sin
6

5cos4,344 21 





 

 iziz  

1.8. ;
3

sin
3

cos4,33 21 





 

 iziz  

1.9. ;
4

5sin
4

5cos8,33 21 





 

 iziz  

1.10.  ;sincos3,88 21  iziz   

1.11. ;
3

sin
3

cos2,55 21 





 

 iziz  

1.12. ;
2

3sin
2

3cos5,434 21 





 

 iziz  

1.13. ;
6

sin
6

cos2,66 21 






















 iziz  
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1.14. ;
6

7sin
6

7cos4,22 21 





 

 iziz  

1.15. ;
4

sin
4

cos,326 21 














 iziz  

1.16. ;
4

sin
4

cos6,933 21 





 

 iziz  

1.17. ;
4

3sin
4

3cos24,1535 21 






















 iziz  

1.18. ;
6

7sin
6

7cos4,632 21 





 

 iziz  

1.19. ;
3

4sin
3

4cos22,623 21 





 

 iziz  

1.20.  ;2sin2cos6,326 21  iziz   

1.21. ;
3

2sin
3

2cos,33 21
 iziz   

1.22. ;
3

5sin
3

5cos24,623 21 





 

 iziz  

1.23.  ;sincos3,22 21  iziz    

1.24. ;
6

sin
6

cos,33 21
 iziz   

1.25. ;
3

sin
3

cos62,2222 21 





 

 iziz  

1.26. ;
3

5sin
3

5cos24,66 21 





 

 iziz  

1.27. ;
4

5sin
4

5cos2,2 21 





 

 iziz  

1.28. ;
4

sin
4

cos,3 21 














 izz  

1.29. ;
6

5sin
6

5cos,1 21 














 iziz  

1.30. .
2

3sin
2

3cos,344 21 





 

 iziz  

 
Задание 2  
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Дана последовательность nz  комплексных чисел. Вычислите nn
zRelim


 

(варианты 1−15), nn
zImlim


 (варианты 16−30), если эти пределы существуют. 

2.1. ;
21
32
in
inzn 


      2.16. ;

21
32
in
inzn 


  

2.2. ;1
n
iz
n

n       2.17. ;1
n
iz
n

n   

2.3. ;1 4
ni

n e
n

z


      2.18. ;1 4
ni

n e
n

z


  

2.4. ;
14

3
sh3

2 


nn

ni

zn



    2.19. ;
14

3
sh3

2 


nn

ni

zn



 

2.5. ;
35

)ch(2
2n
nizn 


     2.20. ;

35
)ch(2

2n
nizn 


  

2.6. ;
423

5
2

2

in
in

n
nzn 




    2.21. ;
423

5
2

2

in
in

n
nzn 




  

2.7. ;
7

)92(
2 



in

innzn     2.22. ;
7

)92(
2 



in

innzn  

2.8. ;
2
5

sh

in

ni

zn 




     2.23. ;
2
5

sh

in

ni

zn 




 

2.9. );1(12 i
n

izn     2.24. );1(12 i
n

izn   

2.10. ;
1

32




in

inzn     2.25. ;
1

32




in

inzn  

2.11. ;
5

3
3

2
2

2







n
in

in
nzn    2.26. ;

5
3

3
2

2

2







n
in

in
nzn  

2.12. ;
37

6
ch4

2 










nn

nii
zn



    2.27. ;
37

6
ch4

2 










nn

nii
zn



 

2.13. ;
54

32
2

2

in
innzn 


     2.28. ;
54

32
2

2

in
innzn 


  

2.14. ;
2

53
2

2

in
inzn 


     2.29. ;

2
53
2

2

in
inzn 


  

2.15. ;
4

8
2

ni
n e

n
inz




     2.30. .

4
8

2

ni
n e

n
inz




  
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Задание 3 
Проверьте, верно ли равенство. Если нет, приведите правильный ответ. 

3.1.   ;2618)3( 3 ii     

3.2. ;6,08,0
)21()1(

3 i
ii

i












 

3.3.   ;125)112()2( 3  ii  
3.4.   ;71)23()54( iii   

3.5. ;74,132,0
86

1213 i
i

i












 

3.6.   ;722)23()54( iii   
3.7.   ;105)21()34( iii   

3.8.   ;247)34( 2 ii   

3.9. ;
17
11

17
27

41
32 6 ii
i
i







 




 

3.10. ;31
34
43

52
25







 








ii
i

i
i

  

3.11. ;
50
23

25
18

)2(

)21(

86

)1213( 2

i
i

i

i

i
























 

3.12. ;
318
5

159
22

)2()23(

)1()21(
23

22

i
ii

ii



















 

3.13.   ;2618)3( 3 ii   

3.14. ;2
2
3

2
1

2
3

2
12 iiii 

























  

3.15.   ;247)34( 2 ii   

3.16. ;
50
23

25
18

2
)21(

86
1213 2

i
i
i

i
i

















 

3.17. ;
2
1

)1( 2 








 i
i
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3.18. ;8
1

31
6

i
i
i












 

3.19.   ;247)34( 2 ii   

3.20 ;
318
5

159
22

)2()23(
)1()21(

23

32
i

ii
ii













 

3.21. ;01
34
43







 




ii
i

 

3.22. ;21
52
25 i

ii
i







 




 

3.23. ;105))21()34(( iii   

3.24. ;
2

8
1

13
6

i
i
i












 

3.25. ;74,132,0
)86(

)1213( i
i

i















 

3.26. ;
50
23

25
18

2
)21(

86
1213 2

i
i
i

i
i

















 

3.27. ;
17
7

17
10

41
32 5 ii
i
i







 




 

3.28. ;71))23()54(( iii   

3.29.   ;2618)3( 3 ii   

3.30.   .247)34( 2 ii   
 

Задание 4 
Изобразите на комплексной плоскости множество точек, удовлетворяю-

щих указанным условиям: 

4.1. ,11)2,1)1  izz                             








;5,1Im
,11

)3
z

iz
 

4.2. ,23)2,2)1  izz                           










;Re1

,23
)3

zz

iz
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4.3. ,
2
12)2,

2
1)1  izz                        











;1Im2

,
2
12

)3
z

iz
 

4.4. ,2)2,2)1  izz                                










;2

,2
)3

iz

ziz
 

4.5. ,21)2,2)1  izz                         










;
6
1Im

,21
)3

z

iz
 

4.6. ,32)2,3)1  izz                             










;
2
1Im

,32
)3

z

iz
 

4.7. ,21)2,2)1  izz                         










;4

,21
)3

22 zz

iz
 

4.8. ,222)2,2)1  izz                      










;2

,222
)3

22 zz

iz
 

4.9. ,11)2,1)1  izz                          


















;11

,11Re
)3

iz
z  

4.10. ,542)2,5)1  izz                    







;3Re1
,6)3

22

z
zz

 

4.11. ,25)2,2)1  izz                      


















;
4
11Im

,25
)3

z

iz
 

4.12. ,11)2,1)1  izz                        










;32

,11
)3

ziz

iz
 

4.13. ,
3
222)2,

3
2)1  izz                 











;3Re

,
2
322

3
2

)3
z

iz
 

4.14. ,323)2,3)1  izz                   


















;
4
11Re

,323
)3

z

iz
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4.15. ,2)2,2)1  izz                          


















;
2
11Im

,2
)3

z

iz
 

4.16. ,32)2,3)1  izz                    










;212

,32
)3

iziz

iz
 

4.17. ,323)2,3)1  izz                 










;323
,8

)3
22

iz
zz

 

4.18. ,232)2,2)1  izz                








;1Im1
,3322

)3
z
iz

 

4.19. ,14)2,1)1  zz                         










;
4

arg0

,14
)3 z

z
 

4.20. ,32)2,3)1  zz                       


















;
2
11Re

,32
)3

z

z
 

4.21. ,12)2,1)1  izz                   










;2Im

,12
)3

2z

iz
 

4.22. ,132)2,2)1  izz                








;5,1Im5,2
,2321

)3
z
iz

 

4.23. ,144)2,1)1  izz                 








;2Re3
,2441

)3
z
iz

 

4.24. ,22)2,2)1  zz                       










;1Re

,22
)3

2z

z
 

4.25. ,233)2,2)1  izz                










;
2

arg
4

,233
)3  z

iz
 

4.26. ,421)2,4)1  izz                










;

,421
)3

zz

iz
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4.27. ,11)2,1)1  izz                    


















;
3
11Im

,11
)3

z

iz
 

4.28. ,12)2,1)1  izz                   


















;
3
11Re

,12
)3

z

iz
 

4.29. ,21)2,2)1  izz                    








;2Re
,21

)3
z

iz
 

4.30. ,32)2,3)1  izz                       










.

,32
)3

zz

iz
 

 
Задание 5 
Дано комплексное число z . Найдите: 
1) ;)( klz  

2) 2zm ; 

3) все значения  n zm 2 . 
Числа nmlk ,,,  даны в условии каждой задачи. 

5.1. ;4,8,
3
3,10,

4
5ctg

4
3tg  nmlkiz 

 

5.2. ;4,4,
3

2,8,
3

2tg
4

3сtg
2
1







  nmlkiz 

 

5.3. ;3,
4
1,

2
1,6,

3
tg

4
3сtg8 






  nmlkiz 

 

5.4. ;5,4,
5
5,4,

6
5cos16

4
7tg8  nmlkz 

 

5.5. ;6,243,
32

1,4,
2

3sin
2

сos3 





  nmlkiz 

 

5.6. ;4,
64
1,4,8,sin8

3
2cos

4
1

 nmlkiz 
 

5.7. ;3,8,16,10,
3

2sin
3

5сos
16
1







  nmlkiz 

 

5.8. ;3,
4
1,

34
1,6,

3
2sin

3
2сos8 






  nmlkiz 
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5.9. ;5,1,
4
3,6,

3
2tg

4
3tg16 






  nmlkiz 

 

5.10. ;4,1,
33

1,8,
3

4cos
6

7sin16 





  nmlkiz 

 

5.11. ;4,
32
1,

3
1,10,

2
5sincos  nmlkiz   

5.12. ;4,81,2,8,
3

4sin
3

2cos  nmlkiz 
 

5.13. ;3,
4
1,

16
1,6,

6
5cos

6
7sin16 






  nmlkiz 

 

5.14. ;5,4,
4
1,4,

3
tg

4
7tg8 






  nmlkiz 

 

5.15. ;6,81,
3

1,4,
4

3сtgtg3 





  nmlkiz   

5.16. ;4,
2
1,

4
,8,

2
сtg

4
3сtg

8
1







  nmilkiz 

 

5.17. ;3,
16
1,

22
1,10,

3
2tg

4
3сtg4 






  nmlkiz 

 

5.18. ;3,
4
1,

3
22,6,

3
2cos

6
5sin

16
1







  nmlkiz 

 

5.19. ;5,1,
34

1,6,
3

4cos
6

7sin32 





  nmlkiz 

 

5.20. ;4,
4
1,

24
1,8,

6
сtg

4
7tg8 






  nmlkiz 

 

5.21. ;4,
32
1,

2
1,10,

3
cos

6
7sin2 






  nmlkiz 

 

5.22. ;4,16,3,8,
6

7сtg
4

5tg
2
1







  nmlkiz 

 

5.23. ;3,
64
1,

32
,6,

6
7сtg

4
tg8 






  nmilkiz 

 

5.24. ;5,
8
1,

4
,4,

3
4sin

3
2сos16 






  nmilkiz 

 

5.25. ;6,
9
1,

3
,4,

3
2costg6 






  nmilkiz   
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5.26. ;4,4,4,8,
2

cos
6

sin
4
1








 





 nmilkiz 

 

5.27. ;3,
4
1,

22
,10,

3
cos

6
7sin

16
1















 nmilkiz 

 

5.28. ;3,4,2,6,
3

sin
3

4cos16 













 nmilkiz 

 

5.29. ;5,1,
32

,6,
3

sin
3

2cos32 





  nmilkiz 

 

5.30. .4,16,
8

,8,
3

tg
4

3ctg8 





  nmilkiz 

 

 
Задание 6 
Найдите все корни заданных уравнений  1−3. Для корня уравнения 1  1z  

найдите расстояние до точки .0z  
 Для уравнения 2 вычислите периметр треугольника с вершинами в точках 

321 ,, zzz , где 1z  и 2z  − корни уравнения, .13 z  
 Для уравнения 3 напишите уравнение окружности с центром в точке 1z  
( 1z  − действительный корень уравнения), на которой лежат остальные корни 2z  
и 3z  этого уравнения. 

6.1. ;31)2()1 izi          ;032)2 2  izz       ;033)3 23  zzz  

6.2. ;5)32()1  izi        ;032)2 2  izz       ;0842)3 23  zzz  

6.3. ;43)2()1  izi        ;0123)2 2  izz      ;053)3 23  zzz  
6.4. ;3)1()1 izi       ;022)2 2  iziz     ;0685)3 23  zzz  

6.5. ;24)1()1  izi         ;0225)2 2  iziz     ;01045)3 23  zzz  

6.6. ;117)4()1  izi    ;054)2 2  iziz       ;055)3 23  zzz  

6.7. ;113)51()1  izi      ;043)2 2  izz         ;0542)3 23  zzz  

6.8. ;24)1()1 izi          ;0134)2 2  izz        ;024207)3 23  zzz  

6.9. ;67)2()1  izi        ;0145)2 2  izz         ;020228)3 23  zzz  
6.10. ;43)21()1  izi     ;0522)2 2  iziz       ;050252)3 23  zzz  

6.11. ;24)3()1  izi       ;052)2 2  iziz       ;016166)3 23  zzz  

6.12. ;67)41()1  izi      ;025)2 2  iziz        ;026258)3 23  zzz  

6.13. ;7)34()1 izi        ;087)2 2  izz         ;05222)3 3  zz  

6.14. ;71)2()1 izi      ;0383)2 2  izz        ;034214)3 23  zzz  
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6.15. ;79)5()1  izi       ;0274)2 2  izz       ;0108)3 23  zzz  

6.16. ;136)54()1  izi    ;0136)2 2  iziz       ;010)3 3  zz  

6.17. ;89)25()1 izi       ;0106)2 2  iziz       ;01715)3 23  zzz  

6.18. ;5)23()1 izi         ;0352)2 2  izz        ;0243)3 23  zzz  

6.19. ;13)3()1  izi        ;0253)2 2  izz         ;02793)3 23  zzz  

6.20. ;134)16()1 izi      ;065)2 2  izz          ;010136)3 23  zzz  

6.21. ;53)4()1 izi         ;0189)2 2  izz         ;01375)3 23  zzz  

6.22. ;76)21()1 izi     ;023)2 2  izz          ;02011)3 3  zz  

6.23. ;28)35()1 izi      ;054)2 2  izz           ;039257)3 23  zzz  

6.24. ;31)21()1 izi         ;022)2 2  iziz       ;015115)3 23  zzz  
6.25. ;67)4()1 izi          ;084)2 2  iziz       ;02652)3 23  zzz  

6.26. ;71)43()1 izi      ;0962)2 2  iziz    ;015177)3 23  zzz  

6.27. ;319)3()1 izi         ;048)2 2  iziz       ;0862)3 23  zzz  

6.28. ;47)32()1 izi        ;098)2 2  izz         ;01243)3 23  zzz  

6.29. ;311)5()1 izi        ;0472)2 2  izz      ;032162)3 23  zzz  

6.30. ;97)3()1  izi        ;0156)2 2  izz       .0206)3 3  zz  
 

Задание 7 
Дан многочлен )(4 zP  с действительными коэффициентами; известен 

один из его корней  .1z  
1. Найдите остальные корни многочлена ).(4 zP  
2. Разложите )(4 zP  на линейные множители. 
3. Разложите многочлен )(4 zP  на множители, неприводимые на  множестве .  

4. Разложите рациональную дробь 
)(

1

4 zP
 на простейшие. 

7.1. ;1,1830238)( 1
234

4 izzzzzzP   
7.2. ;,12)( 1

234
4 izzzzzzP   

7.3. ;21,9983)( 1
234

4 izzzzzzP   

7.4. ;2,424)( 1
234

4 izzzzzzP   

7.5. ;,12)( 1
234

4 izzzzzzP   

7.6. ;3,918102)( 1
234

4 izzzzzzP   

7.7. ;32,724228)( 1
234

4 izzzzzzP   
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7.8. ;1,1830238)( 1
234

4 izzzzzzP   

7.9. ;31,1682)( 1
34

4 izzzzzP   

7.10. ;31,1682)( 1
34

4 izzzzzP   

7.11. ;2,16882)( 1
234

4 izzzzzzP   
7.12. ;2,16882)( 1

234
4 izzzzzzP   

7.13. ;2,5622)( 1
234

4 izzzzzzP   

7.14. ;2,514146)( 1
234

4 izzzzzzP   

7.15. ;,12)( 1
234

4 izzzzzzP   

7.16. ;21,2520144)( 1
234

4 izzzzzzP   

7.17. ;
4

71,12544)( 1
234

4
izzzzzzP 

  

7.18. ;1,4884)( 1
234

4 izzzzzzP   

7.19. ;21,2520144)( 1
234

4 izzzzzzP   

7.20. ;2,5622)( 1
234

4 izzzzzzP   

7.21. ;2,16882)( 1
234

4 izzzzzzP   

7.22. ;2,16882)( 1
234

4 izzzzzzP   
7.23. ;2,514146)( 1

234
4 izzzzzzP   

7.24. ;
2

231,12452)( 1
234

4
izzzzzzP 

  

7.25. ;
4

71,4116)( 1
234

4
izzzzzP 

  

7.26. ;1,4663)( 1
234

4 izzzzzzP   
7.27. ;2,121674)( 1

234
4 izzzzzzP   

7.28. ;2,755026)( 1
234

4 izzzzzzP   

7.29. ;
2

191,10342)( 1
234

4
izzzzzzP 

  

7.30. .21,2520144)( 1
234

4 izzzzzzP   
 

Задание 8 
Разложите рациональную дробь )(xR  на сумму простейших дробей с не-

определенными коэффициентами. 

8.1. ;
)1()4()23(

143)( 2322

2





xxxx

xxxR  
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8.2. ;
)12()9()27(

372)( 22223

2





xxxx

xxxR  

8.3. ;
)1()32(

165)( 3224

2





xxx

xxxR  

8.4. ;
)1()2()1(

134)( 3223

2





xxxx

xxxR  

8.5. ;
)65()8(

253)( 2233

2





xxx

xxxR  

8.6. ;
)44()127(

383)( 2333

2





xxxx

xxxR  

8.7. ;
)125()103()25(

2)( 23222

2





xxxx

xxxR  

8.8. ;
)84()1(

32)( 22322

2

xxxxx
xxxP




  

8.9. ;
)8()145()4(

253)( 2322

2





xxxx

xxxR  

8.10. ;
)16()1(

2)( 342

2





xx
xxxR  

8.11. ;
)127()45(

492)( 3322

2





xxx

xxxR  

8.12. ;
)273()19()8(

17)( 2223 



xxxx

xxR  

8.13. ;
)16()73(

8103)( 22323

2





xxxx

xxxR  

8.14. ;
)125()94()1572(

9124)( 23222

2





xxxx

xxxR  

8.15. ;
)16()43(

2073)( 22323

2





xxxx

xxxR  

8.16. ;
)523()93(

1)( 22323

2





xxxxx

xxR  

8.17. ;
)9()53(

352)( 22323

2





xxxx

xxxR  
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8.18. ;
)75()4(

232)( 32322

2

xxxx
xxxR




  

8.19. ;
)45()14()18(

16)( 2223

2





xxxx

xxR  

8.20. ;
)14()127(

352)( 2233

2





xx
xxxR  

8.21. ;
)9()372()18(

96)( 22223

2





xxxx

xxxR  

8.22. ;
)8()16(

8)( 3324

3





xx

xxR  

8.23. ;
)22()1(

134)( 32322

2

xxxx
xxxR




  

8.24. ;
)2()1()44(

14)( 22223 



xxxxxx

xxR  

8.25. ;
)32()43()2(

4)( 223222

2

xxxxxxx
xxxR




  

8.26. ;
)20()55)(86(

10)( 22232

2





xxxxxxx

xxxR  

8.27. ;
)54()8103(

4129)( 22332

2

xxxxx
xxxR




  

8.28. ;
)1()32()94(

12)( 23222

2





xxxx

xxxR  

8.29. ;
)23()54()125(

2510)( 22223

2





xxxxx

xxxR  

8.30. .
)102()1(

65)( 2233

2





xxx

xxxR  

 
Задание 9 

 Разложите рациональную дробь )(xR  на сумму простейших дробей и 
найдите коэффициенты этих разложений. 
 

9.1. ;
)5()4(
4123)( 2

23





xxx
xxxxR    
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9.2. ;
)44()4(

52106)( 22

23





xxx
xxxxR    

9.3. ;25)( 4 xx
xxR



      

9.4. ;
)1()1(

1)( 22

3





xxx

xxxR    

9.5. ;
)23()2(

123)( 2

23





xxx

xxxR    

9.6. ;
)12()23(

4762)( 22

23





xxxx

xxxxR   

9.7. ;
910

2)( 24

2





xx
xxxR     

9.8. ;
)1()23(

4762)( 22

23





xxxx

xxxxR   

9.9. ;
)22()96(

2156)( 22

23





xxxx

xxxxR   

9.10. ;
2

2)( 34

3

xx
xxxR



      

9.11. ;
1

)( 4 

x
xxR            

9.12. ;
32

1272)( 23

23

xxx
xxxxR



     

9.13. ;
12

)( 24

3




xx
xxR      

9.14. ;92322)( 4

234

xx
xxxxxR




   

9.15. ;
168

1)( 24 



xx
xxR            

9.16. ;
)1()44(

1772)( 22

23





xxxx

xxxxR  

9.17. ;52)( 4 xx
xxR



  
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9.18. ;
)2()44(

10106)( 22

23





xxxx

xxxxR  

9.19. ;
)2()4(

8402)( 2

3

xxx
xxxR



  

9.20. ;
127

2)( 24

2





xx

xxR  

9.21 ;
)44()4(

12106)( 22

23





xxx
xxxxR  

9.22. ;
)23()2(

123)( 2

23





xxx

xxxR  

9.23. ;
)1()12(

234)( 22

23





xxx
xxxxR  

9.24. ;
)2()2(

4)( 22 



xxx

xxR  

9.25. ;
12122

)( 24

2




xx
xxR  

9.26. ;
)44()4(

762)( 22

23





xxx
xxxxR  

9.27. ;
1

)( 4

3





x

xxxR  

9.28. ;
96

)( 24

2




xx
xxR  

9.29. ;
)12()2(

762)( 22

23





xxxx
xxxxR  

9.30. .
)9()12(

1)( 22

3





xxx

xxxR  
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Типовой расчет №2  
Интегральное исчисление функции одной переменной 

 
Задание 1  
Вычислите неопределенный интеграл. 

1.1.   ;)522cos3( 2 dxx xx    1.16.    ;))sin(5sin(cos 222 dxtxx  

1.2. ;)5(1 3 43 dxxxxe
x

x    1.17.  
 ;
1
13
dx

x
x

 

1.3.   ;)3sin2(tg2 dxxx    1.18. 
 ;)1( 2

du
uu
u

 

1.4. ;
4
1

sincos
2cos

22 dx
xxx

x
 






 


  1.19.  

 ;
2
8

4

4 3
dx

x
x

 

1.5. ;
3sin

1
2

2 dx
x

e x 





     1.20.  













;

4
1

4
2

2
du

uu
 

1.6.   ;3sin3cos 22 xdxx    1.21.  





  ;5

2sin
1
2

3 2 dt
t

t t  

1.7.   ;)54sin()32cos( dxxx   1.22.  










;

sin
1

4
1

22
dt

tt
 

1.8.  
 ;

)1(
)21(
22

2
dx

xx
x

    1.23. ;1
9

1
3 42 dt
tt 










 

1.9.   ;)tgarccos(arcsin dxxxx   1.24.   ;)ctgarcctg(arctg dtttt  

1.10. ;
)4(

)2(
2

2
dx

xx
x

 


    1.25. ;
)52()33(

2
  tt

tdt
 

1.11.  
;

sin2cos 2 xx
dx     1.26.   ;)43sin()24sin( dttt  

1.12.   ;)1()1( dxxxx   1.27.   ;)23cos()32cos( duuu  
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1.13.  
 ;

2cos1
cos1 2

dx
x
x

    1.28. ;
8

7
84

2
22 dt
ttt 













 

1.14.  





  ;ctg

2
sin2 22 dxxx

   1.29. ;
5

3
45
11

22 dt
ttt 












 

1.15. 


 ;
3
3

2
dx

x
x

    1.30. .
13

5
136

3
22

dt
ttt

 












 

 
Задание 2  
Вычислите неопределенный интеграл. 

2.1.   ;)sincos( 22
dxxxxex    2.16.  

 ;
41

2arctg8
2 dx
x

xx  

2.2.  
 ;

1
arctg3

2 dx
x

xx      2.17.  
;

)ln1(sin2 xx
dx

 

2.3. 


 ;
12

23
2

dx
x
x

     2.18. 
 ;

cos
2tg

2

3
dx

x
x

 

2.4. ;
1

arcsin
2

arccos
dx

x
xe x





    2.19. 

 ;ln 22
dx

x
xx

 

2.5.  ;
cos
sin3

dx
x
x

      2.20. 


;
124 xx

xdx
 

2.6. 


;
1

2
dx

e
e
x

x
      2.21.  

;
)1( 42

3
dx

x
x

 

2.7. ;
1 2
 xx
dx

      2.22. ;
)sin(
sincos

2
 dx
xx

xxx
 

2.8.   ;)35(5 72 dxxx      2.23.  ;
2cos

sin dx
x
x

 

2.9.   ;34 43 dxxx      2.24. ;
1

1

2
dx

x
x

x





 

2.10. ;
cos1

2sin
2 dx
x

x
 

     2.25. ;sin51cos dxxx   

2.11. 


 ;
83

)32(
2 xx

dxx
     2.26. 


;

293 3

2
dx

x
x
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2.12.  
;

tg1cos2 xx
dx

    2.27. ;
1sin2

cos dx
x
x

 
 

2.13.  








;

2

4

5 dx
x
x

     2.28.  ;)(ctg dxee xx  

2.14.  ;cos3 xdx       2.29. 


;
sin1
2sin

2
dx

x
x

 

2.15.  ;
cos

sin3
dx

x
x

      2.30. .
arcsin1

2arcsin7
2

dx
xx

x





 

 
Задание 3  
Вычислите неопределенный интеграл. 

3.1.  ;3cos xdxx       3.16.   ;13arctg dxx  

3.2.  ;2dxxe
x

      3.17. 
 ;

sin
cos

3 dx
x
xx  

3.3.  ;
sin 2 dx

x
x       3.18.  ;)sin(ln dxx  

3.4.  ;2arctg xdx       3.19.  ;)(arctg 2 xdxx  

3.5.  ;4sinarc xdx      3.20.  ;)cos(ln dxx  

3.6.  ;
cos2 dx

x
x       3.21.   ;2sin xdxex  

3.7.   ;cos xdxe x      3.22.  ;ln
2

3
dx

x
x

 

3.8.  ;ln xdxx       3.23.  ;)sin(arc 2dxx  

3.9.  ;ln2 xdx       3.24.  ;ln
5
dx

x
x

 

3.10.   ;arctg xdxx      3.25.   ;ln2 xdxx  

3.11.   ;2sinarc xdxx      3.26.   ;2 dxex x  

3.12.   ;)1ln( 2 dxx      3.27.  ;ln2 xdxx  

3.13.  ;52 dxex x       3.28.   ;4sin)107( xdxx  

3.14.   ;sin)5( 2 xdxxx     3.29.   ;)34(2 dxxe x  

3.15.   ;sin 2 xdxx      3.30.  .ln
3 2

2
dx

x
x
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Задание 4  
Вычислите неопределенный интеграл. 

4.1.  
 ;

)3()4(
254 2
dx

xx
xx

     4.16.  
 ;

45
25

23

3
dx
xxx

x
 

4.2.  
 ;

)43()1(
3

2

3
dx

xxx
x

    4.17.  
 ;
8126
6126

23

234
dx

xxx
xxx

 

4.3.  
 ;

64
83

2

2
dx

xx
x

     4.18.  
 ;

)1(
1

2

3
dx

xx
xx

 

4.4.  
 ;

)12()1(
22

dx
xx
xx

     4.19.  
;

)1()1( 22

4

xx
dxx

 

4.5.  
 ;

45
432

35

346
dx

xxx
xxx

    4.20.  
 ;

)2(
6

2

3
dx

xx
x

 

4.6.  
 ;

4
8

3

45
dx

xx
xx

     4.21.  
 ;

)22(
22

2

24
dx

xxx
xx

 

4.7.  
 ;

1
5

3

4
dx

x
xx

      4.22.  
 ;

)2(
)(

3

3

x
dxxx

 

4.8.  
 ;

1
1

23

4
dx

xxx
x

    4.23.  
 ;

)5(
32

2

23
dx

xx
xxx

 

4.9.  
 ;

22
442

234

35
dx

xxx
xxx

    4.24.  
;

254 23

4

xxx
dxx

 

4.10.  
 ;

)2()13(
342
dx

xx
xx

    4.25.  
;

)8()4( 32

5

xx
dxx

 

4.11.  
 ;

8
24

3

34
dx

x
xx

     4.26.  
 ;

)54(
3

2

3
dx

xxx
x

 

4.12.  
 ;

)1()3(
865 2
dx

xx
xx

    4.27.  
 ;

)23(
32

2

4
dx
xxx

x
 

4.13.  
 ;

27
186

3

3
dx

x
xx

     4.28.  
 ;

)2()3(
863

2

4
dx

xx
xx

 

4.14.  
 ;

252
4312

2

3
dx

xx
xx

    4.29.  
 ;

1
83

4

34
dx

x
xx

 

4.15.  
 ;

)5()3(
45 34
dx

xx
xx

    4.30.  
 .

)4()3()1(
91412 3

dx
xxx

xx
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Задание 5  
Вычислите определенный интеграл. 

5.1.  
4

1
;

1
1dx
x

x
     5.16. ;

)1(
116

16
81

4 


xx
dxx

 

5.2. ;
64

1
3

6

  xx
dxx

     5.17. ;
5254

11

4
4

  xx
dx

 

5.3. 
1

64
1

4
;)1()1(

x
dxxx

  5.18. ;
412

5



dx

x
x

 

5.4. ;
)(

64

1 33 2
 xxx

dx
   5.19. ;

)1()1(1

16
1 4 3

4 3




x

dxxx
 

5.5. ;
81

16

4

  xx
dxx

     5.20. ;
)1()(81

1
3

4




dx
x

xxx
 

5.6. ;
)1(

1

81
1

4  xx
dx

    5.21. ;
)2(

14

1 4 7

2


 x

dxx
 

5.7. ;
1

7

1
3 x
dxx

     5.22. ;
1

27

0
3

6

 x
dxx

 

5.8. ;
)1(

27

1
63  xx

dx
    5.23. ;

)1(

1

64
1

3  xx
dx

 

5.9. ;
)1(

)1(9

1
4 3

4






xx
dxx

    5.24. ;
1)1(

65

2 3 2
 xx

dx
 

5.10. ;
1)2(

2

0
  xx

dx
    5.25. ;

11

15

0
4  xx

dx
 

5.11. ;)1()1(27

1
3

63




x
dxxx

   5.26. ;)1()1(81

16
3

4


 dx

x
xx

 

5.12. ;
1212

40

0
4  xx

dx
   5.27. ;

)1()(

1

0
4  xxx
dx

 

5.13. ;)1()1(16

1
4 5

24


 dx

x
xx

  5.28. ;
)21(2

18

3
4  xx

dx
 

5.14. ;
)3(3

313

2
34

 



xx

dxx
   5.29. ;

24

32

2
1 3 2

 xx
dx
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5.15. ;
1

)11(1

0
3 


x
dxx

    5.30. .
)1(

1

16
1

4  xx
dx

 

 
 
 
 
 

Задание 6  
Вычислите определенный интеграл. 

6.1.  

2

0
;

cos3



x
dx

     6.16. 
 

0

6
2 ;

1sincos2sin xxx
dx

 

6.2. 
 

3

4
2 ;

sin2
tg



 x
xdx

    6.17.  




2

;
1sin2cos xx

dx
 

6.3. 
 

2

2

;
sin2



 x
dx

    6.18.  

3

0
22 ;

2cossin3



xx
dx

 

6.4.  

4

0
;

2sin1



x
dx

    6.19.  



0
;

cossin2 xx
dx

 

6.5.  

2

0
;

sincos1



xx
dx

   6.20. 
 

0

3

;
2sin)tg2(

tg
 xx

xdx
 

6.6.  

4

0
22 ;

1sin3cos2



xx
dx

  6.21.  

2

3
2 ;

)cos1(



 x
dx

 

6.7.  
2

3

;
cos1
sin1




dx
x
x

    6.22.  

3

6

;
2cos1

tg



dx
x

x
 

6.8.  
3

6

;
2sin1
1tg




dx
x

x
    6.23. 

 

0

2

;
5cos4sin3 xx

dx
 

6.9.  

3

0
;

cos1
cos



dx
x
x

    6.24.  

3

0
2 ;

22cossin



xx
dx
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6.10. 
 

0

3
2 ;

cos2
tg

 x
xdx

    6.25.  

2

0
;

2cossin2



xx
dx

 

6.11.  

2

0
;

3cossin



xx
dx

   6.26.  

4

6

;
42cos3

tg



dx

x
xdx

 

6.12.  

4

0
2 ;

coscossin



xxx
dx

  6.27.  

3

0
;

cos45



x
dx

 

6.13.  

2

0
;

3cossin2



xx
dx

   6.28.  

3

6

;
12cos

tg


 x
xdx

 

6.14.  

3

4

;
2cos1

tg


 x
dxx

    6.29.  

3
2

2
2 ;

)cos1(
sin



 x
xdx

 

6.15.  

3
2

2

;
cos1

sin


 x
xdx

    6.30. 
 

0

4

.
32sin2cos2 xx

dx
 

 
Задание 7  
Вычислите определенный интеграл. 

7.1.  



1

1

25 ;sinsin dxxxx   

7.2. ;7
2

5cos
4cos
4sin14

5

7
5

3
dxx

x
x


















 






 

7.3. ;
4

2352

2
2

35


 

 dx
x

xxx
 

7.4. ;)311sin(
6tg1

133
8

11
2

dxx
x
























  

7.5.  



3

3

3
3

310 ;arctg2sin dxxxx  

7.6. 
















 

5
4

5
3 ;

2
315cos

2cos
cossin





 dxx
x
xx
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7.7.  



3

3

53 ;costg



dxxxx  

7.8.  



14

5

7

;57sin(2cos2sin



 dxxxx  

7.9. 








 

4

4

21020 ;
2

cos2sin)(



dxxxxx  

7.10. ;
2
510cos

4ctg1
110

3

5
2

dxx
x























 






  

7.11. ;
3

1tg42
2

2
2

2

34
dx

x
xx


 

  

7.12. 
















 

39
10

13

3 ;
2

13cos6sin




 dxxx  

7.13.  



12

12

223 ;3sin2tgsin



dxxxx  

7.14. 
















 

21
4

7

;
2
77cos12cos1




 dxxx  

7.15. ;
sin

cos2cos6

6
2

79
dx

x
xxx








 

7.16. ;325sin(6
10sin
10cos40

3

8
4

2
dxx

x
x

















  

7.17. ;
9

)sin(cos
2

53

dx
x

xxx

 




 

7.18.   ;)76sin(8cos
36

5

9

3 dxxx






  
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7.19. ;
32

12sin3

3
2

2
dx

x
xtgx


 





 

7.20. ;)25sin(
2

3cos
2

3sin
15

7

5

22 dxxxx










 




  

7.21. ;
4

arctg3

3
2

25 7

dx
x

xxx

 


 

7.22. ;5
2

cos
8cos

8sin20

5
3 dxx
x
x


















 






 

7.23. 



6

6

3 52 ;)cossin(



dxxxx  

7.24. 












42

7
6

4
;)711sin(

12sin
12cos




 dxx

x
x

 

7.25. 


2
2

2
2

2

6454
;arctgsin dx

x
xxxx  

7.26. 
















 



18
7

9

;
2
39cos

8cos1
4tg




 dxx

x
x

 

7.27. 


4

4
2

247
;

cos
tgsin




dx

x
xxx

 

7.28.   ;)27sin(6cos1
21

11

7

dxxx






  

7.29. ;
4

6sintg6

6
2

52
dx

x
xx


 





 

7.30. 





















 

33
8

11
2

3

.
2

311cos
6cos
6tg





 dxx
x
x

 

 
Задание 8  
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Вычислите несобственный интеграл (если он сходится). 

8.1. ;
81

3

2




x
dxx

      8.16. ;
92

2


 x
dx

 

8.2. ;
30

2


x
dxx

      8.17. ;
)2(3

3


x
dx

 

8.3. ;
0

12


 dxe x       8.18. ;
31

6

2




x
dxx

 

8.4. ;
340

2


 x
dx

      8.19. ;
1
arctg

0
2



 x
dxx

 

8.5. ;
ln2

3


xx
dx

      8.20. ;
12

0


 x

x

e
dxe

 

8.6. ;
2

0


  x

x

e
dxe

      8.21. ;
22

22

1
2



 
 dx
xx

x
 

8.7. ;
53

2
3

2


  xx
dx

     8.22. ;
4

3

2


 x
dx

 

8.8. ;
0

12 3




 dxex x      8.23. ;
)12(0

3


x
dx

 

8.9. ;
40

2


 x
dxx

      8.24. ;
)23(2

2


x
dx

 

8.10. ;
)93(

16

0
32





 dx
xx

x
    8.25. ;

)1(ln)1(2
3



 xx
dx

 

8.11. ;
122




x
dx

      8.26. ;
)2(

)12(

1
22





xx
dxx

 

8.12. ;
)13(0

23

2




x
dxx

     8.27. ;
120

2


x
dxx

 

8.13. ;
)12ln()12(2




 xx
dx

    8.28. dxxe x



0

12 2
; 

8.14. ;
1

arctg

0
2

2




 x
dxx

     8.29. ;
40

4


 x
dxx

 

8.15. ;2
0

2




 dxx x      8.30. .cos
0

sin


 dxex x  
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Задание 9  
Исследуйте сходимость несобственного  интеграла первого рода. 

9.1. ;
6

32

2
25

3
dx

xx
xx







     9.16. ;
22

)12(

0
42





xx
dxx

 

9.2. ;)1(
1

2
1




 dxex x      9.17. ;
2

4 54

2




 xx
dxx

 

9.3. ;
13

52

1
6

3





 dx
xx

x
     9.18. ;

cos21
3



 xx
dxx

 

9.4. ;
arctg1

3 5


 xx
xdx

     9.19. ;1arctg
1

2
3 dx

x
x


  

9.5. ;
)1(1

3


 xex
dx

     9.20. ;
2
1ln

3
2

2
dx

x
x







 

9.6. ;
3
4ln

1




 dx
x
x

     9.21. ;
13
28

1
4

2
dx

xx
xx







 

9.7. ;
5

2sin

0
3

2





dx

x
x

     9.22. ;
12

1

1
5







xx
dxx

 

9.8. ;
)1(ln)12(1

2


 xx
dx

    9.23. ;
23

sin

1

3
dx

x
xx







 

9.9. ;
25

)32(

1
35

22






xx

dxx
     9.24. ;arctg

1
3 2

dx
x


 

 

9.10. ;
123

arctg

1
2



 xx
dxx

     9.25. ;
1
arctg

1
4
dx

x
xx







 

9.11. ;
3

sin

1
26







xx
dxxx

     9.26. ;arctg
1

3 dxx
 

 

9.12. ;
12
12ln

1
3

3





 dx

x
x

     9.27. ;1

1

1

dx
x

e x


 

 

9.13. ;
6
2

1
5 3

7 2






 dx
x
x

     9.28. ;
)1(1

3
dx

xx
xx







 

9.14. ;
23

)cos2(

1
2





x

dxxx 
    9.29. ;

21
3 4

dx
x

xe x


 




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9.15. ;
12

arctg
1

3 2


 xx
dxx

     9.30. .
)25(1 3 42



x
dxx

 

 
 
 

Задание 10  
Вычислите несобственный  интеграл второго рода (если он сходится). 

10.1. ;
ln

1

1
3

e
xx

dx
      10.16. ;

2ln

2

0
4

e

xx
dx

 

10.2. 


4

0
2

;
16 x
dx

     10.17. ;
6

3

2
2

 xx
dx

 

10.3. ;
18

0

2
1

3

2


 x

dxx
      10.18. ;

1

1

0


x

x

e
dxe

 

10.4. ;
34

3
4

1
  x

dx
     10.19. ;

)16(

0

6
1

3
 x

dx
 

10.5. ;
ln0

2
e

xx
dx

      10.20. ;
)1(

1

0
2  xx

dx
 

10.6. ;
9

9

0
3  x
dx

      10.21. ;
19

1

3
1

2
 x

xdx
 

10.7.  

3

2
2 ;

4x
xdx

      10.22. ;
14

1

2
1 2

x
xdx

 

10.8. ;
)4(

4

3 3 2
 x
dx

     10.23. ;
43

2
3

0
2

 x
dx

 

10.9. ;
41

2
1

4
2

2
 x
dx

     10.24. ;
34

2

1
2

  xx
dx

 

10.10. ;
)4(

2

0
22 x

xdx
     10.25. ;

41

0

2
1 2

  x
xdx

 

10.11. ;
23

2
3

1
3  x
dx

     10.26. ;
1

0
 x

dxe x
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10.12. ;
)1(ln)1(

1

1
3

  xx
dx

    10.27. ;
49

1

3
2 2

x
dx

 

10.13. ;
2

1

4
1 2

 xx
dx

     10.28. ;
ln

1

0
3 2

xx
dx

 

10.14. ;
2

3

2
2
x
dxx

     10.29. 


8

6
2

;
6xx

dx
 

10.15. ;
9

5

3
2
x

dx
     10.30. .)1(1

0

2




x
dxx

 

 
Задание 11  
Исследуйте сходимость несобственного  интеграла второго рода. 

11.1. ;
2cos1

2

0
 



x
dx

     11.16. ;
4
42

0
2

2

 
 dx
x
x

 

11.2. ;
)1ln(

1

0 3 5

4 3


 x
dxx

     11.17. ;
)13ln(

11

0
3

2

 


xx
dxx

 

11.3. ;
8

4

0
2  xxx
dx

     11.18. ;
16

2sin4

2
2

4


 x
xdxx

 

11.4. ;
1

arcsin2
1

0
tg

3

 xe
dxx

     11.19. ;
sin

cos1

0
  xx

dxx
 

11.5. ;
sin

12

0
3

4






x
dxx

     11.20. ;
tg

)1ln(3

0
3

3






xx
dxx

 

11.6. ;
4

cos2

0
2

 x
dxx

     11.21. ;
2

1

0
3

 xx ee

dx
 

11.7. ;
)9(

4

3
32

 x
dxx

     11.22. ;
2
4sin5

4

5

 


x
dxx

 

11.8. ;
cos1

)2(3

0
3

3

 




x
dxx

     11.23. ;
8

sin2

0
3 3

 x
dxx

 

11.9. ;

2

sin

2 3
2

2








 



  x

dx
     11.24. ;

16)1(

4

1
22

 xx
dx
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11.10. ;
)tg(

cos1

0
2

2

  xx
dxx

     11.25. ;
)21ln()1(

1

0
3

3


 xx

dxx
 

11.11. ;
62

2

1
3 2

 xx
dx

     11.26. ;

2
cos

tg1

0








  x

dxx


 

11.12. ;
1

1

0
4 sin

xe
dx

     11.27. ;cosarcsin1

0
3


 dx
xx
xx

 

11.13. ;
)3(3

4

3
3

4

  xx
dxx

    11.28. ;
1

2

1 3 2

5


x

dxx
 

11.14. ;
sin

arctg1

0
3 2
x
dxx

     11.29. ;
)1ln()1(

1

0
  xx

dx
 

11.15. ;
1

1

0
3 4

 x
dxex

      11.30. .
18

1

2
1 4 3

x
dx

 

 
Задание 12  
Варианты 115 

Найдите главное значение несобственного интеграла 


 
 dx
dcx
bax

2 , если 

параметры dcba ,,,  заданы в виде упорядоченных наборов из четырех чисел 
).;;;( dcba  

12.1. (2; 1; 3; 4);      12.9. (3; 5; 5; 3); 
12.2. (2; 3; 1; 5);      12.10. (3; 2; 4; 5); 
12.3. (3; 4; 5; 2);      12.11. (7; 5; 3; 6); 
12.4. (5; 2; 7; 3);      12.12. (3; 8; 2; 4); 
12.5. (1; 3; 2; 1);      12.13. (8; 2; 3; 5); 
12.6. (4; 5; 6; 3);      12.14. (3; 7; 4; 6); 
12.7. (3; 2; 4; 4);      12.15. (9; 5; 3; 8). 
12.8. (2; 4; 7; 3); 

 
Варианты 1630 

Найдите главное значение несобственного интеграла ,
2

1



 
d

d
dx

dx
bax

 если 

параметры  dba ,,  заданы в виде упорядоченных наборов чисел ).;;( dba  
12.16. (2; 3; 4);      12.24. (2; 4; 2); 
12.17. (5; 6; 7);      12.25. (6; 3; 1); 
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12.18. (4; 3; 1);      12.26. (7; 3; 4); 
12.19. (2; 3; 2);      12.27. (4; 6; 2); 
12.20. (3; 8; 3);      12.28. (1; 7; 5); 
12.21. (1; 6; 2);      12.29. (8; 4; 3); 
12.22. (3; 5; 0);      12.30. (7; 5; 6). 
12.23. (4; 7; 3); 
 

Задание 13  
Варианты 110  

Дана функция 
cbxax

y


 2
1 , коэффициенты cba ,,  которой  приведе-

ны ниже. 
1. Найдите площадь фигуры, ограниченной линиями ,, 21 xxxx  0y  

и графиком заданной функции. 
2. Найдите объем тела, полученного вращением  линии cbxaxy  2  

(с тем же набором коэффициентов) вокруг оси ,OX  если  21; xxx . Сделайте 
рисунок. 
13.1. (2; 3; 4),  ;2;1 21  xx  
13.2. (3; 2; 5),  ;3;0 21  xx  
13.3. (2; 3; 4),  ;4;2 21  xx  
13.4. (3; 5; 4),  ;6;3 21  xx  
13.5. (1; 3; 5),  ;7;4 21  xx  
13.6. (2; 3; 5),  ;5;2 21  xx  
13.7. (4; 2; 2),  ;1;3 21  xx  
13.8. (5; 4; 2),  ;4;2 21  xx  
13.9. (5; 4; 2),  ;7;3 21  xx  
13.10. (4; 3; 5),  .8;4 21  xx  

 
Варианты 11−20  

Циклоида задана параметрическими уравнениями 







).cos1(
),sin(
tay
ttax

 

1. Найдите длину дуги циклоиды, если t  изменяется на отрезке  21; tt . 
2. Найдите площадь криволинейной трапеции,  ограниченной  осью OX и 

прямыми  )(),( 21 txxtxx  , а также  дугой циклоиды ( t  изменяется на от-
резке  21; tt ). Значения параметров  21;; tta  приведены ниже. Сделайте рису-
нок. 
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13.11. ;
2

;
3

;3 





 

     13.16. ;
3

5;
6

;7 





 

 

13.12. ;
2

3;
4

;4 





 

    13.17. ;
4

3;
4

;3 





 

 

13.13. ;
4

3;
6

;5 





 

    13.18. ;
6

5;
6

;4 





 

 

13.14. ;;
3

2;2 





 

    13.19. ;
2

3;
3

;5 





 

 

13.15. ;
4

5;
2

;6 





 

    13.20. .
3

5;
2

;6 





 

 

 
Варианты 21−30  
Фигура ограничена линиями  cosи)cos1( arar  , заданными 

в полярной системе координат. Изобразите их на рисунке. 
1. Найдите  площадь фигуры, ограниченной указанными линиями и луча-

ми 21 и   . 
2. Найдите длину дуги линии ),cos1(  ar  если  21; . Значения  

чисел  21;; a  приведены ниже. 

13.21. ;
3

;
4

;2 





 

    13.26. ;
3

;
6

;7 





 

 

13.22. ;
2

;
3

;3 





 

     13.27. ;
2

;
3

;8 





 

 

13.23. ;
3

;
6

;4 





 

    13.28. ;
2

;
4

;9 





 

 

13.24. ;
2

;
4

;5 





 

     13.29. ;
2

;
3

;10 





 

 

13.25. ;
2

;
4

;6 





 

    13.30. .
2

;
6

;1 





 
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Типовой расчет №3  
Дифференциальное исчисление функций многих переменных 

 
Задание 1  
Дана функция ).,( yxfz   
1. Найдите область определения )( fD  и изобразите ее на плоскости. 
2. Проанализируйте, является ли множество )( fD  ограниченным, связным, 

замкнутым. 
3. Укажите линии (точки) разрыва функции, если они существуют. 

1.1. );84ln( 2  xyz    1.16. ;163 22 yxyxz   

1.2. ;yxyxz     1.17. ;
51

1
2 





x
y

xy
z  

1.3. ;1arcsin
x
yz 

     1.18. ;14 22  yxez x  

1.4. ;yxz      1.19. ;1
1

2 




yx

xyz  

1.5. ;
254100

1log 222 yx
xz


   1.20. ;

1
4

3 2

5
2

x
eyz
x


  

1.6. ;
)1ln(

4
22

2

yx
yxz



    1.21. ;

2
sin

22 xyy
xz


  

1.7. ;1tg 2yxz      1.22. ;
4
3

22

2

yx
yxz




  

1.8. );arccos( yxyz     1.23. ;)arccos( 22 yeyxz   

1.9. ;ctgln xyxyz     1.24. ;
2

1
)ln(

cos
22 yxyx

xz





  

1.10. ;arcsin 2y
x
yz      1.25. ;

3
11 22

2




yx
ez x  

1.11. ;1
xy

z


     1.26. );4ln(
6
1 22 yxxz   
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1.12. ;3694 22  yxz    1.27. ;1
2

2

yx
xyz


  

1.13. ;)12( 26  yxxz   1.28. ;
12

2

xy
ez

yx 

  

1.14. ;94 22 yxz     1.29. ;arccos
yx

xz


  

1.15. ;
1

)1553ln(
2y
xyz




    1.30. .
9

)12ln(
2x
xyz




  

 
Задание 2  
Для функции  ),( yxfz    (задачи 1−15) напишите уравнения линий 

уровня и охарактеризуйте тип полученных кривых. Для функции  ),,( zyxfu   
(задачи 16−30) напишите уравнения поверхностей уровня и охарактеризуйте 
тип этих поверхностей. 
2.1. ;2 22 yxxz       2.16. ;222 zyxu   

2.2. ;22 yxz        2.17. ;22 yzxu   
2.3. ;2 yxz        2.18. ;)1()1( 222  zyxu  

2.4. ;
49

22 yxz        2.19. ;
23

zyxu   

2.5. ;)( 2yxz        2.20. ;22 zyxu   

2.6. ;
4

2
yxz        2.21. ;

94

22
zyxu   

2.7. ;622 yyxz       2.22. ;222 zyxu   

2.8. ;2x
yz        2.23. ;2 zyxu   

2.9. ;
5
3
y
xz        2.24. ;)( 2zyxu   

2.10. ;1
3


x
yz       2.25. ;222 yzxu   

2.11. ;)1()2( 22  yxz     2.26. ;
1694
zyxu   

2.12. ;
y
xz        2.27. ;22 zyxu   

2.13. ;
x
yz        2.28. ;9 22 yxu   
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2.14. ;49 22 yxz       2.29. ;
169

2
2

2 zyxu   

2.15. .xyz        2.30. .52 yxu   
 
 

Задание 3 
Найдите предел ),,(lim

0
0

yxf
yy
xx




 если он существует. 

3.1. а) ;
4

1682lim 2
22

2
1 














 y

xxyxyyx
y
x

 

    б)   ;221lim 22
1

22

0
0

yx

y
x

yx 




         в) ;2lim 22
0
0 yx

xy

y
x 



 

3.2. а) ;
8
2lim 33

322

1
2 













 yx

xyyx

y
x

 

     б) ;tglim
3
0 x

xy

y
x



        в) ;lim 22

22

0
0 yx

yx

y
x 






 

3.3. а) ;13lim 22
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
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








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     б) ;sinlim
0

1 y
xy
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x



        в) ;lim 22
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0
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x
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x 
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3.4. а) ;lim 22
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




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



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    б) ;
)(3

1sin)(lim 22
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y
x 





        в) ;lim 44
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0
0 yx
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x 

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3.5. а) ;
3

234lim 22
22

0
0 













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      б) ;1sinlim
0

x
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

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3.6. а) ;
105

10254
2

3lim
22

0
2 














 x

xyxyxxyx

y
x

 

    б) ;
2

9arcsin
3

2lim
2

2
3







x
x
xy

y
x

        в) ;2lim
0
0 yx

x

y
x 



 

3.7. а) ;4lim 2332

222

0
1 













 yxyx

yyx

y
x

 

           б) ;3arctg)(lim
3 y

xyx
y
x





       в) ;lim 24

2

0
0 yx

yx

y
x 



 

3.8. а) ;
)3(

635lim 3

2

3
1 













 xyy

xyxyy

y
x

 

       б) ;
5
tglim 2

1
0 xy

xy

y
x



        в) ;lim
0
0 yx

y

y
x 



 

3.9. а) ;
)2)(1(

)3)(32(lim
2

0
1 













 yx

yxx

y
x

 

       б) ;lim

2

22

2

3

x

y
x yx

x













        в) ;lim 42

2

0
0 yx

xy

y
x 



 

3.10. а) ;
)5)(1(

)1)(2(lim
2

2
1 




 yx

yxx

y
x

 

        б) ;11ln
8

3lim 2
1













 xyy

x

y
x

        в) ;lim
0
0 yx

yx

y
x 






 

3.11. а) ;
1

)4)(32(lim
2

1
2 




 xyxy

xyy

y
x

 

        б) ;11lim
2

22

22 yx

y
x yx




 










          в) ;lim 3
0
0 yx

y

y
x 



 

3.12. а) ;
)6(

3lim 2

222

3
0 




 yyx

yxyx

y
x
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        б) ;tg3lim 3
2

2 y
yxxy

y
x






         в) ;
3

lim 2
0
0 yx

y

y
x 



 

3.13. а) ;
12

)1)(24(lim 2

2

0
4 




 xx

yxx

y
x

 

         б) ;lnlim 22

2

2 











 yx
yxy

y
x

          в) ;lim 2

2

0
0 yx

x

y
x 



 

3.14. а) ;
)2)(2(
)1)(65(lim 2

2

2
2 




 yxx

xyy

y
x

 

 б) ;)arcsin(lim
22

1
1 yx

yx

y
x 






        в) ;4lim 23
0
0 yx

xy

y
x 



 

3.15. а) ;
)3)(23(
)3)(43(lim 2

2

4
1 




 yxx

yxx

y
x

 

         б) ;arctglim
2

32 y
x

x
y

y
x




        в) ;3lim 22

2

0
0 xy

x

y
x 



 

3.16. а) ;
)2)(3(
)82(lim 2

2

2
0 




 yxx

yyxy

y
x

 

         б) ;)sin(lim
33

1
1 yx

yx

y
x 






         в) ;2lim 2

2

0
0 x

yxy

y
x






 

3.17. а) ;
1

)2)(54(lim 2

2

3
1 




 x

yxx

y
x

 

         б) ;
)1(

)34arctg(lim 2

2

2
1 




 xy

yxx

y
x

         в) ;lim 32

3

0
0 yxy

x

y
x 



 

3.18. а) ;
)2)(4(

2lim 2

2

2
1 




 xy

yy

y
x

 

         б) ;1lim 22

x

y
x yx

x














         в) ;
2

8lim
0
0 xy

yx

y
x 




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3.19. а) ;
)4)(4(

)2)(103(lim 2

2

1
2 




 yx

yxx

y
x

 

         б) ;1tg)(lim 2

0 yx
xyx

y
x 





         в) ;23lim 2

2

0
0 y

xyx

y
x






 

3.20. а) ;
34

)3)(1222(lim 2

2

2
3 




 xx

yxx

y
x

 

         б) ;
362

)2arcsin(lim
2

1
2 xyxy

x

y
x 






        в) ;5lim 2

2

0
0 x

xxy

y
x






 

3.21. а) ;
)1)(6(

)1)(124(lim 2

2

6
0 




 xyy

xyy

y
x

 

         б) ;11lnlim 22 










 yx
xy

y
x

         в) ;
72
53lim

0
0 yx

yx

y
x 






 

3.22. а) ;
45

)1)(242(lim 2

22

4
2 




 yy

xyy

y
x

 

         б) ;
)1)(2(

)23arcsin(lim
2

2
2 




 yx

xx

y
x

         в) ;2lim 22
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0
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x 






 

3.23. а) ;
)1)(3(

)12)(693(lim
2
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1 




 xy

yxx

y
x

 

         б) ;
32

)arctg(1lim 2

222

1
2 




 yy

yxx
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x

         в) ;
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0
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3.24. а) ;
2
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
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3.25. а) ;
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         б) ;
)(

1ln)(lim 21 












 yx

xyx
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Задание 4  
Для данной функции ),,( yxfz   точки );( 000 yxM  и вектора a  найдите: 
1) градиент функции в точке ;0M  
2) производную в точке 0M  по направлению вектора ;a  
3) скорость изменения функции в точке 0M  по направлению вектора .a  
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4.1. ;34),1;1(, 0
3 22 ijaMy

y
xxz   

4.2. ;23),1;1(),35ln( 0
32 jiaMyxz   

4.3. ;43),1;4(,52 0
2 jiaM

x
yyxz   

4.4. ;),0;1(,sin7 0
3 jiaMxyxyz   

4.5. ;34),1;1(, 0 jiaMyxz xy   

4.6. ;
2
3

2
1),1;2(),45ln( 0

23 jiaMyxz   

4.7. ;22),1;1(,arctg 0
2 jiaMxyz   

4.8. ;125),2;1(,arcsin 0

2
jiaM

y
xz   

4.9. ;3),1;1(,733ln 0
22 jiaMxxyz yx    

4.10. ;2),3;5(, 0
22 jiaMyxz   

4.11. ;43),1;2(,)( 0
3 ijaMxyyxz   

4.12. ;2),4;3(,72 0
22 jiaMyxyxz   

4.13. ;2),2;1(,4
022 jiaM

yx
z 


  

4.14. ;),2;0(,)( 0 jiaMeyxz xy    

4.15. ;43),1;2(,32 0
22 jiaMyxyxz    

4.16. ;34),1;1(, 0 jiaMeez x
y

y
x

  

4.17. ;
2
2

2
2),1;1(),lnln( 0 jiaMyxz   

4.18. ;3),0;4(,sin
0 jiaM

yx
xyz 


  

4.19. ;2),6;2(, 0 ijaM
yx

xyz 


  

4.20. ;22),3;1(,arccos 02 jiaM
x
yz   

4.21. ;4),1;0(, 0
5 22

jiaMez yx    

4.22. ;),1;1(),3(log 0
22

2 jiaMyxz   
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4.23. ;43),1;2(,1
023 jiaM

yx
z   

4.24. ;512),1;2(,
12
53

0 jiaM
xy
yxz 



  

4.25. .43),0;0(,shch 0 ijaMxyyxz   

4.26. ;43),1;1(,35
02 jiaMxy

yx
z   

4.27. ;5),3;0(,53 0
3 2 iaMxyxyz   

4.28. ;
2
2

2
1),1;0(,453 0

223 ijaMyyxxyz   

4.29. ;2),3;1(),43ln( 0
22 jiaMyxz   

4.30. .3),1;2(,32 0
22 jiaMyxz   

 
Задание 5 
Напишите уравнение касательной плоскости и нормали к поверхности в 

указанной точке ).;;( 0000 zyxM  В задачах 1−15 поверхность задана неявно 
уравнением ,0),,( zyxF  в задачах 16−30 поверхность задана уравнением 

).,( yxfz   
5.1. );3;1;2(,08)()( 0Mzxyzyx   

5.2. );1;2;2(,0822 0Mz
y

z
x

  

5.3. );1;1;(,0ln 00 xM
z
xzy   

5.4. );4;3;4(,0
8916 0

222
Mzyx

  

5.5. ;
2

1;
4

;
4

,0cossin 0
2 








Mzyx  

5.6. );;4;0(,0)ln( 00 zMzexy   

5.7. );0;;2(, 00
333 yMyxz   

5.8. );;1;1(,02 00
22 zMeyx z   

5.9. );3;3;4(,1
3916 0

222
 Mzyx

 

5.10. );1;1;(,13 00
3  xMzxyz  

5.11. );0;2;1(,23 0Mxyzyx zy   
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5.12. );1;1;1(,2343 0
322   Mzxyez yx  

5.13. );2;1;1(,14)cos(4 0
2322  Myxyxz  

5.14. );
3
1;2;3(,

4
arctg 0Mxy

z
yzx 

  

5.15. );1;2;3(,
327

1 0
2

32
 Myzx

 

5.16. );;4;3(, 00
22 zMxyyxz   

5.17. );;0;1(),ln( 00
22 zMyxz   

5.18. );;2;3(,
818 00

22
zMyxz   

5.19. );;1;6(,)1()6( 00
22 zMyxz   

5.20. );;
4

;
4

(,cossin 00 zMyxz 
  

5.21. );1;;(, 00
cos

e
xMez yx   

5.22. );;1;1(,arcctg 00 zM
x
yz   

5.23. );;2;3(,
6436 00

32
zMyxz   

5.24. );2;1;2(,24 0
22  Mxyxyz  

5.25. );;2;2(, 00 zM
xy
yxz 

  

5.26. );;1;0(,1arccos 00 zM
y
xz 


  

5.27. );1;;1(,65 00
2  yM

y
xxz  

5.28. );;1;1(,lnln 00 zMyxxyz   

5.29. );1;2;1(,52
2
1

0
22 Myxz   

5.30. ).;1;0(,1arctg 00 zM
y
xz 

   

 
Задание 6 
Решите следующие задачи. 
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6.1. Найдите производную функции 22 yxxyz   в точке )4;3(M  в направ-
лении, составляющем  с осью Ox  угол 600.  

6.2. Найдите производную функции 33 2
23 

y
xyxxz  в точке )2;1(M  в 

направлении, идущем от этой точки к точке ).5;4(N  
6.3. Каково направление наибольшего изменения функции zyzxu cossin   
в начале координат? 
6.4. Даны две функции  )1ln( 22  yxz  и .322 xyyxz    Найдите угол 
между градиентами этих функций в точке ).1;1(M  
6.5. Определите угол между нормальным вектором к поверхности 

3ln32ln  yxz  в точке )3;3;1(M  и осью .Oz  

6.6. Докажите, что градиенты скалярных полей 32 yzxU   и 
zyx

V 3
9

664
  

в точке  







2
3;

3
1;2M  ортогональны. 

6.7. Выясните, будут ли градиенты скалярных полей  23yx
zU   и 

zyx
V




6
143

 в точке 







6
1;2;1M  сонаправлены. 

6.8. Выясните, будут ли градиенты скалярных полей  
z
yxU

23
  и 

zyx
V




6
143

 в точке 







6
1;2;1M  противоположно направлены. 

6.9. Найдите наибольшую скорость возрастания функции zxyU )(  в точке 
 .3;1;2M  

6.10. Найдите величину скорости роста скалярного поля 

)ln(arctg 222 yzx
y
xzU   в точке  1;1;10 M  в направлении вектора 

.333 jikl   

6.11. Найдите орт нормального вектора к поверхности )arcsin( 2xyz   в точке 
 .;1;2 0zM   

6.12. Найдите расстояние от точки  0;1;0N  до касательной плоскости к по-

верхности )tg(4 223 zyyx   в точке .
4

;0;1 





 M  

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 48

6.13. Найдите угол между касательными плоскостями к поверхности 
2

2
3 2z

yx
zyz 


 , проведенными в точках  1;3;21M  и  .0;1;02M  

6.14. Найдите расстояние от касательной плоскости, проведенной к поверхно-

сти 1
169

)3(
4

222





zyx
 в точке  4;3;0M  до начала координат. 

6.15. Определите угол между нормальным вектором к поверхности 
453 223  yyxxyz  и осью .Oy  

6.16. Запишите нормальное уравнение касательной плоскости к поверхности 
026222  zyx  в точке  .4;3;1M  

6.17. Запишите уравнение в отрезках касательной плоскости, проведенной к по-
верхности 04496 222  zzyxx  в точке  .2;1;3M  
6.18. Найдите объем пирамиды, отсекаемой касательной плоскостью к поверх-
ности 07447 222  zyx  в точке  1;1;1M  и координатными плоскостя-
ми. 

6.19. Каково направление наименьшего роста функции 
yx
xyz

2
sin

2 


  в точке 

 ?1;00M  

6.20. Найдите производную функции yxz   в точке  1;eM  в направлении, со-
ставляющем с осью Oy  угол 1350. 

6.21. Найдите длину градиента скалярного поля, заданного функцией xyeU z   
в точке  0;4;3M . 
6.22. Найдите угол между касательной плоскостью к поверхности  

0232 22  xyzzxyzx  в точке   1;0;10 M  и плоскостью .Oxy  
6.23. Найдите направление наибольшего и наименьшего изменения функции 

yxzU  )ln( 2   в точке   .1;2;00M  

6.24. Найдите проекцию градиента функции 22 )2( zyxU   на ось .Oy  
6.25. Составьте параметрические уравнения нормали к поверхности 

0122 222  zyx   в точке   .1;1;10M  

6.26. Выясните, будет ли градиент скалярного поля yxz 2  в точке   1;1M  
ортогонален вектору .2 jil   

6.27. Выясните, будет ли градиент скалярного поля 2
2

4
2

yzxU   в точке  

 1;1;1 M  коллинеарен вектору ).8;4;2( l  
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6.28. Найдите расстояние от касательной плоскости, проведенной к поверхно-
сти 04 22  xzz  в точке   ,4;0;00 M  до начала координат. 

6.29. Найдите точку пересечения нормали к поверхности 012 222  zyx  в 
точке   4;3;00 M  с плоскостью .Oxy  
6.30. Найдите угол между касательной плоскостью, проведенной  к поверхно-

сти yxez cos  в точке  ,1;;10 







e
M   и плоскостью .2z  

Задание 7 
Разложите по формуле Тейлора в окрестности указанной точки 

);( 000 yxM  функцию ),( yxfz   до членов второго порядка включительно. 
Используйте это разложение для приближенного вычисления значения функ-
ции ),( yxfz   в точке ).;( yxM  
7.1. ,yxz   ),4;1(0M  );05,4;02,1(M  

7.2. ),ln( 33 yxz   ),1;0(0M  );99,0;09,0(M  

7.3. ,22 yxz   ),3;4(0M  );93,2;05,4(M  

7.4. ,arctg
y
xz   ),1;1(0M  );03,1;02,1(M  

7.5.   ,arcsin yyxz   )4;0(0M , );98,3;1,0(M  

7.6. ,)3( xyeyxz   ),1;1(0M  );01,1;2,1(M  

7.7. ,sin2),(
x
yyxz   ),0;2(0M  );02,0;2,2(M  

7.8. ,332 22  yxz  )2;3(0M , );8,1;1,3(M  

7.9. ,5 2xez y   ),0;2(0M  );02,0;03,2(M  

7.10. ,xyz   ),5;2(0M  );02,5;99,1(M  

7.11. ,cossin yxz   ,
3

;
60 






 M  






 ;

5
2;

5
M ; 

7.12.  ,1ln 34  yxz  ),1;1(0M  );04,1;97,0(M  

7.13. ,yxz   ),2;1(0M  );99,1;04,1(M  

7.14. ,
2xyez   ),1;0(0M  );95,0;05,0(M  

7.15. ,
2

2sinln 













 

yxz   ,5,0;00M  );55,0;03,1(M  

7.16. ,cos yez x   





 ,

4
;00
M , ;

90
23;05,0 






 M  
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7.17. ,
1


y
xz  ),8;2(0M  );95,7;99,1(M  

7.18. ,ln
y
xyz   ),1;(0 eM  );2,1;1,0( eM  

7.19. ,22 yxz   ),3;5(0M  );95,2;1,5(M  

7.20. ,arctg
3

x
yz   ),1;1(0M  );97,0;98,0(M   

7.21. ,34 yxz   ),1;1(0M  );02,1;98,0(M  

7.22. ,sinsin yxz   ,
4

;
40 






 M  ;

45
11;

90
23







 M  

7.23. ,
4

1
22 


ух

z  ),2;1(0M  );98,1;02,1(M  

7.24. ),(sin2 yxz   ,
6

;
3

2

0 















 M  ;

45
7;

180
61 2

















 M  

7.25. ,25
24 ух

z


  ),3;2(0M  );2,3;96,1(M  

7.26. ,3 22 yxz   ),0;1(0M  );05,0;02,1(M  

7.27.  ,1ln  yxz  ),1;4(0M  );1,1;04,4(M  

7.28. ),23ctg( 2yxz   ,0;
60 






M  ;02,0;

180
31







 M  

7.29. ,3 2yxz   ),4;11(0M  );19,4;98,10(M  

7.30. ,
y
x

x
yz   ),4;3(0M  )4,4;3,3(M . 

 
Задание 8  
Для функции ),( yxfz   найдите: 
1) полный дифференциал, если  
а) yx,  – независимые переменные;  
б) yx,  – функции независимых переменных  :,vu  ),,( vuxx  );,( vuyy  
2) локальные экстремумы; 
3) наибольшее и наименьшее значения в области ;D  
4) условный экстремум, если переменные x  и y  удовлетворяют уравне-

нию связи .0),( yxF  

8.1. ;)2(3 22  yxz  
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,sin2 uvx   ;cos2 vuuvy    :D  ;4,0,0  yxyx  

уравнение связи: ;01222  yx  

8.2. ;30183 32 yxyyxz   

 ,ln
v
ux   ;32 uvvuy     :D  ;6,0,0  yxyx  

 уравнение связи: ;06  yx  
 
8.3. );1(2 yxxyz   

 ,uvex   ;
v
uy     :D  ;03,0,0  xyyx  

 уравнение связи:  ;03  yx  

8.4. ;2636393 23  yxxyxz  

 ),cos(uvx   ;sin 






v
uuy    :D  ;3,0,5,1  yyxx  

 уравнение связи: ;01553  yx  

8.5. ;433 322 yxyxz   

  ,arctg vux    ;v
u

ey     :D  ;03,03,0  xyxyy  
 уравнение связи:  ;03  yx  

8.6. ;52 2223 yxхyxz   

 ,ln 2 vux   );cos(uv
v
uy    :D  ;02,03

2
3,0  yxxyx  

 уравнение связи:  ;02  yx  

8.7. ;168 33  xyyxz  

 ),3sin(  uvux  ;cos 2 





v
uvy    :D  ;31,12  yx  

 уравнение связи: ;02  yx  

8.8. ;201839623  yxxyyxz  

 ,1arctg)(
vu

vux


  ;
22

vu
uvvuy




    :D  ;01,0,7  xyyx  

 уравнение связи:  ;01 xy  

8.9. ;10933 33  xyyxz  

 ,sin
v
vuux 

  ;2 22 uvuy    :D  ;1 yx  

 уравнение связи:  ;01 xy  
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8.10. ;1533 xyyxz   

   ,arcsinuvx   ;arctg
v
uy     :D  ;60,30  yx  

   уравнение связи:   ;062  yx  
 
 

8.11. ;1 y
xy

xz   

  ,vux   ;ln
vu

vy


    :D  ;3,0,0  xyyx  

  уравнение связи: ;03  yx  

8.12. ;632 33 yxyxz   

  ,22

22

vu
vux




  );32ln( 32 uvvuy    :D  ;0632;03,0  xyxyy  

  уравнение связи:    ;01232  xy  

8.13. ;2 2244 уxyxyxz   

   ,2 v
u

x   ;22 vu
uvy


    :D  ;20,31  yx  

  уравнение связи:   ;032  yx  

8.14. ;2050
yx

xyz   

   ),3cos( 2vuvx   );2sin( 22 uvuy     :D  ;21,61  yx  
  уравнение связи:    ;01173  yx  

8.15. ;133 233  xyyxz  

   ,arcsin
v
ux   );arcctg( 2uvy     :D  ;22,11  yx  

   уравнение связи:   ;02  yx  

8.16. ;122  yxyхуxz  

    ,ln 22 vuuvx   ;
vu

uvy


    :D  ;21,12  yx  

   уравнение связи:  ;01 yx  

8.17. ;6322 yxyxyxz   

   ,sin
2v
uvx   ;cos v

v
uy     :D  ;04,0,04  xyyx  

   уравнение связи:  ;04  yx  
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8.18. ;7)1(2 22 xyxyxz   

   ,2v
ux   );arctg( 2 vuy     :D  ;02,04,0  xyyxx  

   уравнение связи:  ;02  yx  
 
 
8.19. ;633 хуyxz   

   ),cos( 2vx   ;1sin
uv

y     :D  ;2 yx  

  уравнение связи:  ;02  yx  

8.20. ;8624 22  xхуyxz  

  ,ln
v
ux   ;

2vuey     :D  ;21;12  yx  

  уравнение связи: ;01 yx  

8.21. ;222 22 хyxyxz   

  ,
vu
vux




  ;2 2vuy     :D  ;03,0,0  xyxy  

  уравнение связи: ;03  yx  

8.22. ;12153 23 уххyxz   

   ,
v
vux 

  ;vuey     :D  ;31;31  yx  

  уравнение связи:  ;02  yx  

8.23. );4(32 xyxyz   

   ),cos()( vuvux   );sin( 22 vuy     :D  ;02;0;0  xyyx  
  уравнение связи: ;02  yx  

8.24. ;2 2233 ухухyxz   

   ,ln
vu
vux




  ;uvey     :D  ;11;20  yx  

  уравнение связи: ;01 yx  

8.25. ;22151 22 yxyxxz   

   ,arctg vux   ;5
22vuy     :D  ;2

2
;0;0 

xyyx  

  уравнение связи:  ;042  yx  

8.26. ;22 уххуyxz   
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  ),arcsin( 2 vux   ;cos
v
uy     :D  ;02;0;0  хуyx   

  уравнение связи: ;02  yx  

8.27. ;)1(42 22 хуyхxz   

   ),ln( vu eex   ;32 uvvuy     :D  ;02;10  yx  
   уравнение связи:  ;02  yx  

8.28. ;61 22 ухуxхz   

   ,sincos vux   ;ln vey u    :D  ;4;0;0  уххуу  
   уравнение связи: ;04  yx  

8.29. ;643 22 хухyz   

   ,
u
vvux   ;4 2vuvy     :D  ;4 yx  

   уравнение связи:   ;04  yx  

8.30. ;222 ухyхуxz   

   ),arccos( 2 vux   );ln(arcsin uvy     :D  ;2;2;0  хуxуу  
   уравнение связи:  .02  yx  
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Типовой расчет №4 
Дифференциальные уравнения и системы дифференциальных уравнений 

 
Задание 1   
Выясните, являются ли решениями данных дифференциальных уравне-

ний функции )(1 xy  и ).(2 xy  

1.1. а) ;1sin,2sin
2
1cos 1  xyxxyy  

       б) ;,045 2
2

v xx eeyyyy   

1.2. а) ;21,0)1(
1

1
2 xeydyxdxy   

       б) ;,022 2
2

xx eeyyyyy   

1.3. а) ;
1

,
1
1

12

2

x
xy

x
y

dx
dy







  

       б) ;1,04 2
2

v xyyy   

1.4. а) ;15, 1
322  xyyxyxy  

       б) ;)1(,32254 2
xexyxyyyy   

1.5.а) ;1,)12( 2
1

22  xyxyyxyx  

      б) ;5,623 2
2 xyxyy   

1.6. а) ;lnln,2ln)1( 2
1 xxyyxyx   

       б) ;5,0127 3
2

xeyyyy   

1.7. а) ;,0)(2 1
22 xxeydyyxxydx   

       б) ;1,3107 2
2

2  xyeyyy x  
1.8. а) ;,0)2()2( 1

3434 xydyxyxdxyxy   

       б) ;2sin,sin32 2
2 xyxyy   

1.9. а) ;ln2,2 1 xxy
y
xyy   

       б) ;
3

cos2,09 2
xyyy   
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1.10. а) ;sincos,1sincos 1 xxyxyxy   

        б) ;
2

sin;2sin84 2
xyxyy   

1.11. а) ;ln2,01 1
2

x
xyxyyx 

  

         б) ;)1(,132 2
xx exyxeyyy    

1.12. а) ;)1(,0)1( 1
xexydyxxydx


  

         б) ;2sin,cos32 2 xyxeyyy x    

1.13. а) ;
21

1, 1
2

x
yyyyx


  

         б) ;1,25 2
2  xyxyy  

1.14. а) ;12,32 1  xeyxyy x  

         б) ;sin,0 2
v xeyyy x  

1.15. а) ;
2

2,1)2( 1



xyyyx  

         б) );cos3(sin2,sin67 2 xxyxyyy   
1.16. а) ;2arcctg),cos( 1 xxyxyy   

         б) ;1, 2
2

22  xyyyxy  

1.17. а) ;lg,10 1 xxyy yx    

         б) ;)22(,1 2
1

2  xyyy  

1.18. а) ;,3 3
1

3
2

xxeyyy   

         б) ;12,02)1( 3
2

2  xyyxyx  
1.19. а) ;cossin,sectg 1 xxyxxyy   
         б) ;ch,sh2 2 xyxxy   

1.20. а) ;1,)1(
1

2
1

3 


 xyx
x
yy  

         б) ;,0)( 2
2 xeyyyy x   

1.21. а) ;, 1
2
3

xxeyyy   

         б) ;,023)( 2
2 xeyyy   

1.22. а) ;arctg,cos 1
2 xyyy   

        б) ;)1(,)( 2
2

2  xyyyxy  

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 57

1.23. а) ;2cos,cos 1 xyxyy   

         б) ;,0 2
xxeyyyx   

1.24. а) ;1,0)1( 1  xyydxdyx  

         б) ;1,3107 2
2

2  xyeyyy x  
 

1.25. а) ;1, 2
1  xyx

x
yy  

         б) ;,1 2
2

xeyyyxy   
1.26. а) ;2,22 1

23  xyyxxyy  

         б) ;
3

1,32 2
2



x

yyy  

1.27. а) ;1,0)23( 2
1

2

x
xydyxydyx   

         б) ;sin5,02tg 2 xyyxyy   

1.28. а) ;,0)()( 1
2 xeyxyyyxy   

         б) ;3,0
1

2
1

2
222 





 xy

x
yy

x
xy  

1.29. а) ;1,)1(2)1( 2
1

222 xyxxyyx   

         б) ;1,1 2
3v  xeyyyy  

1.30. а) ;,
2
2

122

22
xy

xxyy
xxyyy 




  

         б) .,1 2
2

xeyyyxy   
 

Задание 2 
Для каждого из дифференциальных уравнений а–г найдите общее реше-

ние (или общий интеграл). Там, где это указано, решите задачу Коши. 
2.1. а) ;0)sincos()cossin2( 2  dyyxyxdxyyx  

       б) ;22 dxyxydxxdy   в) ;0)1(,23
3  y
xx

yy  

       г) ;
2

22 yxyy   

2.2. а) ;0)0(,12  yxyy      б) ;0)()(  dyxydxxy  

       в) ;0)2ln3( 2
3

2 







 dyx

y
xdxxyyx      г) ;04 2  yxyyx  
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2.3. а) ;1)0(,sin
3
2tg 4  yxyxyy  

       б) ;02arctg2
1 222 




















dy

yx
xdx

xyx
y

 

       в) ;0)(  xdydxyx      г) ;cossinsin xxxyy   

2.4. а) ;x
x
yy    б) ;ln)(

x
yxyxyyx 

   в) ;
4
9)0(,2  yyeyy

x

 

       г) ;0)(2
2
3cos

2
1)(2 2

1
2
1

2
3

2
1





























yxyxdxxyxyx  

2.5. а) ;0
coscos

tg 2

2

2 







 dy

xy
xdx

xy
xyxy  

       б) ;1)0(,sin)1(
1

3 32
3

2



 yxxy
x

yxy  

       в) ;0)()(  dyxydxyx    г) ;22 4xyyx   
2.6. а) ;)1(2)1( 222 xxyyx   

       б) ;1)0(,sin)1(
1

3 32
3

2



 yxxy
x

yxy  

       в) ;0)75()108(  dyxydxxy  

       г)     ;0)2(6sin)2(3 22  dyxeyxdxxyeyx xyxy  

2.7. а)   ;0sin
sin2

coscos3sin 32 







 dyyx

y
yxdxyxy     б) ;2 xeyy   

       в) ;2)1(,)35(128 32  yyxyyx     г) ;lncos 







x
yyyx  

2.8. а) );(sin)(cos ydxxdy
x
yyxdyydx

x
yx   

       б)     ;2)0(,0   ydxyexedxyee xyxy  

       в) ;12  xxyy      г) ;
22

2







x
y

x
yy  

2.9. а) ;42 yx
x
yy       б) ;byaxyx      в) ;ln2 xxyyyx   

       г) ;)0(;0)cos2sin()2sin(sin 22  yxyxdxxyy  
2.10. а) ;0)12()12(  dyxydxyx  
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        б) ;0)1(,arctg)(  yx
x
yyyx   в) ;11

2xx
yy    г) ;2 2yeyy x  

2.11. а) ;1)1(,)54(53 4  yyxyyx  

         б) ;022 




yx
xdyydxydyxdx  

         в) ;0coscos 





  dy

x
yxdx

x
yyx         г) ;2 yxyx   

2.12. а) ;2 yxyyx   

         б) ;2)0(,0)3()4( 2  ydyyxedxxye xyxy  

         в) ;22

dx
dyxy

dx
dyxy        г) ;0)0(,  yyxyx  

2.13. а) ;0
2

,1cossin 





 yxyxy  

         б) ;2 yxyyx       в) ;01
2222




















 yx
ydydx

yx
x

 

         г) ;tg
x
yxyyx   

2.14. а) ;2
22 yx

xy
dx
dy


  

         б) ;0)0(,22  yyxyx    в) ;0
1

2 


 y
x
yy  

         г) ;0
sin

coscossin
sin

1
2 

















 dy

y
yxxdxxy

y
 

2.15. а) ;0)2(  dyyxedxe yy  

         б)     ;022 3433  dyxyxdxyxx  

         в) ;3)0(,
cos

1tg  y
x

xyy       г) ;013 32  xyyy  

2.16. а) ;)1(2 2yxxyy   

         б)     ;011 2222  dyyxydxyxx  

         в) ;1)1(,
2
2

22

22





 y
xxyy
xxyyy     г) ;24)12( yxyx   

2.17. а) );cos( xxyxy       б) ;
2
7)1(,23  yyxxyy  
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         в) ;0)ln( 3  dyxydx
x
y

   г) );lnln1( xy
x
y

dx
dy

  

2.18. а) ;02)4( 22  dxydyxxy    б) ;2)1(,012  yxyyx  

        в) ;0costg 2  xyxyy      г) ;0)2(   dyxeydxe yy  

2.19. а) ;0)2(   dyxeydxe yy     б) ;ln)(
x
yxyxyyx 

  

         в) ;cos)sin1(cos 2 xxyxyy     г) ;3)1(,
2

2  yyxyx  

2.20. а) ;
2

)(,ln
ln

2eeyxx
xx

yy     б) ;0111
2 
















 dy

y
x

y
dx

yx
 

         в) ;x
y

yexyy       г) ;
cos
22

2 x
y

x
yy   

2.21. а) ;ln2 xxyyyx     б) ;
)1(

1
1 22 xx

y
x
xy





  

         в)     ;1)0(,0coscossin2 sin2sin  ydyxyexdxxyxe yy  

         г) ;x
y

xeyyx   

2.22. а) ;)( xdydxxyy     б) ;ln2 xyyyx     в) ;2 3 xxxyy   

         г) ;1
4

,02
1

sin
1 2222 






























ydyy

yx
xdxx

yx
y

 

2.23. а)   ;20,01
2
112 22

1
2
1





























ydy

yx
xxydx

yx
xyy  

         б) ;2
x
yxy 

    в) ;2xy
x
yy      г) ;costg xxy

dx
dy

  

2.24. а) ;0)2( 2  xydydxxyx      б) ;0
2)1(2 2 




y
x

x
xyy  

         в) ;3)1( 2 xexyxyx   

         г)   ;0,0232
22

2
22

3 33
eydy

yx
yeydx

yx
xey xyxy 





















  

2.25. а) ;mxeayy   
         б)     ;3)0(,02 2   ydyeexdxyexe xyxy  

         в) ;sinsin
x
yyx

x
yyx        г) ;)1(2 2yxxyy   
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2.26. а) ;2
2 xy
x
yy      б) ;0)0(,arcsin1 2  yxyxy  

         в) ;0
3
1

5
1 5

1
23

2
13

1
5
4






























 

dyxxyxydxyyx  

         г) );(2 xyyyx   

2.27. а) ;0)2()2( 3434  dyxyxdxyxy  

         б) ;2)1(,ln)(2 2  yxyyyx    в) ;)(2 2 dydxyxx   

         г) ;02
)(1

13
)(1

1
2

2
2




































dy

yyx
dxx

yx
 

2.28. а) 










 dxx

yx
x

xy
y 2

2222 3
)(sin

2
cos

 

;03
)(sin

2
cos

2
2222 











 dyy

yx
y

xy
x

 

         б) ;0)2()( 2323  dyxyxdxyxy  

         в) ;2xy
x
yy     г) ;arctg)1( 2 xyyx   

2.29. а) ;2ln)1( yxyx     б) ;02)ln1(3
3

2 







 dy
y
xydxyx  

         в) ;0)2(  xdydxyx    г) ;2)1(,ln)(2 2  yxyyyx  

2.30. а) ;22 2xy
x
yy     б) ;21

2xx
yy   

         в) ;)1(,0ln2
2

eydy
y
xydxx        г) .22 yx

xy
dx
dy


  

 
Задание 3  
С помощью подходящей замены неизвестной функции (и, при необходи-

мости, независимой переменной) приведите данное уравнение либо к однород-
ному, либо к уравнению с разделяющимися переменными. Получившееся урав-
нение интегрировать не надо. 

3.1. ;
122

1




yx
yxy      3.16. ;

2
63





x

yxy  

3.2. ;
12 




yx
yxy      3.17. ;

364
132





yx
yxy  
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3.3. ;
162

13




yx
yxy      3.18. ;

54
32
yx

yxy



  

3.4. ;
1

2





yx
yxy      3.19. ;

12
53





yx
yxy  

3.5. ;
242

2





yx
yxy      3.20. ;

25
211





yx
yxy  

3.6. ;
2

13
yx
yxy




      3.21. ;
12

4





yx
yxy  

3.7. ;
136
22




yx
yxy      3.22. ;

142
53




yx
yxy  

3.8. ;
1

32





x
yxy      3.23. ;

132
1




yx
yxy  

3.9. ;
362

13




yx
yxy      3.24. ;

32
2
yx

yxy



  

3.10. ;
23

19
yx

yxy



      3.25. ;

5
16

yx
yxy




  

3.11. ;
234

2





yx
yxy      3.26. ;

122
2





yx
yxy  

3.12. ;
46

123
yx
yxy




      3.27. ;
328

4





yx
yxy  

3.13. ;
12

2





yx
xy      3.28. ;

28
9





yx
yxy  

3.14. ;
32

1





yx
yy      3.29. ;

4
372

yx
yxy




  

3.15. ;
3102

5





yx
yxy     3.30. .

24
125
yx
yxy




  

 
Задание 4 
Для каждого из следующих уравнений  найдите интегрирующий множи-

тель, с помощью которого приведите их к уравнениям в полных дифференциа-
лах. 

4.1 ;011 
















 dy

y
xdx

y
x

 

4.2. ;0)( 2  xdydxyx  

4.3. ;0)()2( 22  dyyxydxyxy  
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4.4. ;0)( 2  dyxdxyxy  
4.5. ;0)sincos()cossin(  dyyyyxdxyyyx  
4.6. ;0ln  xdxxdyydx  

4.7. ;021 2

2


















 dy

y
x

y
xxydx

y
x

 

4.8. ;02sin)sin( 22  ydyxdxyx  

4.9. ;0)(
3

2 22
3

2 







 dyyxdxyyxxy  

4.10. ;0)1(2 223  dyyxdxxy  

4.11. ;0)()2( 22  dyyxydxyxy  

4.12. ;0)1(1 22  dyyyxdxyy  

4.13. ;0)2( 2  dyyxydx  

4.14. ;0)1cossin(sincos 22  dyyxyydxxy  

4.15. ;0)sin()cosln2( 22  dyxyxdxxyyxy  

4.16. ;0)1()(   dyxydxeyy x  

4.17. ;02)( 22  xydydxxyx  

4.18. ;0)( 22  ydydxxyx  

4.19. ;052)3(
3

22 


 dy
y

yxdxyx  

4.20. ;0)ln( 3  dyxyxydx  

4.21. ;02







  



dye
x
ydx

x
e y

y
 

4.22. ;0sincos3
3

2 
















 dy

y
y

y
xdx

y
xx  

4.23. ;0)4(sh)6ch( 33422  dyyxydxyxxy  

4.24. ;02 
















 dyx

x
eedxye

x
y

x
e x

yx
y

 

4.25. ;0)sin3()cos2( 224233  dyyxyxdxxxyx  

4.26. ;0cos4cossin13 2
3

22
22 




















 dy

y
xyxdxx

y
xx

y
yyx  
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4.27. ;0sin2lncos1ln
2 



















 dy
y
x

y
xxdxx

y
x

 

4.28. ;0212 2
2 

















 dy

x
exydx

x
e

x
y

yx
 

4.29.   ;01
1

2
2 






 


dyxydxy
x
y

 

4.30. .0sinsincoscos2
22 






 






  dyy

x
xdx

x
xy

x
y

 

 
Задание 5 
Найдите общее решение (или общий интеграл) дифференциального урав-

нения второго порядка. 
5.1. ;1)cos(  xyx     5.16. ;)(1 2yy   

5.2. ;)21( 2 yxyx      5.17. ;)()12( 22  xxxy  

5.3. ;)(44 2yyyx      5.18. ;0ctg  yyx  

5.4. ;03)( 2  yyyy    5.19. ;2 xexyyx   
5.5. ;0)1(2 22  xxy    5.20. ;13 yy  

5.6. ;ln
x
yyyx


     5.21. ;0)2()12(3 22  xxxy  

5.7. );1( yyyx      5.22. ;1 xyyx   

5.8. ;)()( 23 yyyy      5.23. ;0)1(  yey x  

5.9. ;sincos2 3 xxy     5.24. ;1)( 2  yyy  

5.10. ;ln
x
yyyyx


    5.25. ;1v yx  

5.11. ;0)1(2tg  yyx    5.26. ;yxyyx   

5.12. ;)(ln2 2yyyyyy     5.27. ;cos4xy   

5.13. ;xxey       5.28. ;3))(1( 2 yyy   

5.14. ;ln yyxx      5.29. ;1 2 xyx   

5.15. );3ln(ln  xyyyx   5.30. .01)()1( 22  yyx  
 

Задание 6  
Решите задачу Коши. 

6.1 ;2)1(,
6

)1(,0sin)(cos 2  yyyyyyy 
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6.2. ;1)0()0(,2  yyyyy  

6.3. ;2)0(,4)0(,0643  yyyy  
6.4. ;0)0(,1)0(,)(  yyyyyx  

6.5. ;
2
3)0(),0()0(,3  yyyyyy  

6.6. ;
3
2)1(,1)1(,0)(2 2  yyyyy  

6.7. ;1)0(,0)0(,0cossin2 3  yyyyy  

6.8. ;
2
5)1(,

4
7)1(,2)1(  yyyyx  

6.9. ;2)0(,1)0(,)( 22  yyyyyyy  

6.10. ;
2
1)1(,

4
1)1(,)( 2  yyyyy  

6.11. ;2)1(,0)1(,2))(( 2  yyyye y  

6.12. ;4)1(,2)1(,)()1( 2  yyyyxyx  

6.13. ;1)0(,0)0(,2  yyey y  

6.14. ;2)1(,1)1(,0)1(,ln
2  yyy
x
xy  

6.15. ;0)0(,1)0(,4)(32 22  yyyyyy  
6.16. ;1)1()1(,)(  yyyxyx  

6.17. ;1)3(,0)3(,3  yyeyy y  

6.18. ;7)1(,1)1(,98 3  yyyy  

6.19. ;
2
2)0(,

2
2)0(,1164 43  yyyyy  

6.20. ;4)2(,0)2(,
2







 yy
y
x

x
yy  

6.21. ;
2
2)0(,22)0(,164 43  yyyyy  

6.22. ;
2
1)1(,2)2(,0)(2 2  yyyxyy  

6.23. ;1)0(,1)0(,3)0(,0)(32 2  yyyyy  

6.24. ;1)1(,
2
1)1(,ln2)ln1( 


 yyx
x
yxy  

6.25. ;0)0(,1)0(,)( 24  yyyyyy  
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6.26. ;1)1(,1)1(,0)()( 32  yyyyyy  
6.27. ;)1(,)1(,ln eyeyyyyx   

6.28. ;6)1(,4)1(,12 





  yyy

x
xy  

6.29. ;2)1(,2)1(,0163  yyyy  

6.30. .1)2(,1)2(,32 2  yyyy  
 
 Задание 7 
7.1. Найдите уравнение кривой, проходящей через точку ),3;2(0M  если из-
вестно, что отрезок любой ее касательной, заключенный между координатными 
осями, делится пополам в точке касания. 
7.2. Найдите уравнение кривой, проходящей через точку ),1;0(0M  если пло-
щадь треугольника, образуемого осью абсцисс, касательной в произвольной 
точке кривой и радиус-вектором точки касания, постоянна и равна единице. 
7.3. Найдите уравнение кривой, у которой отрезок, отсекаемый на оси ординат 
касательной в произвольной точке, равен квадрату ординаты в точке касания. 
7.4. Найдите уравнение кривой, для которой треугольник, образованный осью 
ординат, касательной в произвольной точке кривой и радиус-вектором точки 
касания, равнобедренный. 
7.5. Найдите уравнение кривой, у которой отношение длины отрезка, отсекае-
мого касательной на оси ординат, к длине отрезка, отсекаемого нормалью на 
оси абсцисс, есть величина постоянная, равная k . 
7.6. Найдите уравнение кривой, для которой треугольник, образованный нор-
малью с осями координат, равновелик треугольнику, образованному осью абс-
цисс, касательной и нормалью 
7.7. Найдите уравнение кривой, у которой точка пересечения любой касатель-
ной с осью абсцисс имеет абсциссу, вдвое меньшую абсциссы точки касания. 
7.8. Найдите уравнение кривой, у которой точка пересечения любой касатель-
ной с осью абсцисс одинаково удалена как от точки касания, так  и от начала 
координат. 
7.9. Найдите уравнение кривой, проходящей через точку ),3;2(0 M  если отре-
зок любой ее нормали, заключенный между осями координат, делится точкой 
касания  в соотношении 1:3, считая от оси ординат. 
7.10. Найдите уравнение кривой, проходящей через точку ),3;2(0M  если отре-
зок любой ее касательной, заключенный между осями координат, делится в 
точке касания в отношении 3:2, считая от оси ординат. 
7.11. Найдите уравнение кривой, проходящей через точку ),2;1(0M  у которой 
касательная, проведенная в произвольной точке кривой, пересекает прямую 

1y  в точке с абсциссой, равной удвоенной абсциссе точки касания.  
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7.12. Найдите уравнение кривой, проходящей через начало координат, у кото-
рой середина отрезка нормали, заключенного между любой точкой кривой и 
осью абсцисс, лежит на параболе .22 xy   
7.13. Найдите уравнение кривой, проходящей через точку 0M (0; –2), если тан-
генс угла наклона касательной в любой ее точке равен ординате этой точки, 
увеличенной на три единицы. 
7.14. Найдите уравнение кривой, проходящей через точку 0M (0; –2), если угло-
вой коэффициент касательной в любой ее точке равен ординате этой точки, 
увеличенной в три раза. 
7.15. Найдите уравнение кривой, если угловой коэффициент касательной в лю-
бой ее точке в два раза больше углового коэффициента прямой, соединяющей 
ту же точку с началом координат. 
7.16. Найдите уравнение кривой, если величина перпендикуляра, опущенного 
из начала координат на касательную в любой ее точке, равна абсциссе точки 
касания. 
7.17. Найдите уравнение кривой, у которой отношение отрезка, отсекаемого ка-
сательной в любой ее точке на оси ординат, к радиус-вектору этой точки равно 
постоянной величине. 
7.18. Найдите уравнение кривой, у которой длина отрезка, отсекаемого на оси 
ординат нормалью, проведенной в любой точке кривой, равна расстоянию от 
этой точки до начала координат. 
7.19. Найдите уравнение кривой, у которой произведение абсциссы любой ее 
точки и длины отрезка, отсекаемого нормалью на оси ординат, равно удвоен-
ному квадрату расстояния от этой точки до начала координат. 
7.20. Найдите уравнение кривой, у которой отрезок, отсекаемый от оси ординат 
касательной, проведенной  в любой точке кривой, равен квадрату абсциссы 
точки касания. 
7.21. Найдите уравнение кривой, у которой отрезок, отсекаемый от оси ординат 
касательной, проведенной  в любой точке кривой, равен полусумме координат 
точки касания. 
7.22. Найдите уравнение кривой, у которой площадь, заключенная между осями 
координат, этой кривой и прямой, проходящей через любую точку кривой па-
раллельно оси абсцисс, равна кубу ординаты этой точки. 
7.23. Найдите уравнение кривой, проходящей через точку ),1;0(0M  если пло-
щадь, ограниченная кривой, осями координат и прямой, проходящей через лю-
бую точку  кривой параллельно оси абсцисс, равна длине  соответствующей ду-
ги кривой. 
7.24. Найдите уравнение кривой, проходящей через точку ),1;2(0 M  если угло-
вой коэффициент касательной, проведенной  в любой ее точке, пропорционален 
квадрату ординаты точки касания с коэффициентом пропорциональности .3k  
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7.25. Найдите уравнение кривой, проходящей через точку ),5;1(0M  если отре-
зок, отсекаемый на оси ординат любой касательной к этой кривой, равен утро-
енной абсциссе точки касания. 
7.26. Найдите уравнение кривой, проходящей через точку ),3;1(0M  если в лю-
бой ее точке M  касательный вектор MN  (с концом N  на оси ординат) имеет 
проекцию на эту ось, равную 3. 
7.27. Найдите уравнение кривой, проходящей через точку ),1;1(0M  если нор-
маль, проведенная к этой кривой в произвольной ее точке, обладает свойством: 
отрезок нормали, заключенный  между осями координат, делится этой точкой в 
отношении 1:2, считая от оси ординат. 

7.28. Найдите уравнение кривой, проходящей через точку ,1;20 







e
M  если в 

любой ее точке M  касательный вектор MN  (с концом N  на оси абсцисс) име-
ет проекцию на эту ось, обратно пропорциональную абсциссе точки ,M  при 
этом коэффициент пропорциональности равен 2. 
7.29. Найдите уравнение кривой, проходящей через точку ),2;12(0M  если в 
любой ее точке M  касательный вектор MN  (с концом N  на оси ординат) име-
ет длину, равную 20, и образует острый угол с положительным направлением 
оси ординат. 
7.30. Найдите уравнение кривой, проходящей через точку ),4;1(0M  если в лю-
бой ее точке M  касательный вектор MN  (с концом N  на оси ординат) имеет 
проекцию на эту ось, равную 2. 
 
 Задание 8  
 Исследуйте данную систему функций на линейную зависимость на ука-
занном промежутке. 
8.1.   );;(,)3(,)3(,3,1 32  xxx  
8.2.   );;(,2sin,cos,sin xxx  

8.3.   );;(,,,,1 3  xx eex  
8.4.   );;(,arcctg,arctg,1 xx  
8.5.   );;2(,)3ln(),2ln(,5  xx  

8.6.   );;(,ch,sh,, xxex x  

8.7.   );;(,)1ln(,1,4 22  xxx  

8.8.   );;(,23,1,33 22  xxxx  

8.9.   );;(,)3(cos4),3(sin,1 22 xx  

8.10.   );;(,8,4,2 xxx  
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8.11.   );;(,2cos,cos,sin 22 xxx  

8.12.   );;(,ch,sh, xxex  

8.13.   );;(,2sin,2cos,, 4  xxee xx  

8.14.   );;0(,)1ln(,5ln,3 2 xx  

8.15. );;0(,
2

tgln,ctg,1 






 xx  

8.16.   );;(,2,43,85 2323  xxxxxxx  
8.17.   );;(,)2cos(),3sin(,cos  xxx  

8.18.   );;(,,, 32 xxx eee  

8.19.   );;(,2ch,2sh,2  xxe x  

8.20. );;0(,ln,
3

,2 






 xx

 

8.21. );;1(,
1
1arctg,arcctg, 










x
xxex  

8.22.   );;(,)1(,,,1 332  xxxx  

8.23.   );;(,cos,sin,,,1 2 xxxx  
8.24.   );;(,,,5 cossin xx ee  

8.25. );1;1(,
1
1arctg,

2
arccos, 











x
xxex  

8.26.   );;(,357,234,123 222  xxxxxx  

8.27.   ;
2

;0,tg,cos,sin 





 xxx  

8.28.    ;;,)5cos(),2sin(,sin  xxx  

8.29.    ;;,2sin,cos,sin 22 xxx  
8.30.    .1;1,arccos,arcsin,1 xx  
 

Задание 9 
Найдите линейное однородное дифференциальное уравнение (наиболее 

низкого порядка) с постоянными коэффициентами, имеющее данные частные 
решения. 
9.1. ;,cos 21

xxeyxy     9.16. ;, 32
21

xx exyey    

9.2. ;sin, 2
2

1 xeyxy x     9.17. ;,,cos 321
xx eyeyxy   

9.3. ;,, 3
3

2
21

xx eyeyxy    9.18. ;cos, 2
22

1 xeyexy xx   
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9.4. ;,cos 21 xyxxy             9.19. ;,cos, 3
3

2
2

1
xxx eyxeyey    

9.5. ;cos2
1 xxey x      9.20. ;2sin3

1 xxey x   

9.6. ;,sin 2
2

1 xyxey x     9.21. ;, 4
2

2
1

xxeyxy   

9.7. ;, 2
3

1
xeyxy      9.22. ;3cos,sin 21 xxyxxy   

9.8. ;,2cos 2
3

1
xx eyxey    9.23. ;,sin 2

2
1 xyxxy   

9.9. ;, 2
32

1 xyexy x     9.24. ;,4cos 2
21

xx eyxxey    

9.10. ;,, 2
3

2
21

xxx eyeyey    9.25. ;cos,2sin 21 xxyxy   

9.11. ;sin,cos 2
2

1 xyxey x    9.26. ;,2cos 3
21

xeyxxy   

9.12. ;, 2
42

1
xx xeyexy      9.27. ;sin,4cos 21 xeyxey xx    

9.13. ;,2cos 3
21

xx xeyxey     9.28. ;,3sin 2
2

1 xyxxey x   
9.14. ;,,3sin 321

xeyxyxy   9.29. ;,3sin 2
21

xxeyxxy   

9.15. ;,3cos 2
2

2
1 xyxxey x     9.30. .2sin,cos 21 xyxy   

 
Задание 10 
Найдите частное решение линейного однородного дифференциального 

уравнения, удовлетворяющее заданным начальным условиям. 
10.1. ;2)0(,1)0(,1)0(,08126  yyyyyyy  
10.2. ;3)0(,0)0(,1)0(,058212  yyyyyyy  

10.3. ;2)1(,0)1(,)1(,033 11   eyyeyyyyy  
10.4. ;2)0(,1)0(,1)0(,01375  yyyyyy  
10.5. ;2)0(,1)0(,5)0(,0254  yyyyyyy  
10.6. ;2)0(,1)0(,2)0(,025177  yyyyyyy  
10.7. ;1)0(,2)0(,2)0(,0485  yyyyyyy  
10.8. ;1)0(,3)0(,3)0(,04022  yyyyyyy  

10.9. ;)1(,)1(,3)1(,08126 222 eyeyeyyyyy   
10.10. ;1)0(,1)0(,0)0(,05111  yyyyyyy  
10.11. ;1)0(,1)0(,2)0(,0  yyyyyyy  
10.12. ;3)0(,1)0(,0)0(,02024  yyyyyyy  
10.13. ;1)0(,2)0(,3)0(,0  yyyyyyy  
10.14. ;3)0(,1)0(,0)0(,010136  yyyyyyy  
10.15. ;0)0(,1)0(,1)0(,01892  yyyyyyy  
10.16. ;1)0(,1)0(,1)0(,015  yyyyyyy  

10.17. ;)0(,3)1(,)1(,08126 222 eyeyeyyyyy   
10.18. ;2)0(,0)0(,3)0(,0685  yyyyyyy  
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10.19. ;3)0(,2)0(,1)0(,012167  yyyyyyy  
10.20. ;2)0(,1)0(,1)0(,035  yyyyyyy  

10.21. ;2)1(,3)1(,)1(,08126 222   eyeyeyyyyy  
10.22. ;1)0(,2)0(,1)0(,044  yyyyyyy  
10.23. ;3)0(,3)0(,0)0(,023  yyyyyy  
10.24. ;1)0(,1)0(,2)0(,013175  yyyyyyy  
10.25. ;1)0(,1)0(,3)0(,0  yyyyy  
10.26. ;0)1(,2)1(,)1(,033  yeyeyyyyy  
10.27. ;1)0(,1)0(,3)0(,0  yyyyy  
10.28. ;1)0(,1)0(,1)0(,0  yyyyy  
10.29. ;1)0(,1)0(,0)0(,013175  yyyyyyy  
10.30. 3 5 0, (0) 1, (0) 0, (0) 2.y y y y y y y             

 
Задание 11 

 Не находя коэффициентов, определите вид частного решения линейного 
неоднородного дифференциального уравнения. 

11.1.    ;sin)3(cos12 22
xxxxexeyy xx    

11.2. ;3sin)1(3cossh)1( 22 xxxxxxyy   

11.3. ;
4

3cos)2(4
1

2
2







x

x
x e

e
xxeyy  

11.4. ;
3

)1(2cos2sh84
2

42


 
x

x eexxxyyy  

11.5. ;)2(sin)4()(2 22 xxx exxeeyyy    

11.6. ;sin4ch)32(434
2

3
2

xx e
x

e
xxxyyy 


  

11.7. ;
3

)25(ch
2
3cos9

2
322




x

x eexxxyy  

11.8. ;3)2()2sin)4(2cos(136 23   xexxxxxeyyy xx  

11.9. ;
2

sin)1(4
sin

584 22

2

3 xeexe
e

x

eyyy xxx
x

x 
















   

11.10. ;2)5(sh
2

1cos544 222 


 xxxeyyy
x

 

11.11. );sin)3(cos()5(sh23 22 xxxxeexxxyyy xx    
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11.12. );2sin()1(4)32(ch32 3

2
2 


 xx

e
xxxyyy x  

11.13. ;1sin)4(sh
2

sin 22   xxeexxxxyy xx  

11.14. );sin)4(cos)3(3sh)2(6 2222 xxxxexxyy x    

11.15. ;3
2

cossh)52( 2 
x

x exexxyy  

11.16. ;)7()sin)2((cos)3(sin136 423 xxx exxxxexeyyy    

11.17. ;2ch)1(cos2sh3823 2

2

3
2

xxxxxeyyy
x















 

11.18. );3sin)1(3ch)3(96 22 xexxexxyyy xx    

11.19. ;sin)1(cossh52
4222 xxeexxxyyy
xx    

11.20. ;sinsh)12(cossh22 2 xexxxxyyy x    

11.21. ;sin23ch)43(
2

1cos3sh106 22 xexxxxyyy x 


   

11.22. ;372sh)3(5cos107 45
22  


x

x

e
xxxxeyyy  

11.23. ;)23()2cos()1(sinsh52 422 xx exxexxyyy   

11.24. ;4sin2chch)13(2 xe
xxxxxyyy 

  

11.25. ;3cos1)3sin(2sh178 4
2 


  xe
e
xxxyyy x

x  

11.26. );1(3sin)1(2ch)1(86 2223  xexxexxyyy xx  

11.27. ;5
2

2cos)1(3sh)31(9
1

32 



x

x exexxxyy  

11.28. ;
3

)sincos(
2

cossh54
2

2222
x

x exxxxexxyyy    

11.29. ;sincos)2(sinch)32(34 232 xxxxexxyyy x    

11.30. .215ch
2

cos5sh2610 5
2 


 xe
xxxxxyyy  

 
 Задание 12 

Найдите общее решение линейного неоднородного уравнения. 
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12.1. ;
2cos

12cos
3 x

xyy   

12.2. ;)2(44 3

2
2

x
eexyyy

x
x



  

12.3. ;sin4cos2)2(
3 xx
x
exyy
x




  

12.4. ;)32(ctg xexxyy   

12.5. ;sin14 2
xe

xx
xyy x


  

12.6. ;2sin2cos3
sin
122 xx
xe

yyy x   

12.7. ;ln44 22 xx xexeyyy    

12.8. ;
4

2
2

x
x

xe
x

eyyy 


  

12.9. ;222 2
3

2
xex

x
xxyyy 


  

12.10. ;2costg2 xexyy x   

12.11. ;)1(
2

1 2x
x ex
e

yy 


  

12.12. ;cos
2cos

14 xx
x

yy   

12.13. ;1 xxe
x

yy   

12.14. ;52
1

1



 x
e

yy x  

12.15. ;sin
cos

54 2
2

xe
x

eyyy x
x

   

12.16. ;sin6cos2
sin

1
2 xx
x

yy   

12.17. ;132 xx xexeyyy    

12.18. ;cos
cos

2
3 x
x

yy   

12.19. ;
1

165 2
2

x
x e

e
yyy 


  
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12.20. ;sin2cos
4

2 2 xx
x

eyyy
x




  

12.21. ;44 2
2

x
x

xe
x
eyyy   

12.22. ;
1

23
2

x
x

x
xe

e
eyyy 


  

12.23. ;3sin23cos3tg39 xxxyy   

12.24. ;12 xx xexeyyy   

12.25. ;3
1

1



 x
e

yy x  

12.26. ;2 2
2

x
x

ex
x
eyyy   

12.27. ;2ln2 xx exeyyy    

12.28. ;cos 22 xxx xeeeyy   

12.29. ;sin
2sin

1
3

x
x

yy   

12.30. .sin
sin

1 x
x

yy   

 
 Задание 13  
 Решите линейную неоднородную систему дифференциальных уравнений. 

13.1. 














 ;6

,52

2t

t

eyx
dt
dy

exy
dt
dx

         13.16. 














;2sin52cos823

,2cos4

ttyx
dt
dy

tyx
dt
dx

 

13.2. 














;2

,423 5

yx
dt
dy

eyx
dt
dx t

   13.17. 














;32

,22

4t

t

eyx
dt
dy

eyx
dt
dx

 

13.3. 














;sin2

,cos42

tyx
dt
dy

tyx
dt
dx

   13.18. 














;cossin2

,cos

ttyx
dt
dy

tyx
dt
dx
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13.4. 












 

;22

,442 2

yx
dt
dy

eyx
dt
dx t

   13.19. 














 ;96

,4025

t

t

eyx
dt
dy

eyx
dt
dx

 

13.5. 














;tg

,1tg2

tx
dt
dy

ty
dt
dx

   13.20. 














;623

,2

2

2

t

t

eyx
dt
dy

eyx
dt
dx

 

13.6. 














;2

,4 2

xy
dt
dy

eyx
dt
dx t

   13.21. 














;423

,22

t

t

eyx
dt
dy

eyx
dt
dx

 

13.7. 















;
1

34

,2

2

3

t

t

e
exy

dt
dy

xy
dt
dx

  13.22. 














;5

,8

yx
dt
dy

tyx
dt
dx

 

13.8. 














;2

,
cos

1

yx
dt
dy

t
yx

dt
dx

   13.23. 














;2

,sin2

yx
dt
dy

tyx
dt
dx

 

13.9. 














 ;5

,235 3

t

t

eyx
dt
dy

eyx
dt
dx

   13.24. 














;2

,2

tex
dt
dy

yx
dt
dx

 

13.10. 














;152

,23

teyx
dt
dy

yx
dt
dx

t
  13.25. 














;sin22

,32

tyx
dt
dy

yx
dt
dx

 

13.11. 














;cos22

,sin34

tyx
dt
dy

tyx
dt
dx

   13.26. 














;22

,162

yx
dt
dy

teyx
dt
dx t
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13.12. 














;3

,5

2t

t

eyx
dt
dy

eyx
dt
dx

   13.27. 














;33

,42

teyx
dt
dy

yx
dt
dx

 

13.13. 














;sin52

,2

texy
dt
dy

yx
dt
dx

t
  13.28. 














;2

,cos5

yx
dt
dy

ty
dt
dx

 

13.14. 
















;
1

336

,
1

224

t

t

e
yx

dt
dy

e
yx

dt
dx

  13.29. 














;23

,12

xy
dt
dy

xy
dt
dx

 

13.15. 














;sin2

,cos42

tyx
dt
dy

tyx
dt
dx

   13.30. 














.22

,2

tx
dt
dy

eyx
dt
dx t
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Решение типового варианта  
«Комплексные числа. Многочлены и рациональные дроби» 

 
Задание 1   

Даны два комплексных числа iz 331   и .
6

sin
6

cos22 





 

 iz  Най-

дите 21 zz   и 21 zz   (результат запишите в алгебраической форме), 21 zz   (ре-

зультат запишите в тригонометрической форме), 
2

1

z
z

 (результат запишите в по-

казательной  форме). 
 Решение   

Представим число 2z  в алгебраической форме, вычислив значения триго-
нометрических функций:   

.3
2
1

2
32

6
sin

6
cos22 iiiz 















 


 

Выполним сложение и вычитание комплексных чисел 1z  и 2z , записан-
ных в алгебраической форме: 

,2)33()3()33(21 iiizz   
.4)33()3()33(21 iiizz   

Представим число 1z  в тригонометрической форме. Найдем модуль и аргу-
мент :1z  

,
2
2

23
3sin,

2
2

23
3cos,23)3(3 22

1 


 z  

.
4

arg 1
 z   

Следовательно, .
4

sin
4

cos231 






















 iz   

Выполним умножение и деление чисел 1z  и ,2z  применив формулы про-
изведения и частного комплексных чисел, записанных в тригонометрической 
форме: 







 























6
sin

6
cos

4
sin

4
cos22321

 iizz  

,
12

sin
12

cos26
64

sin
64

cos26 



































 






 

 ii  















 






 

64
sin

64
cos

2
23

2

1  i
z
z
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.
2

23
12
5sin

12
5cos

2
23 12

5 i
ei

 















 





  

 
Задание 2   

Дана последовательность комплексных чисел .
4

4
sh6

2n

ni

zn 




 Вычислите 

,Imlim nn
z


 если этот предел существует.     

Решение  
Преобразуем ,nz  применив последовательно формулы 

.sincos,
2

sh  


ieeei i
ii







 








































 




















22

44

4
4

sin
4

cos
4

sin
4

cos3

4

3

n

ninnin

n

ee

z

nini

n




 

.
4

4
sin6

4
4

sin
4

cos
4

sin
4

cos3

22 i
n

n

n

ninnin












 





 

Откуда следует, что .
4

4
sin6

Im,0Re 2n

n

zz nn 




  

Тогда  ,0
4

sin
4

1lim6
4

4
sin6

limImlim 22 








n
nn

n

z
nnnn




 как произве-

дение бесконечно малой последовательности 24
1
n

 на ограниченную после-

довательность .
4

sin n
 

 
Задание 3   

Проверьте, верно ли равенство .
17
28

17
101

41
32 i

ii
i







 




 Если нет, при-

ведите правильный ответ. 
 Решение   

Преобразуем левую часть равенства, выполнив указанные действия: 
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.
17
28

17
10

17
2810

17
1110

)41()41(
)41()32(1

41
32

2 iiii
i
i

ii
ii

ii
i







 







 






















 




 Левая часть равна правой, значит, исходное равенство верно. 
 
 Задание 4   

Изобразите на комплексной плоскости множество точек, удовлетворяю-
щих указанным условиям: 

 1) 









.4Im3
,221

)3;221)2;2
z

iz
izz  

 Решение   
1. Пусть .iyxz   Тогда 22 yxz   и уравнение 2z  равносильно 

уравнению .22 22222  yxyx  Таким образом, уравнение 2z  
есть уравнение окружности с центром в точке 0z  и радиусом 2 (Рис. 1). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
       Рис. 1            Рис. 2            Рис. 3  
 

2. Множество точек, удовлетворяющих условию ,221  iz  представ-
ляет собой окружность с центром в точке iz 21  и радиусом 2 (Рис. 2). 

Действительно,   )2()1(2121 yixiiyxiz  

 2)2()1(221)2()1( 2222 yxizyx  

.2)2()1( 222  yx  
3. Множество точек, удовлетворяющих первому неравенству системы  

круг с центром в точке iz 21  и радиусом 2 (окружность не включается). 
Второе неравенство системы 4Im3  z  равносильно неравенству .43  y  
Множество точек плоскости  xyx );(  43,  y  – полоса, параллельная оси 

.Ox  Решением системы будет сегмент круга (Рис. 3). 
 

Задание 5   

x 1 

2 

y 

х2 

y 

2 

1 

2 

x 

y 
4 

3 
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Дано комплексное число .
6

4ctg
4

tg8 





 

 iz  Найдите: 1) ;)( klz  

2) ;2zm  3) все значения  ,2n zm  если  .4,1,
4
1,6  nmlk  

Решение   
Запишем данное число z  в алгебраической форме:  )31(8 iz  

.388 i  Приведем это число к тригонометрической форме. Для этого най-
дем его модуль и аргумент:  

,1625636464 z

3
2

3
3arctg

8
38arctg 

 



   (Рис. 4). 

       
 
 
 
 
 
 
 
  
                   Рис. 4        Рис. 5 
 

Тогда,   .
3

2sin
3

2cos16388 






















 iiz  

1. Найдем теперь 





































66

3
2sin

3
2cos4

4
1  iz  

.409624))4sin()4(cos(4
3

12sin
3

12cos4 12666 













 






   ii

 2. Найдем .2562561)1( 2  z  
3. И наконец, найдем все четыре значения корня четвертой степени из 

числа (–256):  

.3,2,1,0,
4
2sin

4
2cos256256 44 






 




 kkik 
 

;2222
4

sin
4

cos41 iiz 





 


 

x 

y 

  

38

8  

x 

y 

z1 

4 

z4 

z2 

z3 
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;2222
4

3sin
4

3cos42 iiz 





 


 

;2222
4

5sin
4

5cos43 iiz 





 

  

.2222
4

7sin
4

7cos44 iiz 





 


 

 Корни 321 ,, zzz  и 4z  лежат на окружности радиусом 4 в вершинах квад-
рата, вписанного в эту окружность (Рис. 5). 
 

Задание 6   
Найдите все корни заданных уравнений:  
1) ;42)1( izi   

2) ;023 2  izz  
3) .0824 23  zzz  
1. Для 1z  (корня уравнения 1))  найдите расстояние до точки .00 z  
2. Для уравнения 2) вычислите  периметр треугольника с вершинами в 

точках 321 ,, zzz , где 1z  и 2z   корни уравнения, .13 z  
 3. Для уравнения 3) напишите уравнение окружности с центром в точке 

1z  ( 1z   действительный корень уравнения), на которой лежат остальные корни 

2z  и 3z  этого уравнения. 
 Решение   

1. Уравнение izi 42)1(   является линейным относительно .z  Чтобы 
выразить ,z  разделим числитель на знаменатель, применив правило деления 
комплексных чисел в алгебраической форме: 

.3
11

422
1

4422
)1()1(

)1()42(
1

42
2

2
ii

i
iii

ii
ii

i
iz 

















  

Расстояние между точками iz  31  и 00 z  равно величине  

101)3(03 22
01  izz . 

2. Уравнение 023 2  izz  является квадратным, его корни  находятся 
по формуле  

,
322,1 




Diz   

где .252342  iD   
Известно, что существуют два различных квадратных корня из любого 

комплексного числа. Найдем их для дискриминанта :25D  
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,
2
2sin

2
2cos5)sin(cos2525 






 





kikiD     

где .1;0k  

При ,5
2

sin
2

cos5,0 iiDk 





 


  

при  

 

2
3cos5,1 Dk .5

2
3sin ii 




  

Следовательно, iiiz
3
2

6
5

1 


    и   .
6

5
2 iiiz 


  

 Найдем периметр P  треугольника с вершинами в точках ,
3
2

1 iz   

,2 iz   .13 z  

 iiiizzzzzzP
3
21)1()(

3
2

133221  

2
3

135
9

132
3
5

3
211

3
5




 iii . 

3. Преобразуем левую часть уравнения ,0824 23  zzz  сгруппиро-
вав слагаемые следующим образом: 

)2()4()4(2)4(824 2223  zzzzzzzz . 











.02

,4
0)2()4( 2

2

z

z
zz  

Отсюда видно, что 41 z   действительный корень уравнения. Осталь-

ные корни 2z  и 3z  являются решениями уравнения :022 z   

,
2
2sin

2
2cos2)sin(cos223,2 






 





kikiz    .1;0k  

При ,2,0 2 izk    при .2,1 3 izk   Итак, корнями уравнения 
являются числа .2,2,4 321 izizz   
 Уравнение искомой окружности с центром в точке 41 z  имеет вид 

.4 Rz   Так как оба комплексных корня  2z  и 3z  лежат на окружности, то 
подставив любой из них в уравнение ,4 Rz   найдем ее радиус .R  Подста-

вим вместо z  корень :22 iz       

.23184)2(42 22 Ri   

Следовательно, уравнение искомой окружности имеет вид  .234 z  
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Задание 7  
Дан многочлен 864)( 234

4  zzzzzP  с действительными коэф-
фициентами, один из корней которого известен:  .11 iz   

1. Найдите остальные корни многочлена ).(4 zP  
2. Разложите многочлен )(4 zP  на линейные множители. 
3. Разложите многочлен )(4 zP  на множители, неприводимые на множестве . 

4. Разложите рациональную дробь 
)(

1

4 zP
 на простейшие дроби. 

Решение  
1. Если iz  11   корень многочлена )(4 zP с действительными коэф-

фициентами, значит, и сопряженное ему число iz  12  также является кор-
нем ).(4 zP  По следствию из теоремы Безу многочлен )(4 zP  делится без остатка 
на произведение: 

.22)1()1()()( 2
21  zzizizzzzz  Разделим )(4 zP  на 

222  zz : 

884

.0
884

862
22

4

22864
22

2

2

23
23

2

2234

234














zz
zz

zzz
zzz

zz

zzzzzz
zzz

 

Таким образом, ).4()2()( 22
4  zzzzzzP   

Решив уравнение ,042  zz найдем корни квадратного трехчлена 

.42  zz  Это числа .
2

151 i
 В итоге многочлен )(4 zP  имеет 4 корня:  

,11 iz    ,12 iz    ,
2
15

2
1

3 iz    .
2
15

2
1

4 iz   

2. Как следует из предыдущего, 
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.
2
15

2
1

2
15

2
1)1()1()(4 



















izizizizzP   

Таким образом, получено  разложение )(4 zP  на линейные множители. 
3. Если линейные множители, полученные в п. 2,  попарно перемножить в 

указанном порядке, то получим разложение )(4 zP  на квадратичные  множите-
ли, неприводимые  на множестве : 

).4()2()( 22
4  zzzzzzP  

4. Разложим 
)(

1

4 zP
 на простейшие дроби по следующей схеме: 








)4()22(

1
864

1
)(

1
22234

4 zzzzzzzzzP
 

,
422 22 








zz

DCz
zz
BAz  

где DCBA ,,,   неопределенные коэффициенты. Найдем их. Для этого приве-
дем простейшие дроби к общему знаменателю и приравняем числители полу-
ченных дробей:  

.1)22()()4()( 22  zzDCzzzBAz  
Известно, что два многочлена равны тогда и  только тогда, когда равны 

их коэффициенты при одинаковых степенях переменной .z  Запишем равенство 
коэффициентов в виде следующей системы уравнений относительно неизвест-
ных .,,, DCBA  
















124
,0224

,02
,0

:
:
:
:

0

1

2

3

DB
DCBA

DCBA
CA

z
z
z
z

     



























04124

,0
2
412

,
2
41
,

BABA

BABA

BD

CA

    

   
























152

,
2
13

,
2
41
,

BA

BA

BD

CA

     

























1
2
5152

,
2
13

,
2
41
,

AA

AB

BD

CA

     

























.
34
3

,
17
4

,
34
3

,
34
1

A

B

C

D
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Подставив найденные коэффициенты, получим 

.
)4

13
22

83
34
1

4
34
1

34
3

22
17
4

34
3

)(
1

2222
4





























zz
z

zz
z

zz

z

zz

z

zP
 

Задание 8  

Разложите рациональную дробь 
)32()9()1(

352)( 2223

2





xxxx

xxxR   в 

сумму простейших дробей с неопределенными коэффициентами. (Коэффици-
енты находить не нужно.) 

Решение   
Разложив многочлен в знаменателе на линейные  и неприводимые квад-

ратичные множители с действительными коэффициентами, получим 







)1()3()3()3()1()1(
)12()3()( 222 xxxxxxx

xxxR  





 223 )1()3()3()1(

12
xxxxx

x
 

.
)1(133)1()1(1 22

22
2

11
3

3
2

21

























xx
ExD

xx
ExD

x
C

x
B

x
A

x
A

x
A

 

 
Задание 9   

Разложите рациональную дробь 
)2()2(

123)( 2

23





xxx

xxxR  в сумму про-

стейших дробей и найдите коэффициенты этих разложений. 
 Решение   

Очевидно, )(xR   неправильная дробь, поэтому сначала выделим целую 
часть этой дроби с помощью деления числителя на знаменатель: 

.11127

3
443123

121293
2

2323

23









xx

xxxxx
xxx  

Таким образом, .
)2()2(

111273)( 2

2





xxx

xxxR   

Теперь правильную дробь разложим на простейшие дроби: 

,
22)2()2(

11127
22

2











xx

CBx
x

A
xxx

xx
 

где CBA ,,   неопределенные коэффициенты. Найдем их (поступая по анало-
гии с решением задания 7): 
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








)2()2(
)2()()2(

)2()2(
11127

2

2

2

2

xxx
xCBxxxA

xxx
xx

 

.11127)2()()2( 22  xxxCBxxxA                (1) 
Это равенство двух многочленов. Они равны при любом значении ,x  

также как и при равенстве коэффициентов при соответствующих степенях .x  

Используем оба эти свойства. Возьмем .2x  Тогда .
4

15,154  AA  Для 

нахождения B  и C  сравним коэффициенты при 2x  и 0x  многочленов из ра-
венства (1): 








1122
,7

:
:

0

2

CA
BA

x
x

 





























.
4
7

,
4

13

2
7

2
15112

,
4

13
4

157

C

B

C

B
 

Тогда исходная дробь примет вид 

.
2

713
4
1

2
1

4
153

)2()2(
123)( 22

23













xx
x

xxxx
xxxR  
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Решение типового варианта   
«Интегральное исчисление функций одной переменной» 

 
Задание 1  

Вычислите  неопределенный интеграл .4cos
9

1
2 dx

x
xxx

x
I  







 



  

 Решение   
Представим данный интеграл I  в виде суммы интегралов:  

   





.4cos
9

2
1

2 dx
x

dxxxdx
x

dxI  

Используя соответствующие табличные интегралы, получим 

.ln42sin
3
3ln

6
1ln4

2
1sin

3
3ln

32
1 2

1

Cxxx
x
xCxxx

x
xI 









  

 
Задание 2   

Найдите неопределенный интеграл .
)1tg3(cos2 


xx

dxI  

 Решение   

Так как ,
cos

)(tg 2 x
dxxd   запишем исходный интеграл в виде 

.
1tg3
)(tg

 


x
xdI  

Обозначив ,tg ux   получим  

.1tg3ln
3
113ln

3
1

13



 Cxu

u
duI  

 
 Задание 3   

Вычислите неопределенный интеграл .arctg2 xdxxI  
 Решение   

Для нахождения интеграла I  воспользуемся методом интегрирования по 
частям:  .  vduuvudv  
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В нашем случае пусть ,arctg ux   тогда  .
3

,
3

2 xvdvdxx    

Таким образом, 

   
 .
13

arctg
3

)(arctg
3

arctg
3

arctg 2

3333
2

x
dxxxxxdxxxxdxx   

Схема вычисления последнего интеграла описана ниже. 

Неправильную рациональную дробь 
12

3

x
x

 представим в виде суммы ее 

целой части и правильной дроби. Для этого разделим числитель на знаменатель 
«уголком»: 

остаток.
частьцелая

123
3








x
x
xx

xx  

В итоге неправильную дробь запишем в виде, более удобном для интег-

рирования:   .
11 22

3




 x
xx

x
x

 

     

















 1
)1(

2
1

2111 2

22

222

3

x
xdx

x
xdxxdxdx

x
xxdx

x
x

 

.1ln
2
1

2
2

2
Cxx

  

Окончательно получаем 

 






 
 Cxxxxxdxx

2
)1ln(

23
1arctg

3
arctg

223
2  

.
6

)1ln(
6

arctg
3

223
Cxxxx




  

 
 Задание 4  

Найдите .
52
53

23

24

 
 dx

xxx
xx

 

 Решение   
Подынтегральная функция является неправильной рациональной дробью. 

Разделив числитель на знаменатель, представим ее в виде 

.
52
51022

52
53

23

2

23

24

xxx
xxx

xxx
xx








 

Полученную правильную дробь разложим на простейшие рациональные 
дроби: 
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,
52)52(

5102
22

2








xx
CBx

x
A

xxx
xx

  

которые приведем к общему знаменателю 

.
)52(

5)2()(
)52(

)()52(
2

2

2

2








xxx

ACAxBAx
xxx

xCBxxxA
 

В итоге получаем равенство двух рациональных дробей с одинаковыми 
знаменателями  

)52(
5)2()(

)52(
5102

2

2

2

2








xxx
ACAxBAx

xxx
xx

,  

из которого следует равенство числителей этих дробей 
.5)2()(5102 22 AxCAxBAxx    

Последнее равенство равносильно равенству коэффициентов при одина-
ковых степенях x  для равных многочленов: коэффициенты при  ,2:2 BAx   
при ,210: CAx   свободные члены: .55 A   

Отсюда следует:  .3;12;1  BCA  
 Таким образом, подынтегральная функция принимает вид 

,
52

12312
52
53

223

24








xx
x

x
x

xxx
xx

 

а сам интеграл представляется в виде суммы более простых интегралов: 

    






 dx

xx
xdx

x
dxxdx

xxx
xx

52
1231)2(

52
53

223

24
 

 














 )1(
4)1(

13ln
2

)2(
4)1(
9)1(3ln

2
)2(

2

2

2

2
xd

x
xxxdx

x
xxx

 

  .
2

1arctg
2
94)1(ln

2
3ln

2
)2(

4)1(
)1(9 2

2

2 









 Cxxxx

x
xd

 

 
Задание 5   

Вычислите интеграл   )( 3

3

xxx
dxx

. 

 Решение   
Данный интеграл относится к иррациональным интегралам вида  

  ,,...,,, 2 21 1 dxxxxxR s sn mn mn m  которые сводятся к интегралам от рацио-

нальных функций с помощью подстановки ,ktx   где k   наименьшее общее 
кратное  чисел ....,,, 21 snnn  В нашем случае наименьшее общее кратное чисел 

3и2 21  nn  равно 6, поэтому применяем подстановку .6tx    
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 
    

















2

1

2

1
26

7

236

52

623
1

63

32
1

6

56

64

0
3

3

)1(
6

)(
6

2
64

1
1

,

6,

)( ttt
dtt

ttt
dttt

t
x

xtttx

ttx

dttdxtx

xxx
dxx

 























    ))2ln3(ln2(ln6
1
2

1ln
1
2

ln6
1

6
)1(

6
2

1

2

1

2

1
tt

t
dt

t
dt

tt
dt

 

.
3
4ln6)3ln4(ln6   

 
Задание 6   

Вычислите интеграл  

2

0 cossin3



xx
dx

. 

 Решение   
Интегралы вида  dxxxR )cos,(sin  приводятся к интегралам от рацио-

нальных функций с помощью универсальной тригонометрической подстановки: 

.
1
1cos,

1
2sin,

1
2,arctg2,

2 2

2

22 t
tx

t
tx

t
tdtdxtxxtgt










  

 
























1

0
2

1

0 2
2

2

2

2

0 2
)1(

1
1

1
23

2
1
2

0
0

cossin3 tt
dt

t
t
t

t
t

dt
t
x

xx
dx

 

.
7

1arctg3arctg
7

2

0

1

7
12arctg

7
2

0

1

2
7
2
1

arctg
7

2

4
7

2
1

1

0
2 






 













 

 
tt

t

dt

 
Задание 7.1   

Вычислите интеграл 



10

10

342 .)sin)((



 dxxxx  

Решение   
Воспользуемся тем, что интеграл от суммы равен сумме интегралов: 
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 
 


10

10

10

10

342 .sin)(







dxxdxxx  

Рассмотрим функцию .sin)()( 342 xxxxf   Она является нечетной, так 
как  )sin()()(sin))()((:)()( 342342 xxxxxxxfxf  

.sin)( 342 xxx   
Согласно свойству определенного интеграла от нечетной функции по 

промежутку, симметричному относительно нуля, заключаем:  





10

10

342 .0sin)(



xxx  

Вычислим  .
5

222
210

0

10

10
0

10 






 


xdxdx  

 
 Задание 7.2   

Вычислите определенный интеграл, используя свойства подынтегральной 
функции:  

.)79sin(
8cos
8sin28

3

7
4

2
dxx

x
x

















  

 Решение   
Запишем исходный интеграл как сумму двух интегралов :и 21 II    

.)79sin(
8cos
8sin28

3

7

28
3

7

214

2

 
 









 IIdxxdx

x
x

 

Рассмотрим интеграл .
8cos
8sin28

3

7
4

2

1 






dx

x
xI  

Заметим, что длина промежутка интегрирования равна  

,
428

7
728

3 







  при этом число 

4


 является периодом как функции  

,8sin2 x  так и функции .8cos4 x  Из теории известно, что если Т  период  
функции ),(xf  то для любого промежутка  ba;   длиной Т выполняется равен-

ство  .)()(
0

 
b

a

T
dxxfdxxf  Для нашего случая это позволяет «улучшить» преде-

лы интегрирования в интеграле ,1I  т. е.  
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  


4

0

4

0
22

2

4

228
3

7
4

2

1 8cos8cos
8sin

8cos
8sin

8cos
8sin

 

 x
dx

x
xdx

x
xdx

x
xI

.0)0tg2(tg
24
1

3
8tg

8
18tg

8
18tg 33

34

0

2

0

4   



xxdx  

Рассмотрим  теперь интеграл .)79sin(
28

3

4

2 






 dxxI  

Упростим подынтегральную функцию, используя ее периодичность: 
.7sin)7sin()724sin()79sin( xxxx    

Значит, .7sin7sin7sin
28

3

7

7

7

28
3

7

2   
  


























xdxxdxxdxI  

Первый из интегралов равен нулю, как интеграл от нечетной функции 

x7sin  по симметричному промежутку .
7

;
7 






 

Вычислим второй из интегралов: 







 






 

28
3

7

cos
4

3cos
7
1

7
7cos

28
37cos

7
1

7

28
3

)7(cos
7
17sin










xxdx

 

.1
2
2

7
1









  

В итоге  .
2
21

7
1

21 







 II  

 
 Задание 8   

Вычислите несобственный интеграл .
)52(0

2


x
dx

 

 Решение   

В соответствии с формулой   





a

b

ab
dxxfdxxf )(lim)(   запишем  

















  







b b

bb x
xd

x
dx

x
dx

0 0
22

0
2 )52(

)52(
2
1lim

)52(
lim

)52(
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















 052

1lim
2
1)52()52(lim

2
1

0

2 b

x
xdx

b

b

b
 

.
10
1

5
10

2
1

5
1

52
1lim

2
1







 






 




 bb
 

 Таким образом, данный несобственный интеграл сходится и равен .
10
1

 

 
 Задание 9  

Исследуйте сходимость несобственного интеграла .1arctg
3

1

3 4 dx
x

x


 

 Решение   
Подынтегральная функция положительна для любого   ;1x  и явля-

ется бесконечно малой при .x  Действительно,  

3

1arctg
x


3

1
x

   при    ,x   

3
3 4 1arctg

x
x 

6
163

3 4 111

xxx
x     при x . 

 Поскольку эталонный интеграл 


1
x

dx
 расходится при ,1  исследуе-

мый интеграл расходится в соответствии с признаком сравнения в эквивалент-
ной форме. 
 
 Задание 10   

Вычислите несобственный интеграл .
39

1

0
2

 xx
dx

 

 Решение   
Подынтегральная функция является неограниченной в правой окрестно-

сти точки .0x  Поэтому в соответствии с формулой 



b

a

b

a
dxxfdxxf


)(lim)(

0
 

запишем 

 
 



















 














b b

x

dx
xx

dx
xx

dx
  0 22020

1

0
2

2
3

2
33

lim
39

lim
39
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= 





 















 

 




1
1

1
3

2arcsinlim
3

1

2
3

2
3

arcsinlim
3

1
00

xx
 







 














 









)1arcsin(

3
1arcsin

3
11

3
2arcsin

3
1arcsinlim

3
1

0




 

.
3
1arcsin

23
1

3
1arcsin1arcsin

3
1







 






 


 

 
Задание 11   

Исследуйте сходимость несобственного интеграла .
)1(

3

1 3 22
x
dxx

 

 Решение   
Подынтегральная функция )(xf  неотрицательна на промежутке  3;1  и 

является бесконечно большой при .01x  Определим порядок роста этой 

функции относительно бесконечно большой функции 
1

1)(



x

xg  при 

.01x  








  )1(

1:
)1()1(

lim
)1(

1:
)1(

lim
))((
)(lim

3 22013 220101 xxx
x

xx
x

xg
xf

xxx

3
3
2

0133 2013 201 4
1)1(lim

4
1

)1(
)1(lim

)1(
lim 















x
x

x
x

x
xxx

  при .
3
2

   

Поскольку ,1  данный интеграл сходится в силу  предельного признака 

сравнения. (Для сравнения использована функция .
)(

1
3

2
ax 

 Известно, что 

 

b

a ax
dx

)(
 сходится при 1  и расходится при 1 ). 

 
Задание 12.1   
Найдите главное значение несобственного интеграла первого рода 

.
85
37

2


 
 dx

x
x
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 Решение   

Найдем главное значение интеграла 


 
 dx

x
x

85
37

2  по определению: 

.
85
37lim

85
37.. 22 



  




 A

AA
dx

x
xdx

x
xPV  

Так как 
85

3
85

7
85
37

222 








xx
x

x
x , причем функция 

85
7
2 x
x  является 

нечетной, а функция 
85

3
2 x

 – четной, то в соответствии со свойствами инте-

гралов от четных и нечетных  функций по симметричному промежутку  AA;  
запишем  

.
85

6
85

320
85

3
85

7
85
37

0
2

0
2222   














 

AAA

A

A

A

A

A x
dx

x
dxdx

x
dx

x
xdx

x
x

 

Тогда 






 


  0102
5arctg

102
1lim6

85
lim6

85
37..

0
22

Ax
x
dxdx

x
xPV

A

A

A
 

.
102

3
2102

6 
  

 
Задание 12.2   
Найдите главное значение несобственного интеграла второго рода 

.
5
647

4
 

 dx
x
x

 

 Решение   
Особой точкой подынтегральной функции является .5x  В этом случае 

главное значение интеграла  
7

4 5
64 dx

x
x

 по определению равно  












































  
















5

4

7

50

5

4

7

50 5
264

5
264lim

5
64

5
64lim dx

x
dx

x
dx

x
xdx

x
x











 




 


ln26)5(4(lim)5ln264()5ln264(lim

00 5

7

4

5
xxxx




12)5(4)5(4(lim)ln26)5(42ln26741ln2616
0




 

.2ln26122ln2612)8(lim)2ln26
0






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 Задание 13.1   
Найдите: 

 а) площадь фигуры, ограниченной линиями 0,4,1  yxx  и графи-

ком функции ;
435

1
2 


xx

y  

 б) объем тела, полученного вращением вокруг оси Ox  плоской фигуры, 
ограниченной этой осью, а также прямыми ,1x  4x  и графиком функции 

.435 2  xxy  
 Решение   

1. Площадь фигуры, границы которой заданы уравнениями в декартовой 
системе координат, находится по формуле 

 




















4

1
2

2

4

1
2

10
71)3,0(

)3,0(
5
1

435
)(

2

1 x

xd
xx

dxdxxyS
x

x
 

.
71
7arctg

71
43arctg

71
2

71
)3,0(10arctg

71
10

5
1

1

4






 






x
 

 2. Объем тела, полученного вращением фигуры вокруг оси ,Ox  находится 
по формуле  

 



2

1

4

1

222 )435()(
x

x
dxxxdxxyV   

 


dxxxxxxx )43245235216925( 2
4

1

224  







 

 1

423435

2
24

3
40

4
3016

3
9

5
25 xxxxxx .

6
18359   

 
 Задание 13.2   

Найдите:  

а) длину дуги циклоиды 












2
3;

4),cos1(6
),sin(6 t
ty
ttx

; 

б) площадь S  криволинейной трапеции, ограниченной осью ,Ox  прямы-

ми 














2
3,

4 21
 xxxx  и дугой циклоиды .

)cos1(6
),sin(6








ty
ttx

 

 Решение   
1. Длина дуги L  кривой, заданной параметрически, определяется по фор-

муле  
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  dtyxL
t

t
tt

2

1

22 )()(   для нашего случая  

  
2

3

4

2
3

4

2
3

4

22

2
sin12)cos1(26)sin6())cos1(6(












dttdttdtttL  

.
8

cos24212
8

cos
2
224

8
cos

4
3cos24

2
cos24

4

2

3





















 








t

 2. Найдем площадь криволинейной трапеции по формуле  

    
2

1

2
3

4

2
3

4

2)cos1(36)cos1(6)cos1(6)()(
t

t
dttdtttdttxtyS








 







 






 

 
2

3

4 4

2

3

4
2sinsin2

2
336

2
2cos1cos2136



 



tttdttt  

.3352
4
7

8
1536)10(

4
1

2
212

42
3

2
336 






 
























 


 

 
 Задание 13.3   
 1. Найдите  площадь фигуры, ограниченной линиями )cos1(121    и 

 cos122  , заданными в полярной системе координат, и лучами 
41
   и 

.
22
   Сделайте рисунок. 

 2. Найдите  длину L  дуги линии )cos1(121   , если .
2

;
4 





  
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Рис. 1 

 
 Решение   

1. В соответствии с рис. 1 искомую площадь можно вычислить с помо-
щью следующих интегралов:   

 
2

4

2
2

4

22
2

2
1 )cos12(

2
1))cos1(12(

2
1

2
1

2
1 2

1

2

1
















 ddddS  

 
2

4

22 )coscoscos21(144
2
1



 d  

 









2

4 4

2 .7,98
2
2114418)sin2(72)cos21(72



 



 d  

 2. Для вычисления длины дуги кривой, заданной в полярной системе ко-
ординат, используем формулу 

  
2

1

2

4

2222 sin144)cos1(144)(







 ddL  

  





 

2

4

2

4 4

2 .57,15
8

sin
4

sin48
2

sin48
2

cos24)cos1(212







 


 dd  
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Решение типового варианта  
«Дифференциальное исчисление функций многих переменных» 
 
Задание 1   

Для функции :
9

4
2

2

yx
xyz



  

1) найдите область определения и изобразите ее на плоскости; 
2) проанализируйте, является ли найденная область ограниченной, связ-
ной, замкнутой; 
3) укажите линии (точки) разрыва функции ,z  если они существуют. 
Решение   

1. Областью определения функции 
2

2

9

4

yx
xyz



  является множество 

решений системы неравенств 










.09

,04
2

2

xy

xy
 

Изобразим на плоскости xOy  множество точек, удовлетворяющих урав-

нению  ,042  xy  т. е. параболу  ,42  xy   ветви которой  направлены 
вверх, вершина находится в точке (0; 4), точки пересечения  с осями коорди-
нат: (0; 4), (2; 0), (2; 0). А также множество точек, удовлетворяющих уравне-
нию ,09 2  xy  т. е. параболу 92  yx  с вершиной в точке (9; 0), ветви 
которой направлены вправо. Парабола имеет следующие точки пересечения  с 
осями координат: (9; 0), (0; 3), (0; 3). 

Область определения )(zD  функции 
2

2

9

4

yx
xyz



  заштрихована на 

рис. 1  ,)( 21 DDzD   где 

  ),(,04);( 2
1 yxxyyxD 2  и 

  ),(,09);( 2
2 yxxyyxD 2 . 
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           Рис. 1 
 
 2. Область определения данной функции является ограниченным, связ-
ным  и  незамкнутым множеством. 
 3. Точки разрыва функции z  заполняют параболу .92  yx  
 
 Задание 2.1   

Для функции xyxxz 64 22   напишите уравнение линий уровня и 
охарактеризуйте тип полученных кривых. 
 Решение  

Уравнения линий уровня имеют вид ,64 22 Cxyxx   где C   про-
извольная постоянная. Для определения типа этих кривых второго порядка вы-
делим полные квадраты по переменным x  и :y   .13)3()2( 22  Cyx  
Тогда при 13C  уравнение определяет пустое множество, при 13C   
точку (2;3), а при 13C   окружности с центром в точке (2; 3) и радиусом 

.13C  Таким образом, функция xyxxz 64 22   принимает постоян-
ные значения в точке (2; 3) и на концентрических окружностях 

,13)3()2( 22  Cyx  изображенных на рис. 2. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x  

y  42  xy  

92  yx  

2 2 

4 

3 

3 

0 
9 
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Рис. 2 

 
Задание 2.2   

Для функции 
94

22 yxzu   напишите уравнения поверхностей уровня 

и охарактеризуйте тип этих поверхностей. 
 Решение   

Уравнения поверхностей уровня имеют вид ,
94

22
Cyxz   где C  

произвольная постоянная. Как известно, уравнение  
94

22 yxCz   является 

каноническим уравнением эллиптического параболоида с  вершиной в  точке 

(0; 0; С). Построим поверхность 
94

22 yxz   уровня 0С  методом сечений. 

Сечением этой поверхности плоскостью 0y  является парабола 
4

2xz  , плос-

костью 0x   парабола 
9

2yz  , а плоскостью 1z   эллипс с полуосями 

.3,2  ba  Поверхность 
94

22 yxz   схематически изображена на рис. 3. 
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Рис. 3 

 
Задание 3  
Найдите предел ),,(lim

0
0

yxf
yy
xx




 если он существует: 

а) ;
4

)6)(124(lim 2

2

2
2 




 х

ухх

y
x

 

б) ;
33

)3tg(lim
1

3 yxxy
x

y
x 






 

в) .
5

lim 2

2

0
0 xyx

x

y
x 



 

Решение   

1. Вычислим  .
4

)6)(124(lim 2

2

2
2 




 х

ухх

y
x

 

Так как 0)6)(124(lim 2

2
2





yxx

y
x

 и ,0)4(lim 2

2
2





x

y
x

 то для нахожде-

ния этого предела необходимо раскрыть неопределенность .
0
0

 Для этого при 

условии 







2
,2

у
х

 преобразуем функцию, стоящую под знаком предела:  

,
)2(

)6)(6(
)2)(2(

)6)(6)(2(
4

)6)(124(
2

2













x
yx

xx
yxx

х
ухх

 

тогда  
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.8
4
48

)2(
)6)(6(lim

4
)6)(124(lim

2
22

2

2
2

















 x

yx
х

ухх

y
x

y
x

 

2. Вычислим .
33

)3tg(lim
1

3 yxxy
x

y
x 






 

Так как 0)3tg(lim
1

3





x
y
x

 и ,0)33(lim
1

3





yxxy
y
x

 то для нахождения 

данного предела необходимо раскрыть неопределенность .
0
0

 Воспользуемся 

замечательным пределом ,1
)(
)(tglim

0)(


 x
x

x 



 из которого следует, что 

)(~)(tg xx   при 0)( x . Таким образом, )3(~)3(  xxtg  при 
0)3( x   .3 x  

Разложим знаменатель на множители:  
).1)(3()1(3)1(33  yxyyxyxxy  

Тогда  .
2
1

)1)(3(
3lim

33
)3tg(lim

1
3

1
3














 yx

x
yxxy

x

y
x

y
x

 

3. Вычислим .
5

lim 2

2

0
0 xyx

x

y
x 



 

Так как 0lim 2

0
0





x
y
x

 и ,0)5(lim 2

0
0





xyx
y
x

 то для нахождения данного пре-

дела необходимо раскрыть неопределенность .
0
0

 

В соответствии с определением предела функции двух переменных, ес-
ли )(lim

0
Mf

MM
 существует, то он не зависит от способа стремления точки M  к 

точке .0M  Покажем, что данный предел не существует.  
Пусть точка M  стремится к точке )0;0(0M  по прямой ,kxy   т. е. M  

имеет координаты ),;( kxx  при этом .0x  В этом случае 




















 


 22

2

02

2

02

2

0
0 5

lim
)(5

lim
005

lim
kxx

x
kxxx

x
xy

kxy
xyx

x
xx

y
x

 

.
51

1
)51(

lim 2

2

0 kkx
x

x 






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Поскольку полученный ответ зависит от углового коэффициента k  пря-
мой ,kxy   а значит, определяется способом стремления точки M  к точке 

,0M  то 
xyx

x

y
x 5
lim 2

2

0
0 




 не существует. 

 
Задание 4   

Для функции ,ln
x
y

y
xz   точки )2;2(0M  и вектора ija 512   най-

дите: 
1) градиент функции в точке ;0M  
2) производную в точке 0M по направлению вектора ;a   
3) скорость изменения функции в точке .0M  
Решение  

1. Поскольку ,)();()(grad 













 M
y
zM

x
zMz  найдем 

.1
2
1

2
1)(,111ln 02 

























 M

x
z

xyx
y

y
x

yx
y

y
x

x
z

x

 

.1
2
1

2
2)(,11ln 2022 



















 M

y
z

yy
x

xy
x

y
x

x
y

y
x

y
z

y

 

Таким образом, )1;1()(grad 0 Mz  и направление этого вектора являет-

ся направлением наибольшего возрастания функции 
x
y

y
xz ln  в точке 

).2;2(0M  
2. Для нахождения производной функции z  в точке 0M  по направлению 

вектора a  используем формулу   ,cos)(cos)()( 000  M
y
zM

x
zM

a
z












  

где cos  и cos   координаты орта .
a
a

  

Поскольку ,13)5(12 22 a  то ).cos;(cos
13
12;

13
5 








a
a

  

Тогда, учитывая найденные значения ,1)( 0 

 M
x
z

 1)( 0 

 M
y
z

,  полу-

чаем  
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.
13
17

13
12

13
5

13
12)1(

13
51)( 0 








 M
a
z

 

 3. Поскольку ,0
13
17)( 0 


 M
a
z

 скалярное поле, заданное функцией 

,ln
x
y

y
xz   убывает в точке )2;2(0M  по направлению вектора ija 512   

со скоростью .
13
17

 

 
 Задание 5   

Напишите уравнение касательной плоскости и нормали к поверхности 
zzyxxz 2)1ln( 22   в точке ).2;;1( 00 yM   

 Решение   
Поверхность задана неявно уравнением ,0),,( zyxF   

где ).1ln(2),,( 22 zyxxzzzyxF   Найдем ординату 0y  точки ,0M  
подставив в уравнение поверхности известные абсциссу 10 x  и аппликату 

20 z  этой точки:  

 0)4ln(22)211ln(2 0
2

0
2 yy  

.3141ln)4ln( 000  yyy  
Уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности, заданной 

уравнением ,0),,( zyxF  в точке 0M  имеют вид (соответственно): 
0)()()()()()( 000000  zzMFyyMFxxMF zyx   и 

,
)()()( 0

0

0

0

0

0

MF
zz

MF
yy

MF
xx

zyx 










  

где ).2;3;1(0 M  
 Найдем частные производные функции :),,( zyxF  

;
1

)1ln())1ln(2( 2
222

zyx
xzyxzyxxzzF xx 



 ;1
2311

1)4311ln()( 20 



 MFx  

;1)(,
1

))1ln(2( 02
22 


 MF

zyx
xzyxxzzF yyy  

.6)(,
1

222))1ln(2( 02
22 


 MF

zyx
xzzzyxxzzF zzz  

Теперь можно составить уравнение касательной плоскости: 
0)2(6))3((1))1((1  zyx   или 086  zyx    
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и уравнение нормали:    

.
6

2
1

3
1

1 





 zyx
 

 
Задание 6  
Найдите углы, которые образует с осями координат вектор нормали, про-

веденный в точке )2;0;1(0M  к поверхности, заданной неявно уравнением 

.034 233  xyzzyx  
Решение   
Найдем координаты вектора нормали )( 0Mn  к поверхности, заданной не-

явно уравнением  :0),,( zyxF  
));(),(),(()( 0000 MFMFMFMn zyx   

;12)(,312)34( 0
2233  MFyzxxyzzyxF xxx  

;6)(,33)34( 0
2233  MFxzyxyzzyxF yyy  

.4)(,32)34( 0
233  MFxyzxyzzyxF zzz  

Таким образом, ).4;6;12()( 0 Mn  Найдем длину и направляющие ко-
синусы  вектора :)( 0Mn  

.141961636144)4(612)( 222
0 Mn  

7
6arccos),(

7
6

14
12cos 


 inn

nx    угол между вектором нор-

мали и осью .Ox     

7
3arccos,

7
3

14
6cos )( 



jn
n
ny    угол между вектором 

нормали и осью .Oy  

7
2arccos

7
2arccos),(

7
2

14
4cos 









  kn

n
nz   угол 

между вектором нормали и осью .Oz  
 
Задание 7   
Разложите функцию ),( yxfz  по формуле Тейлора второго порядка в 

окрестности указанной точки ).;( 000 yxM  Используйте это разложение для 
приближенного вычисления значения функции ),( yxfz   в точке ).;( yxM  

yxez 
2

,     ,1;10M      98,0;01,1M . 
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Решение   
Формула Тейлора для функции z  в окрестности точки );( 000 yxM  до 

членов второго порядка имеет вид 
 ))(,())(,(),(),( 000

/
000

/
00 yyyxzxxyxzyxzyxz yx  

  .)())()(,(2))(,(
2
1

2
2

0
//

0000
//2

000
// Ryyzyyxxyxzxxyxz yyxyxx   

Найдем для данной функции yxez 
2

 соответствующие частные произ-
водные и вычислим их значения в точке  .1;10M  

;1)( 0
0  eMz  

хеz ух
x 2

2/   ,   ;22)( 0
0

/  еMzx  

)1(
2/  yx

y ez ,    ;1)( 0
0

/  eMz y  
2// )2(2

22
xeez yxyx

xx   ,    ;642)( 00
0

//  eeMzxx  
yx

xy xez 
2

2// ,    ;22)( 0
0

//  eMzxy  
yxyx

yy eez  
22

)1(// ,    .1)( 0
0

//  eMz yy  
После  подстановки найденных значений частных производных в формулу 

получим 

  .)1()1)(1(4)1(6
2
1)1()1(21 2

222
Ryyxxyxe yx   

Найдем приближенное значение данной функции в точке  .98,0;01,1M  
Для этого подставим ее координаты в полученную формулу: 

  .04,10409,102,002,001,0401,06
2
102,001,021 2298,0)01,1( 2

e

Ответ:    ;)1()1)(1(4)1(6
2
1)1()1(21 2

222
Ryyxxyxe yx   

  .04,1)( Mz  
 

Задание 8   
Для функции ),( yxfz   найдите: 
1) полный дифференциал, если  

а) yx,  – независимые переменные;  
б) yx,  – функции независимых переменных  :,vu  ),,( vuxx  );,( vuyy  

2) локальные экстремумы; 
3) наибольшее и наименьшее значения в области ;D  
4) условный экстремум, если переменные x и y  удовлетворяют уравне-

нию связи :0),( yxF  
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;1422 22  xxyyxz   uvx sin2  ,  .cosvuvy   
Решение   
1. Полный дифференциал функции двух переменных имеет вид    

:// dyzdxzdz yx   
а) пусть x   и y  – независимые переменные. Найдем:  

,424/  yxzx          

,22/ xyz y   

;)(2)22(2)22()424(// dyxydxyxdyxydxyxdyzdxzdz yx 
 б) пусть yx,  – функции независимых переменных  :,vu  ),,( vuxx   

),,( vuyy   тогда  
    .////////// dvyzxzduyzxzdyzdxzdz vyvxuyuxyx   

Найдем частные производные :,,, ////
vuvu yyxx  

uvxu cos2/  ,    uvxv sin2/  ,    vvyu cos/  ,   ).sin(cos/ vvvuyv   

Тогда     duvvxyuvyxdz cos)(2cos)22(2 2  
  .)sin(cos)(2sin2)22(2 dvvvvuxyuvyx   

2. Для нахождения локальных экстремумов решим систему 










0

,0
/

/

y

x

z

z
 

и найдем стационарные точки функции .z  Затем с помощью достаточных усло-
вий экстремума проверим, являются ли они точками экстремума, и если – да, то 
какого. 

Напомним достаточные условия существования локального экстремума. 
Пусть точка 0M  – стационарная точка функции ,z  т. е. 0)( 0

/ Mzx  и 

.0)( 0
/ Mz y  Введем обозначения:  

),( 0
// MzA xx   ),( 0

// MzB xy   ),( 0
// MzС yy    .

CB
BA

   

Если  0 ,  то точка  0M   является точкой экстремума, при  этом:  
1) 0M  – точка локального минимума, если ,0A   
2) 0M  – точка локального максимума, если .0A   
Если ,0  точка 0M  не является точкой локального экстремума. 
Если ,0  необходимы дополнительные исследования. 
Находим стационарные точки функции :z  
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









.0

,0
/

/

y

x

z

z
          






























.
3
2

,
3
2

0
,022

022
,0424

y

x

xy
yx

xy
yx

 

Таким образом,  







3
2;

3
2A   стационарная точка. 

Найдем частные производные второго порядка данной функции:   
4// xxz ;    2// xyz ;    .2// yyz  

Составим и вычислим определитель .1248
22
24





  По-

скольку ,0  точка 







3
2;

3
2A  не является точкой экстремума. 

Таким образом, данная функция не имеет локальных экстремумов. 
3. Для нахождения наибольшего и наименьшего значений функции в не-

которой замкнутой ограниченной области D  необходимо: 
а) найти стационарные точки функции, принадлежащие области ,D  и вы-

числить в них значения функции; 
б) найти наибольшее и наименьшее значения функции на границе области ;D  
в) из всех найденных значений функции выбрать наибольшее и наимень-

шее. 
Как показано в п. 2, рассматриваемая функция не имеет локальных экс-

тремумов.  Изучим ее поведение на границах области .D  
 

 
                   Рис. 4 
 
1. Пусть 1Г   отрезок прямой ,3x  ].2;0[y  
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Исследуем вид и поведение функции z  на этой границе. При 3x    
.76)( 2  yyyz  

Найдем наибольшее и наименьшее значение функции )(yz  одной пере-
менной y  на отрезке ].2;0[  

,62/  yz y     .30620/  yyz y  
Поскольку ],2;0[3y  вычислим значения функции  

76)( 2  yyyz  на концах отрезка ].2;0[  
;7)0( z    .15)2( z  

2. Перейдем к границе :Г2  ,0y   ].1;3[ x  

Подставляя 0y  в функцию ,1422 22  xxyyxz  получаем 
,142)( 2  xxxz    ].1;3[ x  

,44/  xzx   .1010/  xxzx  
Вычислим значение 1)1( z  и значение этой функции на конце отрез-

ка .7)3( z  
3. Перейдем к границе :Г3   ,1 xy    ].1;3[ x  
Подставляя xy  1  в исследуемую функцию 

1422 22  xxyyxz , получаем    

,43)( 2 xxxz    ];1;3[ x  

,46/  xzx   .
3
20230/  xxzx  

Точка 
3
2

x  не принадлежит отрезку :]1;3[   

Найдем значения функции )(xz  на концах отрезка :]1;3[   
;15)3( z   .1)1( z  

Подведем окончательные итоги: среди найденных значений ,1)0;1( z  
,7)0;3( z   15)2;3( z  выберем наибольшее и наименьшее значения иссле-

дуемой функции в области :D      
;15)2;3(наиб  zz    .1)0;1(наим  zz  

4. Для нахождения условного экстремума составим функцию Лагранжа 
),(),(),,( yxFyxzyxL    и исследуем ее на локальный экстремум, кото-

рый для функции ),( yxz  будет условным экстремумом. 
Найдем стационарные точки функции Лагранжа: 

);1(1422),,( 22  yxxxyyxyxL   

,424/  yxLx   ,22/  xyLy   .1/  yxL  
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































.2

,
3
1

,
3
2

01
,022

,0424






y

x

yx
xy

yx
 

Точка M 





 

3
1;

3
2

 является единственной точкой возможного условно-

го экстремума. Чтобы выяснить, является ли она точкой условного экстремума, 
найдем в этой точке второй дифференциал функции Лагранжа. Если 

0)(2 MLd  при всех значениях ,dx  ,dy  не равных нулю одновременно, то это 

точка условного минимума, если при тех же условиях ,0)(2 MLd  то M  – 
точка условного максимума. 

Формула для Ld 2  имеет вид    
.2 2////2//2 dyLdxdyLdxLLd yyxyxx   

Так как  ;4)(// MLxx   ;2)(// MLxy   ,2)(// MLyy   то 

.244)( 222 dydxdydxMLd   
Для выяснения знака )(2 MLd  используем связь между dx  и ,dy  которая 

выражается уравнением  

,0





 dy

y
Fdx

x
F

  

где 1 yxF  – левая часть уравнения связи .0),( yxF  

В нашем случае ,1/ xF   ,1/ yF   значит,  ,0 dydx   т. е.  .dydx       

С учетом этого условия  )(2 MLd  можно переписать в виде 

,06244244)( 2222222 


dydydydydydxdydxMLd
dydx

 

если .0dy  

Значит, точка 





 

3
1;

3
2M  является точкой условного минимума, а сам 

условный минимум равен   

.
9

11
3
1;

3
2

minусл 





  zz  
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Решение типового варианта 
«Дифференциальные уравнения и системы  

дифференциальных уравнений» 
 

Задание 1   
Выясните, являются ли функции xexy  )1(1  и xxey 2  решениями 

дифференциального уравнения 0)1(  dyxxydx  на промежутке ).;(   
Решение.   
По определению, функция y  является решением данного дифференци-

ального уравнения на промежутке ),;(   если подстановка этой функции в 
уравнение обращает его в верное тождество по x  на этом промежутке. 

Разделим уравнение на ,dx  чтобы получить уравнение, содержащее про-

изводную :
dx
dy

   .0)1( 
dx
dyxxy  

Найдем производные данных функций 1y  и :2y  

;)11()1()1(1
xxxx xexeexey    

).1()1()(2 xexeexey xxxx    
Подставим 1y  и 1y  в уравнение:   

  0)()1()1( xx xexexx .000)( 22  xxxxe x  
Получено тождество для всех ).;( x  Это означает, что 

xexy  )1(1  – решение дифференциального уравнения на промежутке  
).;(   

Подставим теперь 2y  и 2y  в данное уравнение:  

.00)1(0)1()1( 22   xxxx exxexexxex  
Это равенство не выполняется ни для каких ),;( x  т. е. функция 

xxey 2  не является  решением данного уравнения. 
 
 Задание 2   

Для каждого из дифференциальных уравнений аг найдите общее реше-
ние (или общий интеграл). Там, где это указано, решите задачу Коши. 
 а) ;cossin xxyy   
 б) ;1)1(,)(  yxdydxyx  

 в) ;0costg 2  xyxyy  

 г) .)0(,05cos2)5sin5(ln 2 eydyxy
y
xdxxyy 








  
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Решение   
1. Уравнение xxyy cossin   является линейным уравнением первого 

порядка. Его можно решать различными методами: методом вариации произ-
вольной постоянной, методом Бернулли, методом интегрирующего  множителя. 
 Выберем, например, последний метод. Интегрирующий множитель для 
линейного уравнения )()( xqyxpy   имеет вид .)( )( dxxpexr  В нашем 

случае ,1)( xp  поэтому  .)( xdxdx eeexr     

Умножим уравнение на эту функцию: .cossin xxeyeey xxx    

 Левую часть  уравнения  запишем  в  виде:  ),( xye
dx
d    а правую  часть  

в виде .2sin
2
1 xe x  Тогда уравнение принимает вид:  

xeye
dx
d xx 2sin

2
1)(       или     .2sin

2
1)( xdxeyed xx    

Интегрируя обе части, получаем  .2sin
2
1
   xdxeye xx  Интеграл справа 

вычисляется по частям: 

.)2cos22sin(
52

12sin
2
1 Cxxexdxe

x
x 


  

Тогда ,)cos22(sin
10

Cxxeye
x

x 


  откуда окончательно получаем 

xCexxy  )cos22(sin
10
1

 – общее решение уравнения. 

 2. Решим задачу Коши:   .1)1(,)(  yxdydxyx  
 Поскольку коэффициенты )( yx   и x  этого уравнения являются одно-
родными функциями первого порядка, то данное уравнение является однород-
ным уравнением. Такие уравнения приводятся к уравнениям с разделяющимися 
переменными, если заменить неизвестную функцию y  новой неизвестной 
функцией  )(xuu    по формуле  ,xuy    тогда  .xduudxdy   Выполним 
замену неизвестной функции y  на новую неизвестную функцию :u  

 duxxdxduxdxuxuxxxduudxxdxuxx 22)()()(  






































.ln
,0

ln
,0

lnln
,0,0

xCxy
x

xCu
x

Cxu
x

du
x

dx
x

 

 Решим задачу Коши: .1)1( y  
.lnlnln11 eCeCC   
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Таким образом,  xexy ln  – искомое частное решение. 

 3. Решим уравнение  .0costg 2  xyxyy  
 Это уравнение является уравнением Бернулли. Проинтегрируем его мето-
дом Бернулли. Заменим неизвестную функцию y  произведением двух новых 
неизвестных функций )(xu  и :)(xv   

,vuy      тогда  .vuvuy   
 Подставив y  и y  в исходное уравнение, получим: 

 0costg 22 xvuxuvvuvu .cos)tg( 22 xvuxvvuvu     (1) 
 Выберем функцию v  такой, чтобы .0tg  xvv  Последнее уравнение 
является уравнением с разделяющимися переменными: 

.tgtg   xdx
v
dvxdx

v
dv

 

В качестве функции v  возьмем одно из решений этого уравнения. 

.
cos

1coslnln
x

vxv   

Возьмем .
cos

1)(
x

xv   Подставив найденную функцию v  в уравнение (1), 

получим 

x
x

u
x

u cos
cos

1
cos

1 2
2 






      или      ,2uu      т. е.     2u

dx
du

 

 dx
u
du

2  )(1 Cx
u

   .1
Cx

u


  

Поскольку ,vuy   то общее решение уравнения имеет вид  .
cos)(

1
xCx

y


  

 4. Решим задачу Коши 

.)0(,05cos2)5sin5(ln 2 eydyxy
y
xdxxyy 








  

 Обозначим .5cos2),(,5sin5ln),( 2 xy
y
xyxQxyyyxP   

 Вычислим 
y
P



  и  
x
Q



. 

.5sin101,5sin101 xy
yx

Qxy
yy

P









 

Поскольку 
x
Q

y
P








 в области   xy ,0  ,  то данное уравнение 

является уравнением в полных дифференциалах. Это означает, что в указанной 
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области существует такая функция ),,( yxu  полный дифференциал которой 
совпадает с левой частью данного уравнения: 

dyyxQdxyxPdu ),(),(  . 
В соответствии с условием задачи  Cyxudu  ),(0  – общий ин-

теграл данного уравнения. 

 Найдем функцию ),( yxu  по ее частной производной :),( yxP
x
u





 

.)(),(),(   yCdxyxPyxu  
В нашем случае 

.)(5cosln)()5sin5(ln),( 22  yCxyyxyCdxxyyyxu         (2) 

 Чтобы найти ),( yC  воспользуемся равенством ),,( yxQ
y
u





 т. е. 

.5cos2 xy
y
x

y
u





 С другой стороны, можно найти ,
y
u



 используя представ-

ление функции u  в виде (2): 

).(5cos2))(5cosln( 2 yCxy
y
xyCxyyx

y
u

y 



 

В итоге получим систему, из которой находим ),(yC  а затем  :)(yС  




















xy
y
xyCxy

y
x

xy
y
x

y
u

yCxy
y
x

y
u

5cos2)(5cos2
5cos2

),(5cos2

 
.)(0)( CyCyC   

Подставим )(yC  в равенство (2):  .5cosln),( 2 Cxyyxyxu   
Теперь находим общий интеграл данного уравнения, имеющий вид 

:),( Cyxu   

,~5cosln5cosln 22 CxyyxCCxyyx   
где CCC ~  – произвольная постоянная. 

Решим задачу Коши:  .)0( ey   

.~~0cosln0 22 eCCee   

Таким образом, 22 5cosln exyyx    искомый частный интеграл.  
 
 Задание 3 

Приведите данное уравнение либо к однородному, либо к уравнению с 
разделяющимися переменными с помощью подходящей замены неизвестной 
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функции (и, возможно, независимой переменной). Получившееся уравнение 
интегрировать не нужно. 

 а) ;
324

12




yx
yxy   б) .

12
12





yx
yxy  

 Решение 

Для уравнений вида 
222

111

cybxa
cybxay




  подходящая замена неизвестной 

функции зависит от главного определителя системы 







.0
,0

222

111

cybxa
cybxa

 Если 

определитель 0
22

11 
ba
ba

, то после замены неизвестной функции y  на но-

вую неизвестную функцию )(xu  по формуле  ,)( 11 ybxaxu   уравнение при-
водится к уравнению с разделяющимися переменными. Если определитель 

,0
22

11 
ba
ba

 то система имеет единственное решение ),,(   тогда совме-

стная замена неизвестной функции y  и независимой переменной x  по форму-

лам 









1

1 ,
xx
yy

 приводит данное уравнение к однородному. 

 1. Рассмотрим уравнение  .
324

12




yx
yxy  

Вычислим 0
24
12
 . 

 Поскольку  ,0  уравнение приводится к уравнению с разделяющимися 
переменными относительно новой неизвестной функции  .2)( yxxu   Выра-
зим  xuy 2 .2 uy  

Подставив в уравнение,  получим  









 2
32

1
32

12
u
uu

u
uu

32
55





u
u

dx
du

 – уравнение с 

разделяющимися переменными. 

 2. Рассмотрим уравнение .
12
12





yx
yxy  

Вычислим .03
21
12





  
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Поскольку ,0  нужно определить   и ,  позволяющие сделать со-
вместную замену неизвестной функции и независимой переменной, в результа-
те чего уравнение превратится в однородное. 

 Для нахождения   и   решим систему 






















.
3
1

,
3
1

012
,012

y

x

yx
yx

   

Таким образом, 




























3
1

,
3
1

3
1

,
3
1

1

1

yy

xx




 – искомая замена независи-

мой переменной ( x  на )1x  и функции )(( xy  на ))(1 xy , в результате которой 
уравнение приводится к однородному. Очевидно, что ., 11 dydydxdx   
 Выполнив замену переменных, получим уравнение 

.
2

2

1
3
12

3
1

1
3
1

3
12

11

11

1

1

11

11

1

1

yx
yx

dx
dy

yx

yx

dx
dy












 







 






 

     (3) 

Поскольку )2( 11 yx   и )2( 11 yx   – однородные функции первого поряд-
ка, уравнение (3) является однородным. Такое уравнение соответствует усло-
вию задачи. 

 
 Задание 4  

Для данного уравнения 02sin)sin( 22  ydyxdxyx  найдите интегри-
рующий множитель, с помощью которого приведите уравнение к уравнению в 
полных дифференциалах. 
 Решение   

Обозначим .2sin),(,sin),( 22 yxyxQyxyxP   Найдем 

yy
y
P cossin2



  и  .2sin y
x
Q





 Поскольку 
x
Q

y
P








 и при этом функция 

xyx
y

x
Q

y
P

Q
2

2sin
2sin21



















 зависит только от одной переменной x , то для 

данного уравнения существует интегрирующий множитель 

.1)( 2
ln2

2

x
eex x

dx
x  






 

  После  умножения  исходного  уравнения на 
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2
1
x

  должно получиться уравнение в полных дифференциалах. Проверим 

это: 

.02sinsin102sin1)sin(1
2

2

2
22

2 







 dy

x
ydx

x
yydyx

x
dxyx

x
 

 Пусть .2sin),(,sin1),( 12

2

1 x
yyxQ

x
yyxP    Вычислим 

y
P

 1  и .1

x
Q



 

.2sincossin2sin1 222

2
1

x
y

x
yy

x
y

yy
P


















 

.2sin2sin
2

1

x
y

x
y

xx
Q
















 

Так как ,11

x
Q

y
P








 то интегрирующий множитель )(x найден верно и 

полученное уравнение является уравнением в полных дифференциалах. 
 

Задание 5  
Найдите общее решение (или общий интеграл) дифференциального урав-

нения .05  xyyx  
Решение 
Данное уравнение не содержит явно искомую функцию y  и допускает 

понижение порядка с помощью введения новой функции )(xzz   по формуле 
.yz   В результате получаем уравнение первого порядка ,05  xzzx  

которое является линейным. 
Разделим  все члены последнего уравнения на коэффициент при z  и пре-

образуем уравнение к каноническому виду :)()( xqzxpz   

.51
xx

zz   

Для полученного уравнения находим интегрирующий множитель 

.)( dxxpe  В нашем случае ,1)(
x

xp   поэтому интегрирующий множитель 

имеет вид  .ln xee xx
dx




   
Умножаем обе части уравнения на :x   

.517 x
x

x
x

xz 





   
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Раскрывая x  с разными знаками для 0x  и ,0x  в обоих случаях по-
лучаем уравнение  

.5 xzxz  
Поскольку левая часть уравнения представляет собой производную про-

изведения ,)(  zxzxz  то  последнее уравнение принимает вид:  
.5)(  xzx  

Интегрируя полученное уравнение, находим его общее решение:  

.5
2

5
2

)5()( 1
1

2

x
CxzCxxzxdxxdxzx    

Возвращаясь к функции y  по формуле ,zy   получаем еще одно диф-
ференциальное уравнение первого порядка:  

x
Cxy 15

2
   или .5

2
1 dx

x
Cxdy 






   

Интегрируя обе части уравнения, получаем  

.ln5
4 21

2
CxCxxy   

Следовательно, 21

2
ln5

4
CxCxxy   – общее решение искомого 

дифференциального уравнения. 
  
 Задание 6 

Решите задачу Коши .1)0()0(,0)(2 22  yyyyyy  
 Решение 

Данное уравнение не содержит явно независимую переменную и допус-
кает понижение порядка с помощью введения новой функции )(yzz   по фор-

муле .yz   Тогда z
dy
dzy   и уравнение принимает вид 

.02 22  zyzyz  
Полученное уравнение является уравнением Бернулли. 
Для искомого решения .0,0  yz  Делением всех членов уравнения на 

коэффициент при z  преобразуем уравнение к каноническому виду:  

.
22 z
y

y
zz   

Общее решение будем искать в виде  ),()( yvyuz   тогда .vuvuz   
Подставляя эти выражения вместо z  и z  в последнее уравнение, получим  

uv
y

y
uvvuvu

22
   или  .

22 uv
y

y
vvuvu 







  
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В качестве функции )(yvv   возьмем одно из решений уравнения 

.0
2


y

vv  

После разделения переменных приходим к уравнению  

,
2y
dy

v
dv

  

интегрируя которое, получим:   

Cyv lnln
2
1ln     или   .yCv   

В силу начального условия 1)0( y  заключаем, что  yyy 0  

.yCv   Выберем одну из таких функций, полагая, например, .1C  То-

гда .yv   

 Находим  теперь функцию )(yuu   из уравнения ,
2 yu

yyu


  откуда 

.
2
1
u

u   

После разделения переменных приходим к уравнению  
,2 dyudu   

интегрируя которое, получим   

1
2 Cyu   или .1 yCu   

Значит,  
yCyz  1   или  .2

1 yyCz   
Учитывая начальные условия ,1)0(,1)0(  yy  что (в силу замены 

yz  ) соответствует условию ,01)1( z  для нахождения константы 1C  вы-

бираем функцию .2
1 yyCz    

Тогда  
.211 11  CC  

Следовательно,  
.2 2yyz   

 Возвращаясь к функции y  по формуле ,zy   приходим к дифференци-
альному уравнению  

.2 2yyy   
Разделяя в нем переменные, получим уравнение  

,
2

dx
yy

dy



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интегрируя которое, находим:  

.)1arcsin(
1)1(

22  


Cxydx
y

dy
 

В силу начального условия 1)0( y  определяем значение произвольной 
постоянной 2C :  

.000arcsin 22  CC  
Значит, решением искомой задачи Коши является функция, заданная 

уравнением .)1arcsin( xy   
  
 Задание 7  

Найдите уравнение кривой, проходящей через точку )2;1(0M  и удовле-
творяющей условию: произведение абсциссы точки касания на абсциссу точки 
пересечения нормали с осью абсцисс равно удвоенному квадрату расстояния от 
начала координат до точки касания. 

Решение  
Пусть ),( yxM  – произвольная точка данной кривой, тогда уравнение 

нормали, проведенной к этой кривой в точке ,M  имеет вид  

),(1 xX
y

yY 


  

где YX ,  – текущие координаты точек нормали.  
 Точку пересечения нормали с осью абсцисс обозначим .A  Находим коор-
динаты точки :A    

.)(10 yyxXxX
y

y   

 Значит, ).0,( yyxA   

 
      Рис. 1 
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 Учитывая, что ,22 yxOM   получаем дифференциальное уравнение 
искомой кривой:  

)(2)( 22 yxyyxx    или  .2 22 yxyxy   

 Так как функции xy  и )2( 22 yx   являются однородными функциями 
второго порядка, то последнее уравнение представляет собой однородное урав-
нение. 

Будем использовать подстановку  ,uxy   где )(xuu   – новая неизвест-
ная функция . Тогда .uxuy    

В результате подстановки указанных выражений вместо y  и ,y  послед-
нее уравнение принимает вид   

222 2)( xuxuxuxux     или  .2223 xuxuux   
 Для искомого решения ,0x  так как кривая проходит через точку 

).2;1(0M  
 После разделения переменных приходим к уравнению   

,
1 2 x

dx
u

udu



 

интегрируя которое, получим: 

Cxu lnln)1ln(
2
1 2   или .1 2 Cxu   

Значит,  
122  xCu  

и, следовательно, учитывая, что ,
x
yu   получим  

.122  xCxy  
 В соответствии с начальным условием 02)1( y  находим значение 

произвольной  постоянной ,C  подставляя 2,1  yx  в  функцию :122  xCxy  

.55112 22  CCC  

 Итак, 15 2  xxy  – искомая интегральная кривая. 
  
 Задание 8 

Исследуйте линейную зависимость данной системы функций на указан-
ном промежутке:  

 1) );;(,
3

sin,
3

cos,sin 














 






 

 xxx  

 2)   );;1(,)1ln(),1ln(,1 2  xx  
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 3)   ).;(,3cos,3sin   xexe xx  
 Решение  

1. Покажем, что существуют числа ,,, 321   не равные нулю одновре-
менно, для которых в интервале  x  справедливо тождество  

.0
3

sin
3

cossin 321 





 






 

 xxx      (4) 

 Полагая в равенстве (4) последовательно 
3

,
6

,0 
 xxx , получаем 

однородную систему трех уравнений относительно неизвестных :,, 321   





















0
2
3

2
3

,0
2
3

2

,0
2
3

2

3
2

1

3
21

32
























0323

,023

,03

321

321

32







   
















03)3(23

,02)3(3

,3

331

331

32























03)3(23

,
,3

333

31

32






  




























,
,3

,

00
,

,3

3

2

1

3

31

32

C
C

C










      

где C .  
Таким образом, однородная система имеет бесконечное множество реше-

ний. Возьмем, например, .1С  Тогда  для набора чисел ,3,1 21    

13   выполняется тождество  

).;(,0
3

sin1
3

cos3sin1 





 






  xxxx 

 

Это означает, что система функций линейно зависима на . 

 2. Покажем, что система функций    ),1(,)1ln(),1ln(,1 2  xx  ли-
нейно независима на промежутке ).;1(   
 Составим равенство  

0)1ln()1ln(1 2
321  xx         (5) 
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и покажем, что оно выполняется для );1( x  только при 
.0321    

 Продифференцируем равенство (5) по переменной :x  

.0
1

2
1 2

32 



 x

x
x

                   (6) 

 Поскольку функции 
1

1
1 


x
y  и 

1
2
22 


x

xy  линейно независимы на 

промежутке );1(   так как  21( kyy  , где k ), то равенство (6) выполняет-
ся для всех );1( x  тогда и только тогда, когда .032   Подставив эти 
значения в равенство (5), получим .01   
 Таким образом, ,0321    что означает линейную независимость 
данной системы функций на промежутке ).;1(   
 3. Определим, при каких значениях 1  и 2  выполняется тождество  

,03cos3sin 2
2

2
1   xexe xx       ).;( x  

Разделим обе его части на 02  xe  для любого x , получим 
.,03cos3sin 21  xxx   

Пусть ,0x  тогда 02   и, значит,  
.,03sin1  xx  

Так как функция x3sin  не равна тождественно нулю, получим, что .01   

 Значит, тождество 03cos3sin 2
2

2
1   xexe xx   имеет место в ин-

тервале   x   только при .021    Следовательно, данная система  
функций линейно независима на . 
  

Задание 9  
Найдите линейное однородное дифференциальное уравнение (наиболее 

низкого порядка) с постоянными коэффициентами, имеющее данные частные 
решения .2sin)(,)( 2

32
1 xxyexxy x    

Решение 
Так как линейное однородное дифференциальное уравнение ЛОДУ (наи-

более низкого порядка) с постоянными коэффициентами имеет частное реше-
ние ,)( 32

1
xexxy   то число 3  является корнем характеристического 

уравнения кратности .3k  
Учитывая, что функция xxy 2sin)(2   представляет собой частное реше-

ние искомого уравнения, заключаем, что комплексное число i2  является про-
стым корнем характеристического уравнения, и, значит, сопряженное ему ком-
плексное число i2  также является простым корнем характеристического 
уравнения. 
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 Следовательно характеристическое уравнение, составленное для искомо-
го ЛОДУ, имеет вид 

 0)4()27279(0)2()2()3( 2233  ii  

.010810863319 2345    
 Зная характеристическое уравнение, составляем искомое дифференци-
альное уравнение  

.010810863319  yyyyyy vv  
  
 Задание 10  

Найдите частное решение линейного однородного дифференциального 
уравнения, удовлетворяющее заданным начальным условиям:  

.1)0(,0)0()0(,01393  yyyyyyy  
 Решение 

Для данного уравнения составляем характеристическое уравнение   
.01393 23    

Находим его корни:   
 0)134()1(01393 223 

.32,32,1 321 ii    
Фундаментальную систему решений образуют функции 

.3sin,3cos, 22 xexee xxx   
Следовательно, общее решение искомого уравнения будет иметь вид 

.3sin3cos 2
3

2
21 xeCxeCeCy xxx    

Для нахождения частного решения подставляем начальные условия 
1)0(,0)0()0(  yyy  в выражения для :,, yyy   






















).3cos123sin5()3sin123cos5(

),3cos33sin2()3sin33cos2(

,3sin3cos

22
3

22
21

22
3

22
21

2
3

2
21

xexeCxexeCeCy

xexeCxexeCeCy

xeCxeCeCy

xxxxx

xxxxx

xxx

 
В результате подстановки начальных условий получаем линейную неод-

нородную систему относительно постоянных :,, 321 CCC  














1125
,032

,0

321

321

21

CCC
CCC

CC
   .

18
1,

18
1,

18
1

321  CCC  

Следовательно, искомое частное решение определяется формулой 

).3sin3(cos
18
1

18
1 2 xxeey xx    
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Задание 11  
Не находя коэффициентов, определите вид частного решения линейного 

неоднородного дифференциального уравнения  

.3sin)2(2sh2
2
3cos)1(4134 222 xxxxxxeyyy x   

Решение   
Попытаемся представить правую часть )(xf  данного уравнения в виде 

суммы функций специального вида  
),sin)(cos)(( xxQxxPe mn

x     
где )(xPn  и )(xQm  – многочлены с действительными коэффициентами, степе-
ней n  и ,m  соответственно  , . Для этого понизим степень 

),3cos1(
2
1

2
3cos2 xx

 запишем по определению ),(
2
12sh 22 xx eex   после 

чего правая часть )(xf  примет вид 

 xxxxxxexf x 3sin)2(2sh2
2
3cos)1(4)( 222  

  )1(23sin)2()()3cos1()1(2 22222 xexxxeexxe xxxx  
),()()(3sin)2()3sin)2(3cos)1(2( 321

2222 xfxfxfxxxexxxxxe xx  

где ),1(2)( 2
1  xexf x   ),3sin)2(3cos)1(2()( 22

2 xxxxxexf x   

.3sin)2()( 22
3 xxxexf x    

В соответствии с принципом суперпозиции решений частное решение y  
данного уравнения является суммой   321 yyy  частных решений уравнений 

.3,2,1),(134  ixfyyy i  

Для нахождения 
iy  составим характеристическое уравнение и определим 

его корни:   
.32,320134 21

2 ii    
Определим теперь вид  частного решения 

1y  уравнения с правой  частью :)(1 xf  

).1(2134 2  xeyyy x  
Так как коэффициент 2  в показателе экспоненты не является корнем  

характеристического уравнения, частное решение 
1y  имеет вид 

.)( 2
1

xeBAxy   

Для правой части  )3sin)2(3cos)1(2()( 22
2 xxxxxexf x   коэф-

фициент в показателе экспоненты ,2  а коэффициент   аргумента триго-
нометрических функций x3sin  и x3cos  равен 3. Поскольку число 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 127

ii 32    является простым комплексным корнем характеристического 

уравнения, частное решение 
2y  имеет вид   

).3sin)(3cos)(( 222
2 xHGxFxxEDxCxxey x   

Для правой части )3cos03sin)2(()( 22
3 xxxxexf x    аналогич-

но находим:  .32,3,2 ii    Поскольку последнее число не 

является корнем характеристического уравнения, частное решение 
3y  имеет 

вид   
).3sin)(3cos)(( 222

3 xQPxKxxLNxMxey x     

Так как искомое частное решение  y равно сумме ,321
  yyy  оконча-

тельно получаем  
 )3sin)(3cos)(()( 2222 xHGxFxxEDxCxxeeBAxy xx  

).3sin)(3cos)(( 222 xQPxKxxLNxMxe x    
 

Задание 12   
Найдите общее решение линейного неоднородного уравнения  

).2sin2(cos
2cos

24 2 xxe
x

yy x    

Решение   
Известно, что общее решение линейного неоднородного уравнения имеет 

вид  
,0

 yyy  
где 0y  – общее решение соответствующего линейного однородного уравнения, 

а y  – частное решение линейного неоднородного уравнения. Заметим, что в 

нашем  случае  правая  часть  уравнения  )2sin2(cos
2cos

2)( 2 xxe
x

xf x    

состоит из двух слагаемых 
x

xf
2cos

2)(1  ,  )2sin2(cos)( 2
2 xxexf x   , вто-

рое из которых является функцией специального вида, а первое – нет. Обсудим 
вначале метод решения данного уравнения. 

Рассмотрим два вспомогательных уравнения: 
x

yy
2cos

24   и 

).2sin2(cos4 2 xxeyy x     
Методом вариации произвольных постоянных найдем 1y   общее реше-

ние первого уравнения ,
2cos

24
x

yy   которое запишем в виде 

,101
 yyy   
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где 0y  – общее решение соответствующего линейного однородного уравнения 

,04  yy  а 
1y  – частное решение линейного неоднородного уравнения 

x
yy

2cos
24  . 

Затем методом подбора найдем 
2y   частное решение  второго уравнения 

),2sin2(cos4 2 xxeyy x    правая часть которого является функцией спе-
циального вида. 

В силу принципа суперпозиции решений частное решение y  исходного 

линейного неоднородного уравнения имеет вид ,21
  yyy  а значит, искомое 

общее решение .210
  yyyy  

Приступим теперь к решению данного уравнения. Для соответствующего 
линейного однородного уравнения 04  yy  составим характеристическое 

уравнение ,042   которое имеет простые комплексно-сопряженные корни 
.2,2 21 ii    Следовательно, общее решение линейного однородного 

уравнения  определяется формулой .2sin2cos 210 xCxCy    

Общее решение линейного неоднородного уравнения 
x

yy
2cos

24   

будем искать в виде   
,2sin)(2cos)( 211 xxCxxCy    

где функции )(),( 21 xCxC   удовлетворяют системе уравнений 













.
2cos

22sin)(22cos)(2

,02sin)(2cos)(

21

21

x
xxCxxC

xxCxxC
 

Для решения полученной системы применим формулы Крамера. Находим  

,2)sin(cos2sin2cos2
2cos22sin2

2sin2cos 2222 


 xxxx
xx

xx
 

,
2cos
2sin22cos2

2cos
2

2sin0
1 x

x
x

x

x
  

.2
2cos

22cos
2cos

22sin2
02cos

2 
x

x
x

x
x

 

Определяем функции )(),( 21 xCxC   по следующим формулам: 

,)( 1
1 


 xC   .)( 2

2 


 xC    
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Для нашего случая .1,
2cos
2sin)( 21  C

x
xxC  

 Интегрируя последние уравнения, находим ).(),( 21 xCxC  

,2cosln
2
1)(

2cos
2sin)( 111   CxxCdx

x
xdxxС  

.)()( 222   CxxCdxdxxC  
Подставляя найденные функции )(),( 21 xCxC , получаем общее решение 

1y  линейного неоднородного уравнения :
2cos

2
x

yy   

.2sin)(2cos2cosln
2
1

211 xxCxxCy 





   

В выражении справа отделяем 0y   общее решение  однородного уравне-

ния от 
1y   частного решения  неоднородного уравнения:  

,2sin2cosln
2
12sin2cos 21101 xxxxCxCyyy    

где xCxCy 2sin2cos 210   – общее решение соответствующего однородного 

уравнения;  xxxxy 2sin2cos2cosln
2
1

1   – частное решение неоднородного 

уравнения. 
 Теперь осталось найти 

2y   частное решение  линейного неоднородного 

уравнения  ).2sin2(cos4 2 xxeyy x    

 Так как правая часть уравнения имеет вид ),2sin2(cos)( 2 xxexf x    
причем коэффициент в показателе экспоненты ,2  а коэффициент аргумента 
тригонометрической функции ,2  получаем число ,22 ii    которое 
не является корнем характеристического уравнения. 
 Значит, частное решение будем искать в виде   

).2sin2cos(2
2 xBxAey x    

 Находим производные первого и второго порядков функции :2
y  

),2cos22sin2()2sin2cos(2)( 22
2 xBxAexBxAey xx    

  )2cos22sin2(4)2sin2cos(4)( 22
2 xBxAexBxAey xx  

).2sin42cos4(2 xBxAe x    
 Чтобы найти коэффициенты A  и B , подставим выражения для 

)(,)(, 222   yyy  в уравнение :)2sin2(cos4 2 xxeyy x    
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  )2cos22sin2(4)2sin2cos(4 22 xBxAexBxAe xx

  )2sin2cos()2sin42cos4( 22 xBxAexBxAe xx

  )8(2sin)8(2cos)2sin2(cos 222 BAxeABxexxe xxx  

).2sin(cos2 xxe x    
 После деления обеих частей полученного равенства на 0( 22  xx ee  
для любого x ) приравняем коэффициенты при x2cos  и x2sin  в левой и 
правой частях равенства:  








.18
,18

BA
BA

 

Решением этой системы являются числа .
65
9,

65
7

 BA   

Следовательно, частное решение 
2y  уравнения  

)2sin2(cos4 2 xxeyy x    найдено: 

.2sin
65
92cos

65
72

2 





   xxey x  

Как было указано выше, решение y  исходного линейного неоднородно-
го  уравнения имеет вид 

  xxxxyyy 2sin2cos2cosln
2
1

21  

,2sin
65
92cos

65
72 






   xxe x  

а его общее решение определяется формулой  

 xxxxxCxCy 2sin2cos2cosln
2
12sin2cos 21  

.2sin
65
92cos

65
72 






   xxe x  

 
Задание 13   
Решите линейную неоднородную систему дифференциальных уравнений  














.cossin2

,cos

ttyx
dt
dy

tyx
dt
dx

 

Решение  
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Приведем данную систему к линейному неоднородному уравнению вто-
рого порядка с постоянными коэффициентами. Для этого дифференцируем 
первое уравнение по t  и подставляем выражение для ty  из второго уравнения 
системы:  









tttyxxx
ttyxy

tyxx
ttt

t

tttt sincossin2
cossin2

,sin
 

.cossin22 ttyxxx ttt   
Выражаем y  из первого уравнения системы:   

txxy t cos . 
Подставляя выражение для y  в последнее уравнение, получим линейное 

неоднородное уравнение второго порядка:  
 tttxxxxx tttt cossin2cos2 .sin2 txxtt    (7) 

 Составляем соответствующее линейное однородное уравнение и находим 
его общее решение:     

.0 xxtt  
 Характеристическое уравнение имеет вид   

,012    
его корнями являются комплексно-сопряженные числа  ., 21 ii    
 Значит, общее решение однородного уравнения определяется по формуле  

.sincos 210 tCtCx   
 Так как правая часть неоднородного уравнения имеет вид  

),sin2cos0()( ttetf ot   причем коэффициент в показателе экспоненты 
,0  а коэффициент  аргумента тригонометрической функции ,1  полу-

чим число ,ii    которое является простым корнем характеристического 
уравнения. Значит, частное решение неоднородного уравнения  имеет вид 

).sincos(* tBtAtx   
 Находим производные первого и второго порядков функции :*x  

).cossin(sincos)( * tBtAttBtAx   

.sincossin2cos2)( * tBttAttBtAx   
Для нахождения коэффициентов A  и B  подставляем выражения для 

)(,)( **  xx  в неоднородное уравнение (7): 
 ttBttAttBttAttBtA sin2sincossincoscos2sin2  

.sin2cos2sin2 ttBtA   
Приравнивая коэффициенты при tcos  и tsin  в обеих частях равенства, 

получим систему:   
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






,02
,22

B
A

 

решением которой являются числа .0,1  BA  
 Следовательно, частное решение неоднородного уравнения имеет вид  

.cos* ttx   Общее решение этого уравнения определяется  по формуле  
.cossincos 21 tttCtCx   Подставляя найденные значения для x  и 

ttttCtCxt sincoscossin)( 21   в равенство ,cos txxy t   находим 
вторую искомую функцию: 

 ttttCtCttttCtCy coscossincossincoscossin 2121  
.cossin)sin(cos)cos(sin 21 ttttttCttC   

 Таким образом, общее решение искомой системы найдено: 








.cossin)sin(cos)cos(sin
,cossincos

21

21

ttttttCttCy
tttCtCx
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