
Министерство образования Республики Беларусь 
Учреждение образования 

«Белорусский государственный университет 
информатики и радиоэлектроники» 

 
 
 
 

В. И. Кириллов  
 
 
 
 

ПРОГНОЗИРОВАНИЕ  ПОКАЗАТЕЛЕЙ  
НАДЕЖНОСТИ ТЕХНИЧЕСКИХ  СИСТЕМ  

ПО РЕЗУЛЬТАТАМ ИСПЫТАНИЙ 
 
 
 

Рекомендовано УМО вузов Республики Беларусь 
по образованию в области информатики и радиоэлектроники 

в качестве учебно-методического пособия 
по дисциплине «Квалиметрия и системный анализ» 

 для студентов учреждений, обеспечивающих получение 
 высшего образования по специальности 1-54 01 04  

«Метрологическое обеспечение информационных систем и сетей» 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Минск БГУИР 2012 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 2 

УДК [004.42+519.24]–027.45(076) 
ББК 32.973.26–018.2я7+22.172я73 

К43 
 
 
 
 

Рецензенты: 
 

кафедра связи учреждения образования  
«Военная академия Республики Беларусь»  

(начальник кафедры – полковник С. А. Манько); 
 

доцент кафедры ядерной физики  
Белорусского государственного университета,  

кандидат технических наук  М. В. Комар 
 

 
 
 

Кириллов, В. И. 
К43  Прогнозирование показателей надежности технических систем по 

результатам испытаний: учеб.-метод. пособие / В. И. Кириллов. – Минск : 
БГУИР, 2012. – 54 с. 

ISBN 978-985-488-870-5. 
 

Приводятся теоретические основы и практические методы решения задачи 
прогнозирования показателей надежности технической системы по совместным ре-
зультатам ускоренных (форсированных) испытаний и укороченных испытаний в ре-
жиме нормальной эксплуатации. Процедура расчетов выполняется с использованием 
компьютерной поддержки, позволяет провести исследования для шести различных 
вероятностных законов и для найденного оптимального закона определить прогноз-
ное значение гарантированного времени безотказной работы, которое будет обеспече-
но при нормальной эксплуатации систем. 

 
УДК [004.42+519.24]–027.45(076) 
ББК 32.973.26–018.2я7+22.172я73 

 
 
 

ISBN 978-985-488-870-5    © Кириллов В. И., 2012 
© УО «Белорусский государственный 

университет информатики  
и радиоэлектроники», 2012 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 
 

3

 

СОДЕРЖАНИЕ 
Введение.................................................................................................................... 4 
1 Цель работы ........................................................................................................... 6 
2 Основные теоретические положения ................................................................... 6 

2.1 Общие сведения ............................................................................................6 
2.2 Основные количественные характеристики надежности ......................... 10 
2.3 Основные теоретические модели безотказной работы и их свойства ..... 13 

2.3.1 Экспоненциальный закон .................................................................... 14 
2.3.2 Закон Эрланга второго порядка .......................................................... 14 
2.3.3 Закон Рэлея ........................................................................................... 15 
2.3.4 Закон Вейбулла .................................................................................... 16 
2.3.5 Нормальный (Гаусса) закон................................................................. 17 

          2.3.6 Усеченный нормальный закон ...................................................... 18 
2.4 Исследование функций надежности по результатам испытаний ............. 19 
2.5 Определение оптимальных параметров выбранного теоретического 

закона распределения .......................................................................................... 24 
2.5.1 Параметрическая оптимизация экспоненциального закона .............. 24 
2.5.2 Параметрическая оптимизация закона Эрланга ................................. 26 
2.5.3 Параметрическая оптимизация закона Рэлея. .................................... 28 
2.5.4 Параметрическая оптимизация закона Вейбулла .............................. 29 
2.5.5 Параметрическая оптимизация нормального закона ......................... 31 
2.5.6 Параметрическая оптимизация усеченного нормального закона ..... 33 
2.5.7 Выбор и обоснование оптимального теоретического закона 

распределения. ................................................................................................. 34 
2.6 Определение показателей надежности по результатам укороченных 

испытаний ............................................................................................................ 35 
3 Содержание лабораторной работы и порядок ее выполнения .......................... 41 
4 Содержание отчета. ............................................................................................. 46 
5 Контрольные вопросы ......................................................................................... 46 
Литература .............................................................................................................. 48 
ПРИЛОЖЕНИЕ А .................................................................................................. 50 
ПРИЛОЖЕНИЕ Б ................................................................................................... 51 
ПРИЛОЖЕНИЕ В ................................................................................................... 52 
ПРИЛОЖЕНИЕ Г ................................................................................................... 54 
 
 
 
 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 4 

ВВЕДЕНИЕ 
 

Учебная дисциплина «Квалиметрия и системный анализ» относится к 
числу дисциплин, составляющих фундамент инженерной подготовки по специ-
альности «Метрологическое обеспечение информационных систем и сетей». 
Целью изучения дисциплины является освоение новой методологии моделиро-
вания и оптимизации в области измерения и управления качеством различных 
объектов (продукции, систем, технических процессов и т. п.). 

Данное учебно-методическое пособие является развитием предыдущих 
работ автора [14, 23, 24] и позволяет студентам ознакомиться с основными ви-
дами квалиметрической деятельности, встречающимися на практике. В допол-
нении к теоретическому материалу приводится описание лабораторной работы, 
которая проводится как игра, где студенты решают учебную задачу (или зада-
чи), подобные реальным производственным задачам. Для ускорения различного 
рода вычислительных и оформительских процедур в лабораторной работе ши-
роко использованы средства компьютерной поддержки принятия решений. 

С их помощью, в частности, быстро рассчитываются по громоздким фор-
мулам оптимизируемые параметры и функции, легко и удобно сравниваются 
различные варианты решения задач, которые реализуются в виде таблиц и гра-
фиков, эффективно решаются задачи, которые требуют перебора нескольких 
вариантов решений и выбора лучшего из них (квазиоптимального по опреде-
ленному критерию). 

Подобного рода задачи как раз и встречаются при нахождении и оптими-
зации специфических показателей качества любого вида изделий, например, 
технических систем, которые называются показателями надежности. Эти по-
казатели относятся к основным показателям качества и всегда указываются в 
техническом паспорте любого изделия. Например, такой показатель надежно-
сти, как гарантированное время безотказной работы изделия, во многих случаях 
является важнейшим при выборе изделий радиоэлектроники, космической тех-
ники и т.п. 

Известные методы теоретического расчета показателей надежности в 
большинстве случаев являются недостаточно точными, поэтому приходится 
прибегать к опытным (экспериментальным) испытаниям технической системы 
на надежность. Учитывая, что в нормальных условиях эксплуатации средний 
срок безотказной работы техники может быть в пределах от нескольких лет до 
нескольких десятков лет и более, приходится прибегать к двум видам опытных 
испытаний. Первый называется форсированным (или ускоренным), когда из-
делия работают в тяжелых, нетиповых условиях и поэтому выходят из строя 
сравнительно быстро (в течение нескольких недель или месяцев). На основании 
обработки результатов ускоренных испытаний определяется примерный закон 
отказов изделий во времени. 
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Затем проводятся испытания таких же изделий в режиме нормальной (ти-
повой) эксплуатации. Хотя срок испытаний в этом случае обычно продлевается 
от нескольких месяцев до года, отказы изделий сравнительно малочисленны, 
объем статистического материала мал, поэтому такие испытания называют 
укороченными. Тем не менее они позволяют дать достаточно точный прогноз 
параметров вероятностного закона надежности изделия в условиях реальной 
эксплуатации, поскольку ранее, на стадии ускоренных испытаний, был решен 
вопрос о характере и типе закона надежности. 

В лабораторной работе, которая завершает учебно-методическое пособие, 
как раз и проводится компьютерное моделирование подобных задач надежно-
сти. Для индивидуализации лабораторной работы каждому студенту предлага-
ется свой набор исходных данных результатов ускоренных и укороченных ис-
пытаний техники на надежность. 

В постановке компьютеризированной лабораторной работы по дисципли-
не «Квалиметрия и системный анализ», в ходе ее отладки, совершенствовании и 
модернизации большую помощь автору оказали курсанты военного факультета 
А. В. Клочко (гр. 630801) и Д. В. Парханович (гр. 730801), магистрант ка-
федры метрологии и стандартизации БГУИР А. А. Сайков, студенты фа-
культета компьютерных систем и сетей А. А. Сушков (гр.  851005) и А. А. 
Воробьев  (гр. 852004), которым автор выражает глубокую благодарность.  

Автор благодарен рецензентам пособия: кафедре связи Военной академии 
Республики  Беларусь, в частности, полковнику, кандидату  технических  наук  
А. А. Пилюшко  и  доценту  БГУ,  кандидату  технических  наук  М. В. Комару 
за полезные замечания, сделанные ими при рецензировании работы. 
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ПРОГНОЗИРОВАНИЕ ПОКАЗАТЕЛЕЙ НАДЕЖНОСТИ 
ТЕХНИЧЕСКИХ СИСТЕМ ПО РЕЗУЛЬТАТАМ ИСПЫТАНИЙ 

1 Цель работы 
 

– изучить основные законы, характеризующие процесс безотказной работы 
технической системы, и методы их параметрической оптимизации по 
результатам опытных испытаний; 

– по конкретным результатам опытных испытаний системы на надежность 
для форсированных режимов работы определить, используя компьютерную 
поддержку, тип вероятностного закона и его параметры, которые наилучшим 
образом соответствуют этим испытаниям; 

– используя конкретные результаты укороченных испытаний этой же 
системы в реальных условиях эксплуатации, определить гарантированное и 
среднее время безотказной работы системы. 

2 Основные теоретические положения 

2.1 Общие сведения 
Важнейшей технической характеристикой качества является надежность. 

Слово «надежность» в русском языке связано с понятием надежды – надежды на 
длительную и безотказную пригодность к эксплуатации или, в широком смысле, 
к потреблению. В самом понятии надежности заключается элемент некоторой 
неуверенности и неопределенности. И, по-видимому, не случайно надежность 
как свойство изделий оценивается вероятностными характеристиками, 
основанными на статистической обработке экспериментальных данных. 
Однако вероятностные методы определения показателей надежности позволяют 
вполне определенно и достаточно хорошо оценивать надежность работы 
различных технических изделий и систем. 

По мере технического прогресса наблюдается усложнение технических 
изделий. Основное противоречие в развитии современной техники заключается 
в том, что если не предпринимать необходимые меры по повышению 
надежности, то чем сложнее, быстрее и точнее работа техники, тем менее она 
надежна. Отсюда следует, что решение проблемы надежности является не 
только важной технической, но и серьезной экономической задачей.  

Надежностью называют свойство изделия сохранять в установленных 
пределах времени значения всех параметров, характеризующих его 
способность выполнять требуемые функции в заданных режимах и условиях 
применения (эксплуатации), технического обслуживания, ремонтов, хранения, 
транспортировки и других действий. Эта способность должна сохраняться даже 
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при наличии внешних климатических и механических воздействий на само 
изделие и различных физико-химических процессов в его элементах. 
Надежность – неотъемлемый показатель качества любого промышленного 
изделия и любой радиоэлектронной аппаратуры, в том числе, конечно, средств 
измерений, средств телекоммуникаций, компьютеров и других устройств. 

Качество изделия определяется совокупностью многих свойств, таких, 
например, как чувствительность, дальность действия, точность, а для средств 
электронно-вычислительной техники – также и таких, как объем памяти, 
быстродействие и т.д. В число свойств, определяющих качество, входит и 
надежность, однако этот показатель качества существенным образом 
отличается от остальных. Надежность, взятая отдельно, еще не означает 
технического совершенства изделия. Ведь изделие может быть очень надежным 
в работе, но обладать низкими техническими характеристиками. Однако если 
совершенное по техническим характеристикам изделие не обладает 
необходимой надежностью, то все остальные показатели качества теряют свое 
практическое значение, поскольку они не могут быть полностью использованы 
в работе. 

Если какое-то устройство неисправно, то оно не выполняет свои функции. 
Но для сложного устройства, работа которого определяется многими 
показателями, иногда довольно трудно установить, выполняет ли оно свои 
функции. В связи с этим вводится понятие работоспособности, которое 
определяется как такое состояние технической системы, при котором она 
выполняет свои функции, сохраняя все значения параметров в пределах, 
заданных техническими условиями на данное изделие. 

Характеристики надежности основываются на учете событий, называемых 
отказами и характеризующих одно из двух возможных состояний элементов и 
изделий: работоспособное – неработоспособное. Отказ – это такое событие, 
после которого отдельный элемент или все устройство перестают выполнять 
свои функции, либо нарушается работоспособность аппаратуры. Отсутствие 
отказов в процессе эксплуатации является признаком высокой надежности. 
Отказ трактуется как случайное событие, и потому все количественные 
характеристики надежности основаны на учете времени до возникновения 
отказа. 

Разнообразная природа возникновения отказов заставляет 
классифицировать их по ряду факторов. 

К первому фактору относятся причины возникновения отказов, 
которые разделяются на: 

1.1 Конструктивные ошибки и недостатки, например: недостаточная 
прочность отдельных элементов или конструкции; неудачная компоновка 
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узлов; недостаточная защищенность конструкции от попадания влаги, пыли, от 
разогрева; неудобство обслуживания и др.; 

1.2 Производственные недостатки в изготовлении – скрытые дефекты; 
некондиционные материалы; нарушения технологии изготовления и сборки и др.; 

1.3 Неправильная эксплуатация и техническое обслуживание – 
невыполнение эксплуатационных инструкций, несоблюдение правил 
технического обслуживания из-за низкой квалификации обслуживающего 
персонала; неисправности вспомогательных механизмов и т. д.; 

1.4 Внешние факторы – повышенная или низкая температура, 
повышенная влажность, повышенное или пониженное атмосферное давление, 
загрязненность воздуха и др.; 

1.5 Некачественный ремонт – несоответствие материала, технологии 
изготовления (методов, режимов, точности и качества обработки) и сборки 
первоначальным условиям изготовления, плохой контроль за проведением 
ремонта. 

По второму фактору – характеру возникновения отказы 
классифицируют на: 

2.1 Внезапные, которые нельзя заранее предусмотреть; 
2.2 Постепенные, когда условия, приводящие к отказу, накапливаются 

постепенно (износ, перегрев, усталостные явления, старение, деформации); 
2.3 Периодические, повторяющиеся через некоторые промежутки 

времени, по мере накопления условий, приводящих к отказу; после 
восстановления нормальных условий (температура, давление и др.) система как 
бы самовосстанавливается и продолжает функционировать. 

По третьему фактору – характеру проявления отказа различают четыре 
вида отказов:  

3.1 – явные; 3.2 – скрытые; 3.3 – независимые; 3.4 – зависимые. 
Независимым отказом является такой, который не вызван отказом других 

элементов системы. Отказ какого-либо элемента системы, получившийся в 
результате отказа других ее элементов, является зависимым. 

По четвертому фактору – закономерности возникновения отказа 
различают два противоположных вида: 

4.1 – случайные; 4.2 – явно закономерные. 
В теории надежности отказ обычно рассматривается как событие 

независимое и случайное. 
Восстановление – процесс обнаружения и устранения отказа (поврежде-

ния) изделия с целью восстановления его работоспособности (устранение 
неисправности). 

По способности к восстановлению изделия подразделяются на 
восстанавливаемые и невосстанавливаемые. 
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Восстанавливаемое изделие – изделие, работоспособность которого в 
случае возникновения отказа подлежит восстановлению в рассматриваемой 
ситуации. 

Невосстанавливаемое изделие –  изделие, работоспособность которого в 
случае возникновения отказа не подлежит восстановлению в рассматриваемой 
ситуации. 

Основным способом восстановления работоспособности является 
ремонт. В зависимости от того, предусмотрены или нет операции ремонта, 
изделия подразделяются на ремонтируемые и неремонтируемые 
(восстанавливаемые и невосстанавливаемые). 

Информационно-измерительные системы, средства измерений и их 
элементы (блоки, узлы и т. п.), системы телекоммуникаций и др. относят к 
классу восстанавливаемых систем, в которых после возникновения отказа за 
некоторое время восстановления Tв происходит поиск и замена (или ремонт) 
отказавшего элемента. Далее система вновь функционирует нормально. После 
нескольких отказов и восстановлений система (элемент) подвергается среднему 
или капитальному ремонту; после нескольких ремонтов система снимается с 
эксплуатации по техническому состоянию, как неподлежащая восстановлению, 
и утилизируется. 

В зависимости от сложности устранения различают отказы:                 
а) устраняемые в порядке технического обслуживания; б) устраняемые при 
среднем или капитальном ремонте. 

В зависимости от места устранения различают: а) отказы, устраняемые в 
эксплуатационных условиях; б) отказы, устраняемые только в стационарных 
условиях ремонтной мастерской. 

Ненадежная работа, например, средств измерений (СИ) является причиной 
потери точности измерений и наносит ущерб народному хозяйству. Поэтому 
при разработке аппаратуры СИ стараются использовать высоконадежные 
электрорадиоэлементы, предусматривают резервирование отдельных блоков 
или узлов, разрабатывают аппаратуру встроенного автоматического контроля 
для обнаружения внезапных отказов и предупреждения постепенных отказов, 
совершенствуют конструкции блоков для обеспечения быстрого 
восстановления и ремонта отказавших узлов и т. д. 

Однако все эти меры ведут к удорожанию аппаратуры, увеличению сроков 
разработки, изготовления и ввода ее в эксплуатацию. Поэтому оптимальное 
построение СИ (как и всех других технических устройств) должно выполняться 
по критерию минимума экономических и временных затрат при условии, 
что реальная надежность работы СИ обеспечивается не хуже некоторой 
заданной величины. Этот вывод справедлив и для других видов аппаратуры. 
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2.2 Основные количественные характеристики надежности 
Характеристики надежности основаны на вероятностно-статистических 

испытаниях. На испытание ставится какое-то (обычно большое) число изделий 
N0 и наблюдаются моменты, когда возникают отказы. В принципе испытания 
должны продолжаться до тех пор, пока не откажут все N0 изделий, но 
практически это делается раньше, как только будут выяснены статистические 
закономерности. 

Основными количественными характеристиками надежности являются 
функции: вероятность безотказной работы P(t), частота отказов f(t), опасность 
(интенсивность) отказов λ(t), а также ряд показателей, связанных с 
вышеуказанными функциями, например, среднее время безотказной работы Т0, 
гарантированное время безотказной работы Тг и др. 

Вероятностью безотказной работы называют вероятность того, что при 
заданных условиях эксплуатации в течение определенного заданного интервала 
времени не произойдет отказа: 

,)()()(
0

0 N
tNttPtP                                                (1) 

где t0 – время работы изделия от его включения до первого отказа (время 
наработки на отказ);  

t – заданное время работы; 
N(t) – число работоспособных изделий в момент t. 
Вероятность безотказной работы всегда является убывающей функцией 

времени и обладает свойствами: в начальный момент времени (при t = 0)     
P(0) = 1 , а при t  функция P(t) стремится к нулю (так как N( t )  0). 

На практике иногда более удобной характеристикой является вероятность 
отказа Q(t). Безотказная работа аппаратуры и появление отказа являются 
событиями несовместимыми и противоположными, поэтому сумма их 
вероятностей подчиняется условию:     1 tQtP . Следовательно, 

   tPtQ 1 .                                           (2) 
Частотой отказов называется отношение числа образцов, отказавших за 

единицу времени, к числу изделий, первоначально поставленных на испытания: 

   
0tN

tntf


 .                                                  (3) 

Число n(t) получается как разность количества образцов, исправно 
работавших в начале интервала Δt и оставшихся работоспособными в конце 
этого интервала, т. е. 

     ttNtNtn  . 
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Количество работоспособных изделий в начале и конце интервала t  
можно выразить через вероятность того, что в соответствующие моменты 
времени не произойдет отказа: 

   tPNtN 0 ;    ttPNttN  0 . 
Подставляя эти значения в формулу (3), будем иметь 

     
t

ttPtPtf



 . 

Устремив Δt к нулю и перейдя к пределу, получим 

     
)(
)()(lim

0 td
tdQ

dt
tdP

t
tPttPtf

t












.                          (4) 

Таким образом, частота отказов есть плотность вероятности 
распределения времени работы изделия до первого отказа. Соответственно 
вероятность появления отказа за время t будет равна 

   
t

dttftQ
0

,                                                   (5) 

а вероятность безотказной работы получится в виде 

      



t

t
dttfdttftP

0
1 .                                          (6) 

Функция  tf  характеризует скорость изменения функции  tP (или )(tQ ) 
во времени и в отличие от  tP  может быть как убывающей, так и 
возрастающей или еще более сложной функцией времени. 

Интенсивность отказов (ранее использовался синоним – опасность) может 
быть выражена как отношение числа изделий, отказавших за единицу времени, к 
среднему числу исправно работавших изделий в тот же промежуток времени: 

   
ср tN

tnt


 .                                                  (7) 

Подставим в это выражение значение n(t) 

      
tN

ttPtPNt





ср

0 . 

Так как Ncp/N0 при большом N0 есть вероятность безотказной работы Р(t), 
то, устремив Δt к нулю и переходя к пределу, получим 

   
   

  dt
)t(dP

tPt
tPttPlim

tP
t

t












11
0Δ

,                     (8) 

или с учетом (4) 
.tP/tft )()()(                                              (8, а) 

Учитывая приведенные выше соображения о возможности поведения фун- 
кции  tf , из (8, а) следует, что и  функция  t   может  по-разному изменяться 
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во времени. 
Интегрируя выражение (8), окончательно будем иметь 

   tPln
)t(P
)t(dPdtt

tt
 

00
.                                     (9) 

Отсюда следует основная формула теории надежности: 

    







 

t
dttexptP

0
.                                        (10) 

Среднее  время  безотказной   работы   характеризует   усредненное для 
большой  группы  изделий  время  работы  до  возникновения  первого  отказа  
и определяется как математическое ожидание непрерывной случайной 
величины – времени работы изделия до отказа: 

    dt
dt

tdPtdtttfT 








00
0 .                                   (11) 

Интегрируя по частям, получим 

   


 
0

00 dttPtPtT . 

Учитывая, что   10 P ,   0P , получим 

 



0

0 dttPT .                                                   (12) 

На основании опытов (статистических испытаний) среднее время 
безотказной работы равно 





0

1 0

0
ср.0

N

i

i
N
TT ,                                                 (12, а) 

где T0i – время работы до отказа i-го изделия, i[1, N0].  
При большом числе изделий N0→∞, Т0ср→Т0 , как следует из (11). 
Физический смысл среднего времени безотказной работы Т0 – это время, в 

течение которого произойдет отказ половины (50 %) всех изделий, 
поставленных на испытание. 

Поскольку Т0 является средним значением случайной величины – времени 
работы до отказа, полезно знать, в каких пределах оно (это время) может 
меняться на практике. Таким показателем может служить величина среднего 
квадратического отклонения времени безотказной работы ΔТ0 от его среднего 
значения Т0, которое рассчитывается из выражения 

     22 2 2 2
0 0 0

0 0
ТT t Т f t dt t f t dt T

 

        .                       (13) 
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Другим, часто используемым на практике, показателем является 
гарантированное время безотказной работы Тг, которое определяется как время, 
в течение которого не произойдет отказ с заданной гарантированной вероятностью 
Рг. Аналитически величина Тг определяется как результат решения уравнения 

 
ГТ

dttfP
0

Г 1 ,                                                     (14) 

которое следует из (6). 
Как показывает практика, типичная зависимость интенсивности отказов от 

времени λ(t) имеет три характерных участка (рисунок 2.1). На начальном 
участке (0 – t1), называемом периодом приработки, наблюдается повышенная 
частота отказов, что объясняется быстрым выходом из строя всех элементов со 
скрытыми дефектами. Затем начинается период нормальной работы (t1 – t2), 
когда интенсивность отказов остается более или менее постоянной. После этого 
начинается период старения, при котором количество отказов начинает 
быстро увеличиваться из-за старения и износа элементов. 

Возможны и другие, более сложные зависимости интенсивности отказов λ(t) 
и, соответственно, функций P(t) и f(t), которые будут рассмотрены ниже. 

 
Рисунок 2.1 – Зависимость интенсивности отказов от продолжительности 

работы оборудования 

 
2.3 Основные теоретические модели безотказной работы и их свойства 
Многолетняя практика обработки результатов испытаний на надежность 

разнообразных изделий и устройств доказала возможность и успешность 
обобщения этих результатов с помощью различных теоретических моделей. 
Наличие «подходящих» теоретических моделей, описывающих зависимости 
P(t), f(t) и λ(t), определенные выше, позволяет во многих случаях существенно 
уменьшить число испытываемых изделий, сократить время испытаний, 
экстраполировать результаты испытаний, которые проведены в одних 
условиях, на другие условия, и т.п. В настоящее время использовано большое 
число различных вероятностных законов, из которых далее будем использовать 
некоторые наиболее известные с учетом соотношений (1) – (14) [1 – 18]. 
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2.3.1 Экспоненциальный закон 
Данный закон характеризуется следующими функциями: 

 

а)  attP  exp)( ; 

(15, а–е) 

б)  atatf  exp)( ; 

в)   at  ; 

г) aT /10  ;     д) aТТ /10  ; 

                                 е)  ГГГ Р
а

Р
а

Т 












 11ln1 , 

где a  – параметр закона.  
Теоретические зависимости для этого закона приведены на рисунке 2.2. 

 

 
 
 
а                                            б                                                в 
 
 
 
 
 

а – вероятность безотказной работы Р(t), б – частота отказов f(t), 
в – интенсивность отказов (t) 

Рисунок 2.2 – Теоретические зависимости экспоненциального закона 
 
 

2.3.2 Закон Эрланга второго порядка 
Этот закон характеризуется следующими функциями: 

а)    atat)t(P  exp1 ; 
б)  atta)t(f  exp2 ; 

в)  
at
tat




1

2
; 

г)  
 2

2

1 at
a

dt
td




 ;                                                         (16, а–ж) 

д) a/T 20  ; е)
а

ТТ
2

0  ; 

ж)  ГГ 11 Р
а

Т 





 , 

где a  – параметр закона.  
Основные зависимости для этого закона приведены на рисунке 2.3. 

t 

а 

t 

а 

t 

1,0 

Р(t) f(t) (t) 

0 0 0 
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а                                             б                                             в     
 
 
 
 

а – вероятность безотказной работы Р(t); б – частота отказов f(t); 
в – интенсивность отказов (t) 

Рисунок 2.3 – Теоретические зависимости закона Эрланга второго порядка 
 
 

2.3.3 Закон Рэлея 
Данный закон характеризуется следующими функциями: 

а)  2exp)( attP  ; 
б)  2exp2)( atattf  ; 
в)   att 2  ; 

г)
  а

dt
td 2


;                                                                    (17, а–ж) 

д)
a

T
40


 ; е)
а

ТТ 4
4

0


 ; 

ж)
a

T Т
122

0  , з)
 

а
РТ Г

Г
1

 . 

Здесь a  = const – параметр закона. Примерный вид функций для этого закона 
показан на рисунке 2.4. 
 

еа2  
 
 
 
а                                             б                                           в   
 
 
 
 

а – вероятность безотказной работы Р(t); б – частота отказов f(t); 
в – интенсивность отказов (t) 

Рисунок 2.4 – Теоретические зависимости закона Рэлея 

t 
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Как следует из выражений (15) – (17), приведенные в пунктах 2.3.1–2.3.3, 
законы относятся к классу однопараметрических законов, когда вид функций 
и  значения параметров закона Т0, σт, Тг однозначно определяются значением 
одного параметра a . 

 
 
2.3.4 Закон Вейбулла 
Этот закон, в отличие от вышеперечисленных, характеризуется не одним, а 

двумя постоянными параметрами и поэтому относится к классу двухпа-
раметрических законов. Для него справедливы следующие соотношения, 
зависящие от фиксированных параметров a, b и времени t [11, 12]: 

а)  battP  exp)( ; 
б)  bb atabttf   exp)( 1 ; 
в)   1  bbatt ; 

г)     
  







 

0 0

1

0
11
b

ГadttftdttPT b ; 

д) 2
0

2
2

1
211121 T
b

Гa
b

Г
b

Га bb
Т 



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21
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



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ГГ аТP 1 , 

где   


 
0

1 dxexvГ xv  – табличная гамма-функция (приложение А).  

Характерными особенностями гамма-функции при 0b , т. е.                 
при )1( b  > 1,0, являются [3, 8, 9, 21]: а) 0,1)2()1(  ГГ ;                

б) 886,0)5,1( Г ; в) если   –  целое число, то )1()( Г ! ; если 2  и 
  – нецелое число, то справедливо равенство: )1()1()(  ГГ ; 
например, .32,3886,05,15,2)5,1(5,15,2)5,2()15,3()5,3(  ГГГ  

Примерные зависимости вероятностных функций для ряда значений па-
раметров а  и b приведены на рисунке 2.5. Отметим, что при b = 1 закон Вейбулла 
трансформируется в экспоненциальный закон (15), а при b = 2 – в закон Рэлея (17). 
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а                                             б                                            в   
 
 
 
 

а – вероятность безотказной работы Р(t); б – частота отказов f(t); 
в – интенсивность отказов (t) 

Рисунок 2.5 – Примерный вид зависимостей для закона Вейбулла 
 
 
2.3.5 Нормальный (Гаусса) закон 
Для этого закона характерно, что он также определяется двумя 

фиксированными параметрами TН и σН [11, 12]: 
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а                                             б                                           в             
 
 
 
 

а – вероятность безотказной работы Р(t);   б – частота отказов f(t); 
в –  интенсивность отказа (t) 

Рисунок 2.6 – Типовые зависимости нормального (Гаусса) закона 
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с учетом, что Ф0(+z) = –Ф0(–z); Тн и н – параметры нормального закона, при этом 
Тн  3н, Тг  Тн. Формула (19, в) – табличная функция Лапласа (приложение Б). 

Как следует из (19, д, е), параметры закона Тн и н  в данном случае 
численно равны среднему времени безотказной работы То и его среднему 
квадратическому отклонению σТ. 

Типовые зависимости для нормального закона приведены на рисунке 2.6.  
 

2.3.6 Усеченный нормальный закон 
Этот закон характеризуется параметрами TУН, σУН и следующими 

соотношениями [11, 12]: 
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а – вероятность безотказной работы Р(t); б – частота отказов f(t), 

в – интенсивность отказа (t) 
Рисунок 2.7 – Примерные зависимости для усеченного нормального закона 
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Отметим, что здесь в отличие от нормального закона, Т0 ≠ Тун; т ≠ ун, при 
этом Тун  3ун; Т0 > Тун. 

Теоретические зависимости, относящиеся к усеченному нормальному 
закону, показаны на рисунке 2.7. 

Приведенные законы распределения, хотя и являются широко 
распространенными и хорошо известными, тем не менее составляют только 
часть известных в науке вероятностных законов. Кроме того, на практике часто 
применяют также и композиции рассмотренных выше законов. 

 

2.4 Исследование функций надежности по результатам испытаний 
Опытные испытания являются очень важным инструментом для 

определения реальных характеристик и параметров надежности технических 
объектов. На практике применяют различные варианты проведения опытных 
испытаний, которые отличаются, например, числом испытуемых изделий, 
условиями проведения экспериментов, возможностью замены в ходе 
испытаний отказавших изделий на другие исправные или на те же, но после 
восстановительного ремонта и т. д. [7, 11, 12, 14, 17]. 

В зависимости от условий проведения опытных испытаний различают 
форсированные (или ускоренные) испытания и нормальные (или рабочие) 
испытания. 

В режиме форсированных испытаний сознательно создают более тяжелые 
условия работы испытуемых изделий (например, за счет повышенной температуры, 
повышенных или пониженных питающих напряжений, значительной вибрации, 
тряски, ударов и т. п.), при которых существенно сокращается время безотказной 
работы каждого изделия и, соответственно, общее время испытания всей партии 
изделий. По результатам форсированных испытаний определяются тип и 
параметры вероятностного закона (например, из числа рассмотренных выше), 
наиболее точно аппроксимирующие результаты опыта. 

В режиме проведения нормальных (или рабочих) испытаний условия 
проведения эксперимента соответствуют типовым условиям эксплуатации 
испытуемых изделий, при которых время безотказной работы изделия 
существенно больше (в десятки и даже сотни раз), чем в режиме 
форсированных испытаний. При этом среднее время безотказной работы может 
составлять десятки лет и более (например, среднее время безотказной работы 
навигационных спутников (ИСЗ) системы ГЛОНАСС и GPS составляет не 
менее 5 лет [19]).  

В таких условиях приходится проводить укороченные испытания на 
надежность, не дожидаясь выхода из строя всех изделий из испытуемой партии. 
При известном законе вероятности безотказной работы (обоснованном по 
результатам форсированных испытаний) в этом случае определяются только 
параметры этого закона (один или два параметра), которые наиболее точно 
аппроксимируют результаты укороченных экспериментов. 
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Для решения указанных задач целесообразно осуществлять 
предварительную обработку исходных данных – результатов опытных 
испытаний, которые обычно представляют в виде набора пар данных Hj, tj,     
j  [1, N0], где Hj – номер j-го изделия, присвоенный ему до начала испытания;  
tj – время работы до отказа j-го изделия; N0 – общее число изделий. 

Пусть максимальное время работы до отказа последнего из партии изделия 
составляет tmax. Поскольку представляемое число изделий в партии N0, как 
правило, не менее 100, удобно весь рассматриваемый временной интервал         
0 – tmax разделить на К одинаковых подынтервалов длительностью Δt, 
рассчитываемых из уравнений [2, 7]: 

а)   00 lg20
2,6

11ln4,11 NNК  ,     б)
К

tt max . (21, а–б) 

Рекомендуется выбирать К не менее 10. 
Результаты испытаний удобно свести в двухстрочную таблицу вида i–ni, 

где в верхней строке указывается номер интервала i = 1, 2, … , К, а в нижней 
строке – число изделий ni, вышедших из строя в промежутке времени Δti  [ti–1, ti] 
от ti–1 = (i – 1)Δt до ti = iΔt. Пример такого представления результатов испытаний 

приведен в таблице 2.1 (верхние две строки). Здесь К = 13; i 13,1 ; N0 = 100 = 


13

1i
in . 

Таблица 2.1 – Пример группирования опытных данных по интервалам 
i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

ni 33 27 14 10 5 3 4 0 0 1 0 2 1 

Ni 67 40 26 16 11 8 4 4 4 3 3 1 0 

Pi 0,67 0,40 0,26 0,16 0,11 0,08 0,04 0,04 0,04 0,03 0,03 0,01 0,00 

fiΔt 0,33 0,27 0,14 0,1 0,05 0,03 0,04 0 0 0,01 0 0,02 0,01 

iΔt 0,4 0,51 0,42 0,47 0,38 0,33 0,66 0 0 0,28 0 1,0 2,0 

Имея результаты испытаний, представленные в виде, подобном первым 
двум строкам таблицы 2.1, нетрудно определить выборочные значения других 
характеристик безотказной работы. 

Примерные значения функций 



i

s
si nNN

1
0 , Pi, fi и λi , рассчитанные по 

формулам (22), в зависимости от времени ti = iΔt  по исходным данным табли-
цы 2.1, приведены в нижних строках таблицы 2.1. Соответствующие им 
зависимости показаны на рисунках 8, а, б и 9, а, б. Пунктиром показаны 
приближенные зависимости P(ti) и λ(ti), которые обычно используются в 
последующих задачах о нахождении оптимальных параметров функций 
безотказной работы. 
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а – )(tNi  ;  б  – iP (t) по данным таблицы 2.1 

Рисунок 2.8 – Примерный вид изменения функций 
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В качестве числовых показателей (оценок) выборочных функций (22) 
часто принимают выборочные первый М1 и второй М2 моменты распределения 
и выборочную дисперсию S. Первый выборочный момент называется также 
выборочным средним, второй – выборочным средним квадратом. Они оп-
ределяются с учетом (22) из выражений 
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K

i
iii ni

N
ttftM

1 10
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ttftM
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2 5,0 б) ;                                   (23, а–в) 

2
12

2 в) MMS  . 
 

В формулах (23) за ti принимают середину i-го интервала. 
 

   

   
 а – f(ti);   б – )( it  по данным таблицы 2.1 

Рисунок 2.9 – Примерная зависимость во времени функций 
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Основной задачей при статистической обработке выборочных функций 
(22) является нахождение такого оптимального теоретического закона 
распределения и его параметров, которые в наибольшей степени 
обеспечивают совпадение с выборочными экспериментальными функциями 
(22), полученными по результатам опытных испытаний. 

В качестве критерия близости обычно используют средний квадрат 
отклонений между значениями выбранной выборочной экспериментальной 
функции φэ(ti) и соответствующей теоретической кривой φт(ti) в виде  

    



К

i
iТiЭ tt

К
D

1

2
ЭТ

1
.                                                 (24) 

Очевидно, функции φэ(ti) и φт(ti) должны быть одноименными и отражать 
или функцию вероятности безотказной работы P(t) или плотность вероятности f(t) 
или, наконец, интенсивность отказов λ(t) для реального (экспериментального) и 
теоретического распределений. 

Во многих случаях, особенно когда экспериментальная функция φэ(ti) 
существенно меняется в разные моменты времени ti, более «чутким» критерием 
различия экспериментальной и теоретической функций является так называемый 
относительный средний квадрат отклонения, определяемый в виде 
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К сожалению, в настоящее время не существует таких аналитических 
методов решения, которые в ходе минимизации функционала (24) или (24, а) 
позволяли сразу найти и оптимальный закон распределения (з. р.) φт(ti) и его 
оптимальные параметры (точечные оценки). Поэтому на практике применяют 
метод, который называют «синтез через анализ». Он включает в себя несколько 
последовательно выполняемых процедур – этапов.  

На первом этапе, ориентируясь на вид выбранной экспериментальной 
зависимости φэ(ti), i  К,1 , выбирают несколько типов теоретических законов 
распределения, которые имеют теоретические зависимости φт(ti), подобные 
экспериментальной кривой.  

На втором этапе для каждого из выбранных теоретических законов 
(например, р-го) подбирают его параметры (параметры закона) таким 
образом, чтобы минимизировать (24) (далее мы увидим, что эту процедуру 
можно выполнить несколькими способами (например j-м способом) и каждый 
из них следует проверить).  

На третьем этапе выбирают тот теоретический закон распределения (его 
называют квазиоптимальным), который обеспечивает минимальное значение 
(24) по сравнению с другими. Алгоритм принятия решения по предлагаемой 
схеме показан на рисунке 2.10. 
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2.5 Определение оптимальных параметров выбранного теоретического 
закона распределения 
 

Как уже говорилось, для каждого из выбранных теоретических законов 
распределения с учетом особенностей поведения его функций P(t), f(t) и λ(t) 
можно предложить несколько вариантов определения параметров этого закона. 
На практике наиболее часто используются методы, получившие название 
«методов моментов» (ММ), «метода максимального правдоподобия» (ММП) и 
«метода наименьших квадратов» (МНК). Рассмотрим их применительно к 
каждому из рассмотренных выше теоретических законов распределения. 

2.5.1 Параметрическая оптимизация экспоненциального закона 
Для данного закона (см. (15, а–е)) неизвестным является один параметр a . 

Используя метод моментов, примем, что среднее время безотказной работы Т0, 
определяемое из (11) и (15, г), примерно равно выборочному среднему М1 
экспериментальной функции, определяемому из (23, а). Тогда 

 

 
 

Рисунок 2.10 – Алгоритм оптимизации закона распределения и его параметров  
по результатам экспериментов 
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1 Анализ экспериментальных функций φэ(t), отбор 
«похожих» теоретических законов распределения φT(t) 

2 Определение оптимальных параметров для i-го 
закона распределения j-способом. Расчет Dij по (24) 

3 Определение оптимальных параметров закона из 
условия min Dij 

4 Переход к следующему закону распределения  
)1(  pp , повтор шагов по пунктам 2–3 
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Аналогично можно говорить о примерном равенстве среднего квадрата 
распределения (15) и выборочного среднего квадрата опытного распределения. 

Тогда, учитывая (23, б) и (15, г), (15, д), получим 22
22

o
2 M

a
T T   или 
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При использовании метода наименьших квадратов учтем свойство этого 
закона (15, в) и (22). Тогда имеем λi ≈ a . Подберем параметр a  методом 
наименьших квадратов таким образом, чтобы минимизировать функционал 

  .min
1

2



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i
i aQ  

Из условия dQ/d a =0 и с учетом (22, г) получим 
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При использовании метода максимального правдоподобия (ММП) 
неизвестный параметр a  находится на основе использования функции 

правдоподобия, которая определяется в виде [1, 3, 7, 8 ,18] 



M

i
itfL

1
)( , где 

)( itf  определяется из (15, б), M – достаточно большое число анализируемых 
точек. Можно показать [3, 7, 8], что исследование на экстремум функции 

)(aL   в зависимости от параметра a  так же, как и функции )(lnln aL  , 
дает одно и то же оптимальное значение a . Тогда решая уравнение 

0/ln daLd  и учитывая (15, б), придем к выражению  

Взяв производную, придем к уравнению Mta
M

i
i /

1

1
опт 



   и далее –                  

к  выражению, аналогичному (25, а). Следовательно, в данном случае ММП 
дает тот же результат (значение параметра a ), что и метод первого момента. 

Предпочтительность выбора варианта параметра a 1j (j = 1 – 3) оценивают 
по величине среднего квадрата ошибки аппроксимации закона вероятности 
безотказной работы, используя (24), (15, а) и (22, а, б). Тогда 
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Наряду с критерием (25, г) при сравнении нескольких законов 
распределения может быть полезным также и использование критерия 
минимума среднего квадрата ошибки аппроксимации функции плотности 
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вероятности экспериментального закона. Тогда используя (15, б) и (22, в), 
получим  

   
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* )/(5,0exp1 . (25, д) 

То значение ja1 , j = 1, 2, 3, которое обеспечивает наименьшее значение D1j 

или jD 1
* , считается более точным и используется в последующих расчетах. 

 

2.5.2 Параметрическая оптимизация закона Эрланга 
 
Для закона Эрланга (см. выражение (16)) неизвестным также является 

один параметр a . Применяя метод моментов, совместно используем 
выражения (16, г, д) и (23, а, б). Тогда на основании (23, а) и (16, д), т. е. 
приравнивая первые моменты, получим 
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На основании (16, д, е) и (23, б), приравнивая вторые моменты, получим 
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При использовании метода максимального правдоподобия (ММП) с 
учетом (16, б) приходим к решению уравнения 0/ln daLd  или  
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i  Здесь, как и ранее, M – достаточно большое число 

точек анализа. Сравнивая с (26, а), приходим к выводу, что ММП в данном 
случае дает тот же результат, что и метод моментов при сравнении первых 
моментов теоретического и опытного распределений. 

Метод наименьших квадратов (МНК) требует преобразования функций 
P(t), f(t), или λ(t) к виду, удобному для однозначного определения неизвестного 
параметра a . Здесь возможны несколько вариантов. В первом случае 
целесообразно использовать функцию 
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Для удобства вычислений по формуле (26, в) полезно использовать (22, д). 
Во втором случае удобно использовать функцию )(t , определяемую из 

(16, в)  для моментов времени ti и ti+1 = ti + Δt. Тогда 
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Как и в предыдущем параграфе, выбор предпочтительного значения jа2 ,    
j = 1–4 из (26, а–г) производят, ориентируясь на оценку среднего квадрата 
ошибки аппроксимации, используя (24), (16, а) и (22, а, б). Тогда для j = 1–4 
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Если для сравнения с другими законами распределения более наглядно 
производить сравнение по функциям плотности вероятности теоретического и 
опытного законов, то тогда средний квадрат ошибки аппроксимации находят, 
используя (16, б) и (22, в) в виде 
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В последующих расчетах используется то значение jа2 , которое 

обеспечивает минимальное значение D2j или jD 2
* . 
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2.5.3 Параметрическая оптимизация закона Рэлея 
 
Для закона Рэлея (см. выражение (17)) оптимизируемым является один 

параметр a . Применяя метод моментов, можно двумя способами определить 
этот параметр. Так, используя (17, г) и (23, а), т. е. приравнивая первые 
моменты теоретического и экспериментального распределений, получим 
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Приравнивая вторые моменты распределений (17, з) и (23, б), получим 
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При использовании метода максимального правдоподобия (ММП), как 
и ранее, анализируется функция  
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 , что совпадает с (17, ж) и 

(27, б). Таким образом, в данном случае ММП дает тот же результат, что и при 
использовании равенства вторых моментов теоретического и опытного 
(эмпирического) распределений. 

При использовании метода наименьших квадратов (МНК) можно 
применить как условие (17, в), так и (17, г). При использовании (17, в) подбор 

параметра a  сводится к задаче минимизации функционала   
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которое с учетом (22, г) приводится к виду  
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При использовании выражения (17, г) в соответствие с методом наимень-
ших квадратов подбор параметра a  сводится к минимизации функционала 
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Как и для предыдущих законов, предпочтительным считается тот вариант 
параметра jа3 , j = 1 – 4 , который для закона Рэлея обеспечивает минимум среднего 
квадрата ошибки аппроксимации закона вероятности безотказной работы: 
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Если сравниваются функции плотности вероятности теоретического и  
эмпирического закона, то тогда используют (17, б) и (22, в) 
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2.5.4 Параметрическая оптимизация закона Вейбулла 
Для закона Вейбулла (см. выражение (18)) необходимо оптимизировать два 

параметра: a  и b. Как видно из (18, г) и (18, д), метод моментов не позволяет 
непосредственно определить эти параметры, поскольку и первый, и второй 
моменты распределения сложным образом зависят одновременно от параметров a  
и b. Также неконструктивным оказывается и метод максимального правдоподобия.  

При использовании метода наименьших квадратов требуется 
предварительно провести определенные преобразования над известными 
функциями P(t), f(t), и λ(t), чтобы привести их к системе линейных уравнений 
относительно оптимизируемых параметров. Целесообразно в качестве 
исходной преобразуемой функции выбрать функцию (18, в):   1 babtt , 
считая известными ее значения в моменты   titi  5,0 , Кi ,1 . Логарифмируя 
обе части равенства, приходим к выражению вида 

       ii tbabt ln1lnln  , 
которое с учетом введенных обозначений: 

1)   0ln Xab  ; 2)   01 Yb  ; 3)   iiit  lnln ; 4)   iit ln  (28, а) 
приводится к уравнению вида: .000  iiYX  
Последнее является линейным относительно неизвестных переменных 0X  и 0Y .  

Будем подбирать эти переменные таким образом, чтобы они 

минимизировали функционал  



K

i
iiYXQ

1

2
00 . Из решения системы 

уравнений: 1) 0/ 0 dXdQ ; 2) 0/ 0 dYdQ , приходим к системе уравнений вида 
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1) 



К

i
i

К

i
iYКX

11
00 ; 2) i

К

i
i

К

i
i

К

i
i YX  

 11

2
0

1
0 . (28, б) 

Система двух линейных относительно 0X  и 0Y  уравнений решается 
известным образом, в результате получаем  












 К

i
i

К

i
i

К

i
i

i

К

i
i

К

i
i

К

i
i

К

i
i

К
X

111

2

111

2

1
0 ; 












 К

i
i

К

i
i

К

i
i

i

К

i
i

К

i
i

К

i
i

К

К
Y

1

2

11

111
0 . (28, в) 

Учитывая (28, а) и (28, в), определяем искомые параметры: 

01 Yb  ; 
 

0

0
1

exp
Y
Xa


 . (28, г) 

При расчете по формулам (28, г) и (28, в) целесообразно использовать 
приводимые ниже упрощения: 

1) 







 



К

i
i

К

i
i

К

i
i

111
lnln ; 

2)      !2)!2(ln
2!

!2lnlnln)5,0ln()5,0ln(ln 2
2

1111
KKt

K
КtКtitit KK

K

К

i

К

i

К

i
i

К

i
i 



 



; 

3)      22
1

2

1

2

1

2

1

2 ln
!2

)!2(lnln2)5,0(lnln)5,0ln()5,0ln( tК
K

Ktititi K

К

i

К

i

К

i

К

i
i 










 



;  

4) 


















 

 !2
)!2(ln 2

2
2

111 K
Kt

K

KК

i
i

К

i
i

К

i
i ;                 (28, д) 

5)    
















 







К

i

i
К

i
i

К

i
i

К

i
ii

К

i
ii ittit

1

ln

1111
)5,0(lnln)(lnln)5,0ln(lnlnln . 

В этих формулах i   определяется из (22, г). 
После определения оптимальных параметров распределения a  и b 

рассчитывается средний квадрат ошибки аппроксимации 

      
2

1
14 5,05,0exp1 


 

К

i
ii

b PPtia
К

D , (28, е) 

если сравниваются функции вероятности безотказной работы для 
теоретического и экспериментального законов. 

Иногда удобнее ориентироваться на средний квадрат ошибки 
аппроксимации функций плотности вероятности теоретического и 
экспериментального законов. Тогда используя (18, б) и (22, в), получим 

 
2

1 0

1
4 exp1 















К

i

ib
i

b
i tN

natabt
К

D , (28, ж) 

где, как и ранее,    Kititi ,1,5,0  . 
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2.5.5 Параметрическая оптимизация нормального закона 
Для нормального закона (см. выражения (19)) характерно, что два его 

параметра: Тн и н – легко определить на основе метода моментов. Тогда с 
учетом (19, д) и (23, а), т. е. приравнивая первые моменты, получим 

 



K

i
ini

N
tMТТ

10
11нн 5,0 Δ . (29, а) 

С учетом (19, е) и (23, б), т.е. приравнивая вторые моменты, получим 
2 К

2 2 2 2 2
н н1 2 1 н1

10

 ( 0,5) i
i

tM M i n T
N 


        . (29, б) 

Другой вариант расчета параметров нормального закона основан на 
использовании функции правдоподобия, определяемой в виде [18] 

 
 

 











 



М

i
нiММ

М

i
i TttfL

1

2
2

нн1 σ2
1exp

σπ2

1 , 

где М – общее число анализируемых точек по времени (М >> 1). 
Оптимальные параметры Тн и н находят путем решения системы уравнений  

1) 0/ln н  TL  и 2) 0 σ/ln н L . 
Можно показать, что в этом случае  

;
1

12нн 



M

i

i M
M
tТТ  (29, в) 

  . σ σ 2
12

2

1

2
н2

2

1

2
2н2

2н
2

н MMST
M
t

M
Tt M

i

i
M

i

i 


 


 (29, г) 

Следовательно, в данном случае метод максимального правдоподобия 
дает те же результаты, что и метод моментов. 

В исследованиях [4] показано, что с целью уменьшения влияния разброса 
экспериментальных наблюдений на параметры нормального закона последние 
целесообразно определять по критерию максимальной устойчивости: 

1) 






 К

i
i

К

i
ii

f

ft
ТТ

1

1
н3н ; 2) 

 
.

5,0
 σ σ

1

1

2
н

2
н3

2
н










 К

i
i

К

i
ii

f

fTt
 

Если в этих выражениях умножить числитель и знаменатель дроби на величину 

Δt и учесть, что 0,1
1




tf
К

i
i , то получим  

1н3н ТТ   (см. (29, а)); 2
1н

2
н3 σ2σ   (см. (29, б)). (29, д) 

Четвертый вариант определения параметров нормального закона Тн и н 
основан на использовании метода наименьших квадратов. С этой целью 
найдем значения функции плотности распределения f(t) (см. (19, а)) для двух 
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значений t1 = ti и t2 = tj: f(t = ti) = fi; f(t = tj) = fj. Тогда 
   











 
 2

н

2
н

2
н

σ2
exp

TtTt
f
f ij

j

i  

и после логарифмирования получаем 

    0lnσ2 2
н

2
н

2
н 












j

i
ij f

fTtTt , где titi  )5,0( , tjt j  )5,0(

. 

(30, а) 

Введем обозначения: 

0
н Х
t

Т



; 02

2
нσ Y
t



; 1 ij ; i

i

i
f
f


1

ln . (30, б) 

Тогда предыдущее уравнение (30, а) приведется к виду 
.000  iYXi  

По методу наименьших квадратов необходимо подобрать такие значения 

Х0 и Y0, которые бы минимизировали функционал  





1

1

2
00

К

i
i iYXQ . Для 

этого следует решить систему уравнений вида: 1) 0/ 0  XQ  и 2) 0/ 0  YQ  
относительно неизвестных Х0 и Y0. Можно показать, что эта система имеет вид 

   
2
11

1

1
00

KКYКX
К

i
i


 




; 

(30, в) 














1

1

1

1

2
0

1

1
0

К

i
i

К

i
i

К

i
i iYX . 

Обозначим коэффициенты и постоянные члены в (30, в) с учетом (30, б): 




 



 





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1

1

1

1

1 1
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1
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i Кi

i
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i
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i
i f

f
f
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f
f ; 




 






1

1 1

2
1

1

2 ln
К

i i

i
К

i
i f

f ; 
1 1

1 1 1

ln
iК К

i
i

i i i

fi ,
f

 

  

 
     

 
   (30, г) 

где значения if  берутся из (22, в). 
Тогда решение системы (30, в) запишется в виде 

  
 

;
1

5,01
20 


К
KКY  

(30, д)  
  20 1

15,0



К
КKX . 

С учетом (30, б) и (30, д) получим окончательно 
2 2 2

н н4 0Y t     ; .04нн tXTT   (30, е) 
В отличие от других законов распределения, рассматриваемых выше, 

нормальный закон для определения вероятности безотказной работы Р(t) в момент 
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времени ti требует обращения к табличной функции Лапласа (см. выражение (19)). 
Тогда средний квадрат ошибки отклонения выбранного теоретического закона 
распределения с параметрами Тнj и нj, j = 1 – 4, определяется в виде 

 
2

1
1

н

н
05 5,05,01
































К

i
ii

j

ji
j PP

Tt
Ф

К
D , (31, а) 

где, как и ранее,   titi  5,0 , iР , 1iР  – экспериментальные значения веро-
ятности безотказной работы для t = ti и t = ti-1 (см. (22, а, б)), Ф0(z) – табличная 

функция Лапласа, определяемая для 
 

j

j
i

Tti
zz

н

н5,0



 (см. 19, в) 

В ряде случаев удобнее определить средний квадрат ошибки аппроксимации, 
сравнивая функции плотности вероятности теоретического и экспериментального 
законов распределения. Тогда, используя (19, а) и (22, в), получим 

  2

1 0н
2

2
н

н
5 σ2

exp
2σ

11 




















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








 





К

i

i

j

ji

j
j tN

nТt
К

D . (31, б) 

Расчет по (31, а, б) проводится для всех j=1 – 4. Оптимальными считаются те 
значения  jjТ нн σ , , которые обеспечивают минимум jD5  или jD 5

 . 

2.5.6 Параметрическая оптимизация усеченного нормального закона 
Для усеченного нормального закона (см. выражение (20)) необходимо 

оптимизировать два параметра: Тун и ун. Как видно из (20, г) и (20, д), по 
методу моментов невозможно непосредственно определить эти параметры, 
поскольку и первый, и второй моменты распределения, определяющие параметры 
Т0 и Т, сложным образом одновременно зависят от параметров Тун и ун. 
Аналогичный вывод касается и метода максимального правдоподобия.  

На наш взгляд, наиболее эффективным в данном случае является метод 
наименьших квадратов, который, как следует из преобразований (30), 
пригоден как для неусеченного, так и усеченного нормального законов. При 
этом оказалось, что если осуществлять такие же процедуры преобразования над 
функцией плотности распределения )(tf из (20, а), какие ранее применялись к 
функции )(tf  из (19, а), то можно полностью использовать результаты (30, а)–
(30, е). Далее по рассчитанным на основании (30, е) параметрам Тун и ун 
определяется поправочный множитель )σ,( унунун TC  – см. (20, а) и (19, в). 
Таким образом, порядок расчета имеет вид 

00,YХ  – из (30, д); (32, а) 
2

0
2

унσ tY  ; tXT  0ун ; (32, б) 

уС  – из (20, а). (32, в) 

После этого находят средний квадрат ошибки между теоретическим и 
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экспериментальным законами распределения: 

  ;

2

1
1
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
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i
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ФС

К
D  (32, г) 

 2

ун
6 2

1 ун 0ун

2
1

22

К
iу i

i

t ТС nD exp
К N t





      
    

  
 . (32, д) 

Здесь (32, г) определяет средний квадрат ошибки для функции вероятности 
безотказной работы; а (32, д) – для функции плотности вероятности. При этом 
параметры экспериментального закона определяются, как и ранее, из (22), 

  titi  5,0 , )(;,1 0 zФKi  – табличная функция Лапласа, определяемая для 

ун унi iZ Z ( t T ) /     (см. (19, в)). 
 

2.5.7  Выбор и обоснование оптимального теоретического закона 
раcпределения 

Как уже говорилось в подразделе 2.4, в качестве оптимального 
теоретического закона  выбирается  тот  из  числа  рассмотренных  (см.  подраз-
дел 2.3), который обеспечивает минимальное значение среднего квадрата 
ошибки между выборочными значениями одноименных функций 
экспериментального (эмпирического, опытного) и каждого из рассматриваемых 
теоретических законов распределения (см. (24), (24, а) и рисунок  2.10). При 
малых различиях между полученными данными  целесообразно находить 
относительную величину qssq DDD /  или   qssq DDD / , где s = 1, 2,...6 – 
текущий номер теоретического закона (см. подпункты 2.5.1 – 2.5.6), q – номер 
закона, выбранный условно в качестве опорного. Очевидно, при s = q имеем 

1 
sqsq DD . 

В случае если несколько (два и более) теоретических закона дают 
приблизительно одно и то же значение sqD  или  sqD , целесообразно 
выбирать тот из них, который дает минимальное значение среднего квадрата 
отклонения sD  или 

sD  на укороченном интервале 0 < ti  < tmin (см. (23, а)) или 
соответственно для числа точек 

  ,/;0 min
** ttKKi   (33) 

где *K  – ближайшее меньшее целое от величины tt /min , ( KKtt  *
maxmin , ). 

Тогда   расчет   sD   и  
sD   ведется  по   вышеприведенным  формулам  для 

i = 0, 1,…К*, т. е. для тех времен безотказной работы, где вероятность 
безотказной работы достаточно велика (Pi   0,5) и где близость теоретического 
и опытного законов распределения позволяет более точно прогнозировать 
гарантированное время работы проектируемого изделия. 
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2.6 Определение показателей надежности по результатам укороченных 
испытаний 

 
Как уже говорилось (см. подраздел 2.4), в режиме форсированных 

(ускоренных) опытных испытаний оценивается время безотказной работы 
представительной партии однотипных изделий, когда условия их работы 
существенно отличаются от реальных эксплуатационных условий. 

Вследствие «тяжелых» условий работы изделий в режиме форсированных 
испытаний (повышенная или пониженная температура, повышенные или 
пониженные питающие напряжения, вибрации, удары и т. п.) изделия 
сравнительно быстро выходят из строя. В результате за относительно 
небольшое время испытаний удается  вывести из строя всю опытную партию и 
тем самым получить достаточную информацию о примерных вероятностных 
законах безотказной работы в таком режиме. 

Главная задача при этом – определить оптимальный теоретический закон 
распределения времени безотказной работы, наилучшим образом описывающий 
результаты испытаний (см. подраздел 2.5). Главная трудность – обеспечить 
эквивалентность (пропорциональность по времени) законов распределения времени 
безотказной работы в режиме форсированных и нормальных испытаний.  

Если это выполнено, то тогда можно считать, что оптимальный закон 
распределения, найденный по результатам форсированных испытаний, сохраняется 
(с точностью до значений параметров этого закона) на этапе проведения испытаний 
в нормальных условиях. Тогда в режиме нормальных испытаний эксплуатации 
остается только задача определения параметров этого закона.  

Эту задачу можно решить, используя режим укороченных испытаний, 
когда используется только начальный участок зависимости вероятности P(t) 
или плотности вероятности f(t) времени безотказной работы. 

Расчет показателей надежности в режиме укороченных испытаний в 
нормальных условиях опирается на таблицу опытных данных, которую 
оформляют, как правило, по образцу таблицы 2.1 (см. подраздел 2.4), где i – 
порядковый номер интервала времени ti = iΔtэ, ni – число изделий, вышедших из 
строя в промежутке времени .1 ii ttt   

Характерным отличием этой таблицы от упомянутой выше является то, 
что интервал времени Δtэ в десятки, а то и в сотни раз больше, чем интервал Δt 
в режиме форсированных испытаний (как правило, Δt – не более нескольких 
дней или недель, Δtэ – как правило несколько месяцев или даже лет). При этом 
число изделий ni, выходящих из строя на интервале Δtэ, как правило, невелико 
(обычно несколько единиц). Кроме того, невелико также и число самих 
исследуемых интервалов: i[1, m], m < K, где К – число интервалов в режиме 
форсированных испытаний. 

Формулы для расчета показателей надежности определяются в 
зависимости от выбранного (и обоснованного ранее) теоретического закона. В 
предыдущих разделах было показано, что для выбранного (заданного) 
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вероятностного закона выбор параметров этого закона может производиться 
различным образом, при этом оптимальное значение параметра определяется в 
результате нахождения минимума среднего квадрата отклонения между 
теоретическим и экспериментальным законами. 

В режиме укороченных испытаний можно использовать только небольшое 
число отказов на начальном участке функции вероятности или плотности 
вероятности безотказной работы. Тогда при выбранной функции закона 
распределения расчет его параметров ведут, как правило, по методу 
наименьших квадратов (МНК). Другие варианты определения параметров, 
например, метод моментов, метод максимального правдоподобия и т. п., 
принципиально требуют большого массива опытных данных, охватывающих 
поведение исследуемой функции в широкой области значений. 

Обозначив параметры закона в режиме нормальных испытаний 
(эксплуатации) буквами  эbэa ,  и используя материалы подраздела 2.5, найдем 
функции и параметры закона в этом режиме. 

А. Экспоненциальный закон 

a)    tatP ЭЭ exp  ;   б)  
  


m

i ii

i
NNtm

na
1 1Э

Э
2 ;   в)   .1 ГЭ

ГЭ
Эa
РT 

 
г) ;1 ЭОЭ aT        д) .1 ЭТЭ a  

(34, а–д) 

Здесь  использованы  выражения  (25, в), (22, г) и (15, а–e); ТГЭ – 
гарантированное время нормальной работы (эксплуатации) при 
гарантированной вероятности РГЭ. Полагая, что точка с координатами (РГЭ, ТГЭ) 
принадлежит функции РЭ(t), проходящей через точки  Э ЭiP i t   , и что для 
этих точек также справедлива функциональная связь типа уравнения (34, в), 
найдем параметр закона в виде среднего арифметического: 





m

1
ЭЭ

m

1i Э

Э
АЭЭ )1()1(1

Δ
1

i
i

i* /iPt/m
mti

Paa .                      (34, е)    

 
Б. Закон Эрланга второго порядка 

Здесь используем (16, а–ж), (26, в, г), (22, г). Тогда 
 a)       tatatP ЭЭЭ exp1  ;   

 б)   

1
1

Э1
1Э 1 Э

1
1 0 5

m
i i

i i i

m
a

t ( i , ) t




 

 


     
 ;  

 ii

i
i NNt

n



1Э

2 ;    

  в)   ;;
)5,0(

)5,0(
)1(

1
1

1

1

1

Э
2Э iii

m

i i

ii

i
i

tm
a 





 







   
  (35, а–е) 

           г) 
Э

ГЭ
ГЭ

1
а

Р
T


 ; д) ;2 ЭОЭ aT   е) .2 ЭТЭ a  

По аналогии с экспоненциальным законом найдем приближенное значение 
параметра аЭ, полагая, что точка с координатами (РГЭ, ТГЭ), определяемая  из 
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(35, г), принадлежит множеству точек  Э ЭiP i t   . Тогда среднее 
арифметическое значение параметра аЭ равно 

m m
2

Э БЭ Э Э Э Э
1 1

1 1 (1 ) (1 )*
i i

i i
a a ( P ) / i t / m t P / i

m  

        .                      (35, ж) 

  
В. Закон Рэлея 
Здесь можно использовать метод наименьших квадратов (МНК), применяя 

его к (17, в) или к (17, ж). Тогда по аналогии с (27, в), (27, г) приходим к 
выражениям 

a)    2
ЭЭ exp tatP  ;    

б)   
  





m

i ii

i
э NN

in
tmm

a
1 1

2
Э

21
)5,0(

14
12 ; 

(36, а–е) в)  
Э

1
2Э 2 tm

a m



 ; 
 ii

i
i NNt

n



1Э

2  ;   

г) 
Э

ГЭ
ГЭ

1
а
РT  ; д) ;

4 Э
ОЭ а

T 
 е) .

4
4

Э
ТЭ а




 
 

Для закона Рэлея так же, как и для предыдущих законов, возможно более 
быстрое, хотя и менее точное определение параметра закона Эа , исходя из 
предположения, что точка с координатами (РГЭ, ТГЭ), определяемая из (36, г), 
принадлежит семейству точек  tiP i Э .  Тогда 

m m
2 2 2

Э ВЭ Э Э Э Э
1 1

1 1 (1 ) (1 )*
i i

i i
a a ( P ) / ( i t ) / m t P / i

m  

        .             (36, ж)   

При окончательном решении выбирают тот вариант определения пара-
метра Эа , который по аналогии с (27, д) минимизирует средний квадрат ошибки 

   
2

2
3 Э 1

1

1 exp 0,5
m

J j i Эi Эi
i

D a t P P
m






      ,        (36, з) 

где j = 1–3, ti = (i – 0,5)Δtэ; PЭi и PЭi–1 – результаты опыта по (22, а, б) в режиме 
нормальной эксплуатации.        

 
Г. Закон Вейбулла 
Двухпараметрический закон Вейбулла (см. (18)) по результатам 

укороченных испытаний в нормальном режиме эксплуатации характеризуется 
набором  данных, который подобен (22) и отличается величиной интервала Δtэ 
(вместо Δt) и числом учтенных точек i [1, m] (а не К). С учетом этих 
изменений параметры закона a  и b определяются из (28, г, д) с учетом (22, г). 

При малом числе экспериментальных данных расчёт параметров закона 
Вейбулла Эa  и Эb по (28, в, г) может дать большие ошибки. В этом случае 
удобно принять во внимание, что вероятностные законы P(t), f(t), λ(t) для 
режимов форсированных и нормальных испытаний всегда подобны друг другу (в 
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противном случае следует признать, что режим форсированных испытаний 
выбран неправильно). Как видно из анализа рисунков 2.5, это будет выполняться, 
если принять Эb b , где параметр b известен по результатам форсированных 
испытаний (см. (28, в, г)). Тогда, учитывая (18, в), можно записать 

  э 1
i Э Э ,b

i it t a b t       i[1,m], 
где i  определяется из (22, г), а ti=(i-0,5)Δtэ. Применяя метод МНК, 

определяем значение параметра Эa , которое наилучшим образом описывает 
поведение экспериментальной функции i : 

Э

m
1

Э
1Э

1 [ 0 5 э] b
i

i
a ( i , ) t .

mb




     
 
(37)

 

Зная параметры закона Эa  и Эb , затем определяем показатели закона ТОЭ, 
σОЭ, PГЭ, TГЭ, используя формулы (18, а-з). 

 
Д. Нормальный закон 
Для нормального закона (см. (19)), учитывая укороченный режим 

испытаний (т.е. малое число точек функций вероятности безотказной работы), 
целесообразно использовать только метод наименьших квадратов (формулы 
(30, а–е)). При этом учитываются результаты испытаний типа (22) для i[1, m] с 
заменой К→m и Δt→Δtэ. Соответственно, ошибка аппроксимации 
рассчитывается из (31, а), а гарантированное время наработки – из (19, ж). 
Параметры обозначаются соответственно Тнэ, σнэ, Pгэ, Tгэ. 

При малом числе экспериментальных данных расчёт параметров закона 
ТНЭ  и σНЭ по (30, г-е) может давать большие ошибки. В этом случае 
целесообразно учесть подобие вероятностного закона в режиме форсированных 
и нормальных испытаний, а именно условие ТНЭ/σНЭ = ТН / σН =C. Здесь С=const 
и определяется по результатам форсированных испытаний. 

Тогда с учётом (30, а, б) придём к условию 
2

Э 1
2

э

э э

σi ln
t t

Н i

i

нТ f ,
f
 

   
i m,1 . 

Применяя метод МНК к этому выражению, получим равенство 
2 21

Э 1 Э
2 2

1 1

э

э э э

σ 1 σ1 (i ln ln
t t 2 t

m
Н i Н m

i i

нТ f m ( m ) f( m ) ) ,
f f






 
    

    

которое с учётом ТНЭ / σНЭ =С приводится к виду 
2

2
1

э э
э э

m tt ln
2 1

mн
н

( Т ) fТ .
C ( m ) f


  

     (38, а) 
Приближённое решение этого уравнения имеет вид 

2

1

э

э

1
t 2m

нТ ( m )C m .
ln( f f )


 

      (38, б)
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Для известных ТНЭ и Э эσН нТ C далее рассчитывают TГЭ и PГЭ, используя 
(19, ж) и приложение Б. 

 
Е. Усеченный нормальный закон 
Если в результате расчетов характеристик надежности в режиме 

форсированных испытаний оказалось, что наилучшее приближение к 
эксперименту обеспечивает усеченный нормальный закон (см. (20)), то, 
очевидно, и в нормальном режиме эксплуатации он будет справедлив. Тогда по 
результатам укороченных испытаний необходимо только определить 
параметры усеченного нормального закона Тун и ун для нормальных условий 
эксплуатации Тун.э и ун.э. 

Учитывая, как правило, малый объем экспериментальных данных 
(испытания проводятся в течение небольшого периода времени и число 
вышедших из строя изделий также мало), а также сложный нелинейный 
характер зависимостей между функциями надежности ( ), ( ), ( )P t f t t  и 
параметрами Тун и ун, целесообразно использовать только метод наименьших 
квадратов (см. (32) и (30)). При этом учитываются результаты нормальных 
испытаний типа (22) для i [1, m] с заменой )( KmmK  и 

)( tttt ЭЭ  . Следовательно по сравнению с режимом форсированных 
испытаний в данном случае уменьшается число экспериментальных точек и 
существенно увеличивается масштаб по времени. При этом ошибка 
аппроксимации теоретическим законом реальных функций надежности 
оценивается аналогично (32, г, д), а гарантированное время наработки на отказ 
для заданного значения Pгэ рассчитывается аналогично (20, е). 

С целью повышения точности расчётов для усечённого нормального 
закона целесообразно учесть подобие вероятностных законов в режиме 
форсированных и нормальных испытаний, а именно условия: 

1) y yyн н yн.э н.эσ σ ;Т Т С               2) y у.эC C ,  (см. (20, а)), 

где  Тун, ун, C и yC – параметры, определённые для режима форсированных 
испытаний. 

При известных значениях С по результатам испытаний if , (см. (22, в)),       
i m,1 , рассчитывают Тун.э по той же формуле, что и Тнэ для нормального закона 
(см. (38), пункт Д). Далее, зная Тун.э, yн.э yн.эσ CТ  и коэффициент y у.эC C , по 
формулам (20, г, д, е) определяют среднее Тоэ и гарантированное Тгэ время 
эксплуатации в нормальных условиях. 

Примечание – Во многих случаях полезно знать не только среднее зна-
чение параметров вероятностного закона, но и возможный разброс (интервал) 
значений этих параметров. Это позволяет определить, соответственно, и раз-
брос значений показателей закона ГܶЭ, ଴ܶЭ, σ ТЭ относительно их средних значе-
ний, которые определены выше. Наиболее просто эта задача решается для од-
нопараметрических законов (А, Б, В) и, в частности, когда среднее значение па-
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раметра определяется по приближённым выражениям (34, е), (35, ж), (36, ж).    
В этом случае среднее квадратическое отклонение ܽߪ расчётного параметра ܽ 
определяется по известной методике обработки результатов многократных на-
блюдений (см., например, [1, 3, 7, 8]): 

А. Для экспоненциального закона, используя (34, е), получим 
σܽАЭ = { ଵ

௠(௠ିଵ)
∑ (ଵି௉Э೔

௜∆௧э
− ܽАЭ)ଶ}଴,ହ௠

௜ୀଵ ; 
 Б. Для закона Эрланга, используя (35, ж), находим 

σܽБЭ = { ଵ
௠(௠ିଵ)

∑ [(ଵି௉Э೔)బ,ఱ

௜∆௧э
− ܽБЭ]ଶ}଴,ହ௠

௜ୀଵ ;  
 В. Для закона Рэлея (на основании (36, ж)) 

σܽВЭ = { ଵ
௠(௠ିଵ)

∑ [ଵି௉Э೔

௜మ∆௧э
మ − ܽВЭ]ଶ}଴,ହ௠

௜ୀଵ  . 
Далее известным образом определяют доверительный интервал отклоне-

ния ∆ܽ рассчитываемого параметра относительно его среднего значения ܽ по 
формуле: ∆ ௝ܽ = ௦ݐ · σ ௝ܽ, где ݆ = АЭ, БЭ, ВЭ; ts – коэффициент Стьюдента, завися-
щий от принятой доверительной вероятности ஑ܲ и числа наблюдений m.  

В частности, при ஑ܲ = 0,95 и ݉ = 4; 6 и 8 имеем соответственно 
௦ݐ =   3,18; 2,57 и 2,36 [3, 8, 9, 18, 25, 26]. Полагая, что истинное значение пара-
метра лежит в интервале значений ௝ܽ ± ∆ ௝ܽ, затем на основании  соответст-
вующих выражений (34) – (36) рассчитывают доверительный интервал возмож-
ных значений показателей закона. Например, для экспоненциального закона на 
основании (34, в), (39, а) получим: 

 

                   ГܶЭ ୫୧୬ =
1 − ГܲЭ

ܽАЭ + ௦ݐ · σܽАЭ
;  ГܶЭ ୫ୟ୶ =

1 − ГܲЭ

ܽАЭ − ௦ݐ · σܽАЭ
.                              (40) 

 
Для остальных показателей этого закона ( ଴ܶЭ, σТЭ), а также для других 

законов расчёты выполняются аналогично. 
На основе изложенного выше материала разработано программное и 

методическое обеспечение для выполнения компьютеризированной 
лабораторной работы №5 по учебной дисциплине «Квалиметрия и системный 
анализ» под названием «Прогнозирование показателей надежности 
технических систем по результатам испытаний». Лабораторная работа 
предназначена для студентов БГУИР, обучающихся по специальности 
«Метрологическое обеспечение информационных систем и сетей», но может 
быть использована и студентами других специальностей и вузов при изучении 
вопросов надежности различной техники и технологий. 

Для индивидуализации лабораторной работы разработано большое число 
разнообразных исходных данных, которые отражают результаты испытаний 
технических систем в режиме форсированных и нормальных (эксплуата-
ционных) испытаний (приложения В и Г). 

 
 

 (39, а) 

 (39, б) 

 (39, в) 
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3 Содержание лабораторной работы и порядок ее выполнения 
 

3.1 Выбор исходных данных. Ознакомьтесь с условиями предлагаемого 
вам варианта результатов опытных испытаний технической системы (ее веро-
ятностных характеристик – В. Х.) в режиме форсированных испытаний (В. Х. ф.) 
и нормальной эксплуатации (В. Х. э), № – порядковый номер варианта (см. 
приложения В и Г). 

Для режима форсированных испытаний задается число интервалов ис-
пытаний К (К > 10) и число изделий ni, отказавших на i-м интервале времени в 
промежутке (i – 1)t ≤ t ≤ iΔt , i[1, K], а также величина интервала Δt или об-
щее время испытаний Δtmax = KΔt. Общее число изделий N0, поставленных на 
испытания, для всех вариантов постоянно: N0 = 100 (см. приложения В и Г). 

Для режима укороченных испытаний задается: закон вероятности безот-
казной работы (э – экспоненциальный, Эр – Эрланга второго рода, Р – Рэлея,     
В – Вейбулла, н – нормальный, ун – усеченный нормальный); величина элемен-
тарного интервала испытания в нормальных условиях эксплуатации Δtэ; общее 
время проведения испытаний в укороченном режиме Δtту или число интервалов 
наблюдений m = Δtту/Δtэ; количество изделий ni, отказавших на i-м интервале 
времени испытаний в промежутке (i – 1)tэ ≤ t ≤ iΔtэ, для i m,1 . 

Параметры в режиме укороченных испытаний приведены в таблицах 
приложения Г и задаются преподавателем индивидуально в зависимости от ви-
да вероятностного закона, обоснованного по результатам ускоренных (форси-
рованных) испытаний.  

В этих таблицах приводятся также значения гарантированной вероятно-
сти безотказной работы PГЭ, для которой затем потребуется определить гаран-
тированное время безотказной работы ТГЭ. 

3.2 Включите программу моделирования в режиме ускоренных (форси-
рованных) испытаний. Для этого на рабочем столе найдите папку «Прогнози-
рование 1» и откройте ее. Запустите программу «Лабораторная работа № 5». 

3.3 В рабочем окне программы (рисунок 3.1) введите исходные данные 
для режима ускоренных испытаний: количество промежутков времени [K] , 
длину элементарного интервала [t] и число изделий, вышедших из строя на i-м 
промежутке времени [ni]. По этим данным и формуле (22, б) строится конкрет-
ная зависимость вероятности безотказной работы P(ti = (i – 0,5)Δt) = φ(ti) (для 
примера на рисунках 3.2 – 3.7 показан вариант кусочно-линейной функции, по-
строенный по данным таблицы 2.1). 
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Рисунок 3.1 – Рабочее окно программы  

для прогнозирования показателей надежности 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 3.2 –  Экспериментальные           
зависимости и теоретические функции  

для экспоненциального закона 

3.4 В рабочем окне программы (рисунок 3.1) выберите тип теоретическо-
го (аппроксимирующего) вероятностного закона, например, экспоненциаль-
ный (э). В этом случае программа рассчитывает оптимальный параметр закона 
a1j, j = 1, 2, 3 (см. формулы (25)), который соответствует каждому j-му крите-
рию оптимизации: при j = 1 обеспечивается равенство первых моментов теоре-
тического и экспериментального (опытного) распределения; при j = 2 – равен-
ство вторых моментов, при j = 3 параметр a1j рассчитывается по методу наи-
меньших квадратов (см. (25, в)). 

По рассчитанным значениям параметра a1j строится соответствующая 
функция P1j(t) для данного теоретического закона (в данном случае по формуле 
(15, а)). Примерный вид рассчитанных функций показан на рисунке 3.2. 

3.5 Повторите пункт 3.4, выбрав другой аппроксимирующий закон, на-
пример, Эрланга (Эр). В этом случае получим семейство функций P2j(t), рас-
считанных по формулам (26) для трех возможных критериев оптимизации     
параметра закона  a2j (смотри рисунок 3.3, где функции P2j(t) рассчитаны по 
формуле (16, а)).  

3.6 Повторите пункт 3.4, выбрав аппроксимирующую теоретическую за-
висимость по закону Рэлея (формула (17, а)). Оптимальное значение параметра 
a3j, j = 1 – 3, для трех критериев оптимизации (равенство первого и второго мо-
ментов распределения и минимум квадратов отклонения) рассчитывается по 
формулам (27), а варианты функций P3j(t), соответствующие рассчитанным зна-
чениям a3j, показаны на рисунке 3.4. 
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Рисунок 3.3 – Поведение экспериментальной 
зависимости и теоретических функций  

для закона Эрланга 

Рисунок 3.4 – Экспериментальные            
зависимости и теоретические функции 

для закона Рэлея 
 
3.7 Повторите пункт 3.4, выбрав теоретический закон Вейбулла (см. (18, а)). 

Для него, как следует из (28), два оптимизируемых параметра а и b определя-
ются только при использовании метода наименьших квадратов (МНК). Вариант 
функции P4j(t), рассчитанной по (28) для тех же исходных данных таблицы 2.1, 
показан на рисунке 3.5. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 3.5 – Поведение экспериментальной 
зависимости и теоретических функций  

для закона Вейбулла 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 3.6 – Экспериментальные            
зависимости и теоретические функции 

для нормального закона  

Примечание – Этот метод, в силу особенностей расчетных формул, дает 
большие ошибки, если в исходных данных встречаются интервалы, где ni = 0, при 
этом ni – 1  1 или ni + 1  1. Можно существенно уменьшить ошибки расчета, если при-
нять, например, ni  0,5 и соответственно уменьшить ni – 1 или ni + 1 на 0,5.   В этом случае 

остается неизменной сумма 



К

i
i Nn

1
0 .  

3.8 Повторите пункт 3.4, выбрав в окне рисунка 3.1 нормальный закон 
распределения. Для него, как следует из (29), возможны три варианта оптими-
зации двух параметров закона: Тн и н. В первом случае используется метод 
моментов (формулы (29, а, б)), во втором – по критерию максимальной устойчи-
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вости – формула (29, д). Третий вариант определения оптимальных параметров 
Тн и н основан на использовании метода наименьших квадратов (формулы (30)). 

При расчете по (30) необходимо использовать соображения, высказанные 
в примечании к пункту 3.7.  

Варианты теоретических функций вероятности P5j(t), j = 1, 2, 3, рассчитан-
ные по формулам (29) и (30) и данным таблицы 2.1, приведены на рисунке 3.6. 

3.9 Повторите пункт 3.4, выбрав в окне рисунка 3.1 усеченный нормаль-
ный закон. Для него, как следует из пунктов 2.3.6 и 2.5.6, необходимо оптими-
зировать два параметра (Тун и ун), которые обеспечивают наилучшее приближе-
ние теоретического закона. В этом случае целесообразно использовать только 
метод наименьших квадратов, а для расчета параметров применять формулы 
(30) и (32). Здесь также следует учитывать примечание к пункту 3.7. Пример рас-
считанной таким образом теоретической функции P6(t) приведен на рисунке 3.7. 

3.10 Как видно из рисунков 3.2 – 3.7, различные варианты теоретических 
законов Pij(t), где i  [1, 6], j  [1, 3], по-разному аппроксимируют эксперимен-
тальный закон вероятности безотказной работы, показанный на этих рисунках 
в виде кусочно-ломаной кривой. В качестве критерия «близости» используется 
критерий (24, а) – минимум относительного среднего квадрата отклонений или 
критерий (24) – минимум абсолютного среднего квадрата отклонений.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 3.7 – Экспериментальные            
зависимости и теоретические функции  

для усеченного нормального закона 

 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 3.8 – Итоговая таблица  
для определения закона распределения 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 3.9 – Рабочее окно программы для 
прогнозирования показателей надежности 
по результатам укороченных испытаний 

 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 3.10 – Определение  
гарантированного времени безотказной  

работы по результатам укороченных  
испытаний 
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Для выбора оптимального закона распределения и его оптимальных па-
раметров в рабочем окне программы (см. рисунок 3.1) нажимается вкладка 
«Итого».  При этом для всех законов выводится итоговая таблица со значения-
ми оптимальных параметров и значением среднего квадрата отклонения теоре-
тического закона относительно экспериментального (см. рисунок 3.8). 

3.11 По данным итоговой таблицы (см. пункт 3.10) выбирается тип оп-
тимального вероятностного закона (одного из шести) и его оптимальные па-
раметры (или один параметр), которые обеспечивают минимальное значение 
среднего квадрата отклонения теоретического закона относительно экспери-
ментального. Принимается решение, что именно этому закону будут подчи-
няться результаты испытаний в режиме нормальной эксплуатации. 

3.12 Откройте рабочее окно программы для прогнозирования показателей 
надежности по результатам укороченных испытаний в режиме нормальной 
эксплуатации (рисунок 3.9). Для этого на рабочем столе найдите ярлык «Про-
гнозирование 2». 

По указанию преподавателя для выбранного (по пункту. 3.11 лаборатор-
ной работы) теоретического закона выберите в соответствующем столбце табли-
цы приложения Г исходные данные по результатам укороченных испытаний и 
занесите их в программу. Также укажите число интервалов наблюдения m (как 
правило, m < 10) и отрезок времени, соответствующий одному интервалу Δtэ. 
Введите значение гарантированной вероятности Ргэ и исходное число испытуе-
мых изделий N0. Нажмите кнопку соответствующего теоретического закона, за-
тем кнопку «Вычислить». Появится окно с рисунком, аналогичным рисунку 3.10, 
отображающим поведение экспериментальной и теоретической функций веро-
ятности безотказной работы для режима укороченных испытаний, когда число 
вышедших из строя изделий сравнительно мало и, соответственно, достаточно 
велико значение функции P(t). 

3.13. Для заданного значения вероятности гарантированного времени ра-
боты Ргэ определите по графику рисунка 3.10 примерные значения гарантиро-
ванного времени работы Tгэ для экспериментального и теоретического законов. 
Оцените различие результатов. 

 3.14. Вернитесь снова к рабочему окну (см. рисунок 3.9) и нажмите 
кнопку «Итого». Появится итоговая таблица (по типу рисунка 3.8), в которой бу-
дут указаны для данного закона оптимальные параметры (a или (a, b) или (Тн, σн) 
или (Тун, σун)) и соответствующая величина гарантированного времени работы 
Тгэ. Сравните результаты по данному и предыдущему пунктам. 

3.15 Для определенных значений параметров закона рассчитайте по со-
ответствующим формулам раздела 2.3 среднее время безотказной работы Toэ 
и среднее квадратическое отклонение среднего времени безотказной работы 
тэ = ΔToэ. 
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4 Содержание отчета 
 

Отчет по лабораторной работе должен содержать следующие данные.  
1 Таблица исходных данных опытных испытаний для режима ускоренных 

испытаний вида ni = φ(ti), где Ki ,1 , K – число интервалов наблюдения,    ni – 
число изделий, вышедших из строя на i-м интервале; ti = (i – 0,5)∆t. 

2 Таблица значений основных характеристик надежности (P(t), N(t), f(t), 
(t)) по результатам ускоренных испытаний (аналогичную таблице 2.1) и соот-
ветствующие им графики (аналогичные рисункам 2.2 – 2.7). 

3 Графики изменений теоретических функций вероятности безотказной 
работы ijP (t) для каждого i-го закона вероятности и каждого j-го варианта оп-
тимального параметра этого закона (аналогично  рисункам 3.2 – 3.7). 

4 Таблица значений оптимальных параметров по каждому закону и средних 
квадратов отклонений теоретических законов относительно экспериментального 
(по типу рисунка 3.8) с выделением оптимального закона и его параметров. 

5 Таблица данных эксперимента для укороченных испытаний в режиме 
нормальной эксплуатации.  

6 Графики зависимости вероятности безотказной работы для эксперимен-
тального и теоретического законов в режиме укороченных испытаний, определе-
ние по графикам для заданного значения гарантированной вероятности безотказ-
ной работы Pгэ соответствующего значения гарантированного времени работы Тгэ. 

7 Таблица оптимальных параметров выбранного теоретического закона 
P(t) (один или два параметра) и рассчитанных для него значений параметров 
гарантированного Тгэ и среднего Тоэ времени работы, а также среднего квадра-
тического отклонения тэ среднего времени эксплуатации.  

8 Выводы по работе (в частности, по сходимости результатов расчетов 
для теоретических и опытных законов). 

5 Контрольные вопросы 
 

1 Назовите основные виды функций, характеризующих безотказную работу 
технических систем. 

2 Как связаны между собой функции вероятности безотказной работы P(t), 
частоты отказов f(t) и интенсивности отказов (t)? Запишите уравнения связи 
между этими функциями. 

3 Что такое работоспособность изделия, как она определяется, от чего зависит? 
4 Как можно классифицировать отказы в работе аппаратуры в зависимости 

от причин возникновения отказов? 
5 Как можно классифицировать отказы в работе аппаратуры в зависимости 

от характера появления отказа? 
6 Как можно классифицировать отказы в работе аппаратуры в зависимости 

от закономерности возникновения отказа? 
7 Какой отказ называется независимым (или зависимым)? 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 
 

47

8 Как можно классифицировать отказы в работе аппаратуры в зависимости 
от сложности устранения? 

9 Как можно классифицировать отказы в работе аппаратуры в зависимости 
от места устранения? 

10 Что такое среднее время безотказной работы, как оно определяется экс-
периментально и теоретически? 

11 Что такое среднее квадратическое отклонение среднего времени нара-
ботки, как оно определяется экспериментально и теоретически? 

12 Что такое гарантированное время наработки, как оно определяется? 
13 Назовите основные характеристики (функции) и параметры для экспо-

ненциального закона. 
14 Назовите основные характеристики (функции) и параметры для закона 

Эрланга второго порядка. 
15 Назовите основные характеристики (функции) и параметры для закона 

Рэлея. 
16 Назовите основные характеристики (функции) и параметры для закона 

Вейбулла. 
17 Назовите основные характеристики (функции) и параметры для нор-

мального (Гаусса) закона. 
18 Назовите основные характеристики (функции) и параметры для усечен-

ного нормального закона. 
19 Какие виды экспериментальных испытаний технических изделий приме-

няют на практике? 
20 В чем отличия ускоренных и укороченных опытных испытаний изделий 

на надежность? 
21 Каким образом по результатам эксперимента можно примерно опреде-

лить функцию вероятности безотказной работы? 
22 Каким образом по результатам эксперимента можно примерно опреде-

лить функцию плотности вероятности безотказной работы? 
23 Каким образом по результатам эксперимента можно примерно опреде-

лить функцию интенсивности отказов? 
24 Каким образом по результатам опытных испытаний можно определить 

первый выборочный момент – выборочное среднее? 
25 Каким образом по результатам опытных испытаний можно определить 

второй момент распределения – выборочный средний квадрат? 
26 Каким образом по результатам опытных испытаний можно определить 

выборочную среднюю дисперсию? 
27 Каким образом можно оценить различие между экспериментальной 

функцией надежности и аппроксимирующей ее теоретической функцией? 
28 Что такое «параметрическая оптимизация» вероятностного закона, како-

вы критерии оптимизации? 
29 По каким критериям осуществляется параметрическая оптимизация экс-

поненциального закона, аппроксимирующего результаты опытных испытаний на 
надежность? 
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30 По каким критериям осуществляется параметрическая оптимизация за-
кона Эрланга второго порядка, аппроксимирующего результаты опытных испы-
таний на надежность? 

31 По каким критериям осуществляется параметрическая оптимизация за-
кона Рэлея, аппроксимирующего результаты опытных испытаний на надеж-
ность? 

32 По каким критериям осуществляется параметрическая оптимизация за-
кона Вейбулла, аппроксимирующего результаты опытных испытаний на надеж-
ность? 

33 По каким критериям осуществляется параметрическая оптимизация нор-
мального закона, аппроксимирующего результаты опытных испытаний на на-
дежность? 

34 По каким критериям осуществляется параметрическая оптимизация усе-
ченного нормального закона, аппроксимирующего результаты опытных испыта-
ний на надежность? 

35 В чем отличия процедуры параметрической оптимизации вероятностного 
закона, аппроксимирующего результаты эксперимента в режиме ускоренных 
(форсированных) и укороченных испытаний? 
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ПРИЛОЖЕНИЕ А 
 

Значения гамма-функции 
 

х Г(х) 
1 1 

1,05 0,9735 
1,1 0,95135 

1,15 0,93304 
1,2 0,91817 

1,25 0,9064 
1,3 0,89747 

1,35 0,89115 
1,4 0,88726 

1,45 0,88566 
1,5 0,88623 

1,55 0,88887 
1,6 0,89352 

1,65 0,90012 
1,7 0,90864 

1,75 0,91906 
1,8 0,93138 

1,85 0,94561 
1,9 0,96177 

1,95 0,97988 
2 1 

 
 

Значения гамма-функции для x < 1 и для x > 2 могут быть вычислены  
с помощью формул [3, 8, 9, 21]: 

 

 а) при  Х < 1:     ,1
х
хГхГ 

        б) при Х > 2:       11  хГххГ .  
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ПРИЛОЖЕНИЕ Б 
 

Значения функции Лапласа 
 

 
2

0
0

1Ф exp
22

x xx dx 
    

  
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ПРИЛОЖЕНИЕ В 
 

Варианты исходных данных для ускоренных испытаний 
 

Варианты 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

№
 i-

го
 п

ро
ме

ж
ут

ка
 

1 4 1 3 2 14 26 19 26 4 8 5 5 
2 12 3 7 4 12 19 15 19 8 15 11 10 
3 17 4 12 7 10 14 13 14 11 16 13 12 
4 18 5 13 10 9 11 10 11 11 15 13 12 
5 17 7 14 10 8 8 8 8 10 12 12 12 
6 12 8 13 11 6 5 7 5 8 9 10 9 
7 9 8 11 10 6 5 5 5 7 7 8 9 
8 5 8 9 10 5 3 4 3 6 5 6 6 
9 3 8 7 9 4 2 4 2 5 4 5 6 
10 2 7 4 7 4 2 3 2 4 3 4 4 
11 1 7 3 6 3 1 2 1 3 2 4 4 
12  7 2 4 2 1 2 1 3 1 2 2 
13  5 1 3 3 1 1 1 2 1 2 2 
14  5 0 3 2 1 2 1 2 1 1 2 
15  4 1 1 1 0 1 0 1 0 1 1 
16  3  1 2 0 1 0 1 0 1 1 
17  3  1 2 0 0 0 1 1 0 1 
18  2  0 1 1 1 1 1  1 0 
19  1  1 1  0  0  0 1 
20  1   1  1  1  0 0 
21  1   1  0  0  1 0 
22  1   0  1  0   1 
23  1   1    0    
24     0    1    
25     1        
26     1        

∆t, ч 96 48 72 48 48 72 48 72 48 72 48 72 
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Продолжение приложения В 
 

Варианты 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 
№

 i-
го

 п
ро

ме
ж

ут
ка

 

1 0 0 11 53 0 1 0 0 4 4 6 28 
2 2 1 17 18 2 1 0 1 10 6 8 28 
3 5 3 17 9 14 5 2 1 15 7 8 21 
4 9 4 15 6 34 9 7 3 20 9 9 13 
5 13 6 12 4 34 15 16 4 19 10 10 7 
6 15 8 10 3 14 19 25 7 16 10 9 2 
7 16 9 6 2 2 19 25 9 9 11 9 1 
8 15 10 5 1  15 16 12 5 10 8  
9 11 11 3 1  9 7 13 1 9 8  
10 7 10 1 1  5 2 13 1 7 6  
11 4 10 1 0  1  12  6 5  
12 2 8 1 1  1  9  4 4  
13 1 6 1 0    7  3 3  
14  5  1    4  2 3  
15  4      3  1 1  
16  2      1  0 1  
17  1      1  1 1  
18  1         0  
19  1         1  

Δt, ч 96 72 96 96 96 72 96 48 96 96 72 96 
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ПРИЛОЖЕНИЕ Г 
 

Варианты исходных данных для укороченных испытаний 
 

Варианты 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

№
 i-

го
 п

ро
ме

-
ж

ут
ка

 

1 2 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 
2 2 1 2 0 1 1 2 0 1 2 1 1 
3 2 1 1 1 1 1 2 1 0 2 1 1 
4 2 1 1 0 1 2 2 1 1 2 1 2 
5 2 1 2 1 2 3 4 1 2 3 2 2 

ΔtЭ ,ч 1200 1200 1200 1200 1200 1200 1200 2100 1200 1200 1200 1200 
PГЭ 0,95 0,94 0,93 0,96 0,95 0,94 0,93 0,92 0,90 0,91 0,92 0,93 

 
 

Продолжение приложения Г 
 
Варианты 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 

№
 i-

го
 п

ро
-

ме
ж

ут
ка

 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
2 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
3 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1 2 
4 2 1 3 0 4 3 2 3 3 4 2 3 
5 3 2 2 1 8 5 4 6 5 6 6 7 

ΔtЭ ,сут. 100 100 100 100 100 100 60 60 60 60 60 60 
PГЭ 0,90 0,90 0,92 0,95 0,85 0,85 0,90 0,90 0,92 0,90 0,90 0,85 

 
 
Примечание – Варианты 1–4 соответствуют экспоненциальному  закону  

распределения;  варианты 5–8 – закону Рэлея; варианты 9–12 – закону Эрланга; 
варианты 13–16 – закону  Вейбулла; варианты 17–20 – нормальному закону и, 
наконец, варианты 21–24 – усеченному нормальному закону. 
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